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O p-PRUMETU PRIMKY NA PLOCHU

LupEk GRANAT, Praha

Doslo 2. dubna 1964

A. D. Posvianskn podal v [1] synteticky zdklad teorie p-prumétu piimky
na plochu. V tomto ¢ldnku chece autor ukazat na urcitou cestu analytického
vybudovini této teorie a odvozeni nékterych dalich vztahd. Téchto vztahii je
mozno s vyhodou uZit i pfi grafickych konstrukcich. Podrobnéjsi rozpraco-
vani uvedeného se nachdazi v [2]. Studium p-priméta pfimek na plochy mize
poslouzit pfi ulohach tykajicich se obalovych ploch poloh pohybujici se
dané plochy.

1. ZAKLADNI VZTAHY PRO p-PRUMETY PRIMKY NA PLOCHY

Definice. p-primétem pfimky A') na danou plochu rozumime mnoZinu viech
bodii plochy, v nichZ sestrojené normadly jsou pfimkami linedrniho p¥imkového
komplexu W, jehoZ osou je dand pfimka A a parametrem je redlné ¢islo p. n-primé-
tem pfimky A na danou plochu rozumime p-priimét této pfimky na danou plochu
pro parametr p = 0.

Mgéjme dénu plochu r = r('u, 2u). Pokud providdime lokélni uivahy, médme vzdy
na mysli jeji reguldrni oblast Q. Normdly této plochy jsou uréeny dudlnimi vektory
N = n + ¢(r x n),kden = dr/d'u x Or/0*u. Aby tyto normdly patfily komplexu W,
musi platit

(1) Dual—(W.N):O.
Vztah (1) je vztahem mezi parametry 'u, u. Oznatme
q(*u, >u) = Dual—(W.N) = 0.
Nechf tento vztah pro ( ‘y, %u) z oblasti Q* = Q urluje na plose r = r('u, %u)

1) Primka A je uréena duédlnim vektorem A = a + &d. Definice a vlastnosti dudlnich &isel
a vektorl viz napf. v [3]. Z této knihy pfevzata i symbolika, jen misto fraktury uZito tu¢né psané
latinky.
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ktivku. Smérové kosiny te¢ny této kfivky v jejim nesingularnim bodé& jsou imérné
slozkdm vektoru

or ar

1, ’ a2,
@ .- olu  0%u .

9 9q

M’ %

Necht na plode r = r('u, 2u) bod r('u,, u,) je bodem p-primétu pfimky A na tuto
plochu. Méjme dalsi plochu r’ = r'('u, 2u4) vztaZenou ke stejnym parametrm. Necht
tato plocha md bod r'(*ug, 2ug) = r(*ug, 2uy) s plochou r = r('u, 2u) spoledny.

Maji-li ob& plochy v bod& r('ug, 2u,) touZ tednou rovinu, pak maji v ném i spoleé-
nou normdlu a tento bod je téZ bodem p-priim&tu pfimky A na plochu r'(*u, 2u).

Obréceng, je-li bod r('u,, u,) téZ bodem p-primétu ptimky A na plochu r'(*u, 2u),
nemusi mit dané plochy v bod& r('u,, 2u,) spole¢nou teénou rovinu. Tené roviny
v bod& r('u,, 2ug) k ob&ma plochdm, pokud jsou riizné, se protinaji v kolmici na
nulovou rovinu bodu r('u,, 2uy) vzhledem k danému linedrnimu p¥imkovému
komplexu o ose A a parametru p, protoZe jde o roviny kolmé na pfimky tohoto
komplexu.

Necht maji plochy r = r(*u,2u) a v’ = r'(*u, 2u) v bod& r(*ug, 2u,) = r'(ug, 2ue)
styk alespoii druhého f4du, tj. nechf plati p¥i vhodné parametrisaci

’ 2 2,
&) or =(a_'_.) or) (2 iy =1,2.
ouly \0'ujy \0wu), \0'wu),

Je-li bod r(*uy, u,) bodem p-primétd pfimky A na tyto plochy, pak te¢ny k témto
p-prim&tim v bod& r('u, 2u,) jsou urdeny vztahy (2).

Ze vztahl
(4) % _ pual—("Y N+ w. N,
o'u o'u o'u
i=12
@— = Dual— ﬂ.N'+ W.a—,! ,
o'u o'u o'u

kde N znatime normdlu plochy r = r(*u, 2u), N’ normdlu plochy r' = r'(*u, 2y)
aq = Dual-(W.N’),
a ze vztahi (3) plyne, Ze k tomu, aby te€ny splyvaly, stadi, aby jest&

(5) (@'-)= Q’i , pro i=12.
auo 6'u 0

on _ 0r N or +_8_r_'_ « o*r
oy 'udu  Pu  tu Pudu’
on’ o*r' or' or' o*r'
— = _t — X — .
ou  0'uwd'u 2w d'u  *udu

i=1,2.
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Na zdklad¥ vztahi (3) a (4) plati:

_(2!_=_6£_’ g—xn+rx@—=§r—xn+rxa—n—,i=1,2
o'u)y \0u/y d'u o'u/, u o'u/y
a odtud i vztah (5).

Vétal. Maji-li plochy r = r('u,?u) a r' =r'('u,?u) ve spolecném bodé
r(*ug, 2uo) = r'(*uq, 2uo), ktery je bodem p-pramétu pFimky A na jednu plochu,
styk aspori druhého Fddu, pak timto bodem prochdzi téZ p-priimét pfimky A na
druhou plochu a oba p-priiméty se v bodé r(*uy, *u,) dotykaji.

Maji-li p-priméty pfimky A na plochy r('u,?u) a r'(*u, *u) spoleny bod
r(*uo, 2uo) a v ném spolecnou tecnu T, pak pokud tato te¢na nesplyvd s kolmici M
na nulovou rovinu bodu r('uy, 2uy) vzhledem ke komplexu o ose A a parametru p,
maji dané plochy v bodé r(*u, *uy) spolecnou tecnou rovinu uréenou pFfimkamiT a M.

ProtoZe v dal§im budeme potiebovat pracovat pfimo se slozkami dudlnich vekto-
rd, tj. s Pliickerovymi soufadniceni uréujicimi pfimky a linedrni pfimkové komplexy,
stanovime si pfisluiny zplisob zdznamu. X = (x,, x,, X3, X4, X5, X¢) pfedstavuje
dudlni vektor, jehoZ redlnd Cdst je vektor dany slozkami x,, x,, x3 a dudlni &dst je
vektor dany slozkami x,, xs, x,.

Pfislusny zdpis pfimky A dané parametrickymi rovnicemi r = r, + su, tj.

X=Xo+au, y=yo+ bu, z=2,+ cu
bude .
A = (a, b, c, cyo — bzy, azy — cxq, bxe — ay,)

a kompléxu 0 ose A a parametru p bude

= (a, b, ¢, ¢y — bzy + ap, azy — cxy + bp, bxy — ay, + cp).
2. p-PRUMET PRIMKY NA ALGEBRAICKOU PLOCHU

Mgjme algebraickou plochu. n-tého stupné
(6) Sr) =ty + Uy + o+ Uy +up =0,

kde u; J%ou formy j-tého stupné v proménnych x, y z,.
Smérové kosiny. normaly této plochy v jejim bodé& r’ jsou tmé&rné parcnalnlm deri-
vacim (0f/0ry),,=,,» 1 = 1,2, 3.

0 0 - 0
(7) o _ u,,+6u,, 1 Ju,

— + ...+ .
or; Or; or; or;
Stupeii vyrazu (7) je nejvyse n — 1. '
Normdly plochy f v jejim bod€ o soufadnicich x, y, z jsou ddny dudlaim vektorem

N (afa_faf O P S 'f)

ox 0y 8z 0z dy 6x dy 0x
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Aby tyto normdly patfily danému komplexu W, musi platit

Dual—(W.N) =0,
tj. A

(8) (af o ) 4 b(af iffx> + c("_f i ) +
0z dy 0x 0z dy Ox
+ (yoc — bzy + Pa)gj: + (zoa — cxo + pb)a—f + (xob — ayy + pc)g =0.
Ox dy : 0z

Tato rovnice je stupné nejvys n. Pokud pfedstavuje plochu, pak p-priimét pfimky A
na plochu f je prinikem plochy fa plochy dané rovnici (8).

Véta 2. p-priamét pfimky A na algebraickou plochu stupné n, pokud je to
krivka, je stupné nejvyse n?.

Prejdeme-li k homogennim soufadnicim, snadno zjistime, Ze nevlastni ttvar plochy
dané rovnici (8) nezdvisi na parametru p a pokud se tykd pfimky A, zdvisi pouze na
jejim nevlastnim bodé.

3. p-PRUMET PRIMKY NA SROUBOVE A ROTACNi PLOCHY

Uvazu_;eme-h misto komplexu W o ose A a parametru p hbovolny komplex w
ze svazku W = W + k. W', kde W’ je komplex pfislu§ny ke sroubovému pohybu
vytvéfejicimu danou Sroubovou plochu a k je konstanta, pak pro norma]y N dane
Sroubové plochy plati

Dual—(W .N) = Dual—(W.N) + k. Dual—(W' . N).

ProtoZze Dual—(W’'.N) =0, je podminka Dual—_—(W. N) = 0 ekvivalentni pod-
mince Dual—(W . N) = 0. V pfipadg, Ye v uvedeném svazku je aspoit jeden spe-
cidlni komplex s redlnou osou, pak p-primét osy A komplexu W miZeme sestrojit
jako n-primét osy specidlniho komplexu svazku W + k. W’ na danou Sroubovou
plochu.

Maédme-li misto Sroubové plbchy plochu rotaéni, pak komplex W’ je specidlni. Je-li
sdruZend poldra A k ose dané rotani plochy A’ vzhledem ke komplexu W riiznd
od A’, pak ji miZeme uvaZovat jako osu specidlniho komplexu Wa n—prﬁmet piimky
A je zdrovefi p-primétem osy A komplexu W na danou rotacni plochu (viz [1]).

V aplikacich ') jsou diileZité pravé konstrukce p-primétu pfimky na specidlni
plochy tohoto typu. MozZnost pfevedeni jejich na konstrukci n-primétu dany ukol
podstatné zjednodusuje.

1) napt. p¥i uréovani kivek, podél nichz se dotyka dany rotujici obrabéci nastroj obrabéné
plochy.
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Jako ptiklad uvedeme sestrojeni n-primétu pfimky A na rotaéni kuZelovou plochu,
jejiz osa neni s A rovnob&Znd (ani s ni nesplyv4).

Zvolme specidlni soufadnicou soustavu. Osu rotaéni plochy zvolme za osu z sou-
fadnicové soustavy. Osou z proloZime rovinu rovnobé&Znou s pfimkou A a oznaéime
ji jako rovinu yz. Dudlni vektor urdujici pfimku A pak miZeme psét bez ijmy obec-
nosti

A = (0, b, ¢, —bzy, —cxq, bx,) -

M¢jme rotaéni plochu kuZelovou uréenou rovnici

9 . K¥(x? + y?) =22, k+0.

Normdla N v bodé o soufadnicich x, y, z této plochy je uréena dudlnim vektorem
N = (k?x, k*y, —z, —(1 + k?) yz, (1 + k?) xz,0).

Aby tyto normdly patfily specidlnimu komplexu o ose A, musi platit

(100 7 = (1 + K®) bxz + bkzox + ck®xop + bxoz = 0.

Tento vztah predstavuje rovnici hyperbolického paraboloidu, jehoZ jedna fidici
rovina je kolmd na osu kuZelové plochy a druhd je rovnobéZnd s osou kuZelové
-plochy a osou komplexu. Jedna fidici pfimka je A a druhd je rovnobé&Znd s osou da-
ného kuZele a prochdzi bodem Q, ktery leZi na spojnici vrcholu V kuZele s priisedi-
kem M piimky A s rovinou kolmou na osu kuZele a prochdzejici vrcholem kuZele,
pti &em2 V@ = 1/(1 + k?) VM.

Diikaz posledniho tvrzeni se provede dosazenim rovnic Fidici pfimky

zZob

. E
1+ k?’ (1 + k?)

X

do rovnic hyperbolického paraboloidu (10).
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Pe3ome

O p-IIPOEKLIUM NPSAMOKN HA IOBEPXHOCTbD

JIYAEK TPAHAT (Ludék Granét), Ilpara

Eciu onpefieMTh: noJ p-npoeKiuuel npsaMoi A Ha JaHHYIO IOBEPXHOCTDb CJIEAYET
TIOHHMATH COBOKYITHOCTDb BCEX TOYEK MOBEPXHOCTH, HOPMAJIH B KOTOPHIX IIPHHAMJIE-
KaT JIHHEMHOMY KoMILiekcy W, HMEIOLIEMY CBOEH LEHTPaJbHOM OChIO JAHHYIO
npsMyIo A M NapamMeTpoM p, TO HCKOMYIO p-IPOEKILHIO MIPAMO¥ A Ha MOBEPXHOCTD
r = r(*u, u) MOXHO BBIPa3UTh popMyIIOH

Dual—(W.N) =0,

rae W — OyalbHBIM BEKTOD, ONpeaeIAIonuil JIMHEHHBIN KOMIIJIEKC ¢ Ocblo A u ma-
pameTpoM p, u N — HOpMaJIM JaHHOMK MOBEPXHOCTH.

B pabGore npuBereHbl OTHOLIECHHSI MEXAY KaCaHUEM ABYX NOBEPXHOCTEH H p-NpOCK-
OHaMH NPSAMOH Ha 3TH NMOBEPXHOCTH, TEOPEMa O NOPAIKE p-MPOCKIMH NMPAMOH Ha
anre6panyecKkyro MOBEPXHOCTb M MCCJIEHOBAaHUA p-NPOEKIMH NPAMOI Ha BHHTOBBHIE
MOBEPXHOCTH U MOBEPXHOCTHU BpALCHHS.

Zusammenfassung

UBER DIE p-PROJEKTION EINER GERADEN AUF EINE FLACHE
LupEk GRANAT, Praha

Definiert man die p-Projektion einer Geraden A auf eine gegebene Fliche als die
Menge aller Punkte der Fliche, in welchen die konstruierten Normalen einem linea-
ren Komplex W angehoren, dessen Achse die gegebene Gerade A mit dem Para-
meter p ist, dann 148t sich die gesuchte p-Projektion der Geraden A auf die Fldche
r = r('u, 2u) durch die Relation

Dual—(W.N) =0,

ausdriicken, wo W der duale Vektor, der den Komplex mit der Achse A und dem Para-
meter p bestimmt und wo N die Normalen der Flidche sind.

In dieser Arbeit sind bestimmte Beziehungen zwischen der Beriihrung zweier
Flichen und der p-Projektionen einer Geraden auf diese Flichen, ein Satz iiber die
Stufe der p-Projektion der Geraden auf algebraische Fliche und die Untersuchungen
der p-Projektion einer Geraden auf Schrauben- und Rotationsfiichen angefiihrt.
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