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Casopis pro p&stovani matematiky, rot. 90 (1965), Praha

BEITRAG ZUR GLOBALEN DIFFERENTIALGEOMETRIE DER KURVEN
IM EUKLIDISCHEN RAUM

LEeo BoCek und ZBYNEK NADENIK, Praha

(Eingelangt am 9. Juni 1964)

In dieser Note beschrinken wir uns auf reelle Kurven des euklidischen Raumes
von der Dimension n > 2, in dem ein Nullpunkt O gewdhlt ist. Es sei C eine ge-
schlossene Kurve mit positiven Kriimmungen k,, k,, ..., k,_;. Wir bezeichnen mit x
den Ortsvektor ihres Punktes, mit t,, t,, ..., t, die Einheitsvektoren ihrer Tangente
und ihrer ersten bis (n — 1)-ten Normale und endlich mit # bzw. mit b die Bogen-
bzw. die Gesamtlinge des sphirischen Bildes I' der Vektoren t,. Dabei soll
immer die Rolle des Parameters des Punktes von C spielen und die im Folgenden
auftretenden und stets durch Striche gekennzeichneten Ableitungen nach f setzen
wir als stetig voraus.

Der Abstand des Nullpunktes O von der Schmieghyperebene von C ist lx(ﬂ).
. t,(B)|- Die Funktion

(1) h(B) = — x(B) . t(B)

benennen wir die Stiitzfunktion von C. Sie hingt freilich von der Wahl des Null-
punktes O ab. Wenn wir aus dem System

i

: , k , k;_
(2) Yi=—=y, Vi=—-"y ,+

Yit1s
kn—l kn-l kn—l H.‘

Yo = — Ya-1 (i =23, ...,n— 1)

V15 V25 «++5 Yn—y eliminieren, so bekommen wir die Gleichung

©) Y Aoyi” =0,

j=0
deren Koeffizienten gewisse Polynome in den Verhiltnissen
(4) kytkyoooik,_y

und in ihren Ableitﬁngen sind. DieStiitzfunktion der Kurve C ist bis auf die Addition
der Losung von (3) eindeutig bestimmt (s. Abschn. 1).
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Fiir den Radius der letzten Kriimmung k,_, bzw. fiir die Gesamtldnge L der
Kurve C gilt die WEINGARTENsche bzw. MINKOWsKIsche Formel (s. Abschn. 2)

n b n
©) kit =% Aoh® bzw. L= j [3(~1Y Ag] hap.
j=0 0 Jj=0
Es sei C* eine andere Kurve mit denselben Eigenschaften wie C. Wir behalten
fiir C* dieselben, nur durch Sterne unterschiedenen Bezeichnungen wie fiir C. Wir
werden zwei Fille untersuchen: (a) Die sphirischen Bilde I' und I'* sind identisch
(dann g* = p) oder (b) im Bezug auf den Nullpunkt O zentralsymmetrisch (dann
p* = B + }b). Die Punkte von C und C* mit den Ortsvektoren x(B) und x*(B) im
Falle (a) und x(B) und x*(f + 4b) im Falle (b), die parallele Schmieghyperebenen
besitzen, benennen wir ihre Gegenpunkte. Wir fiihren die Bezeichnung

(6a) ' h() — h*(B) = (p)
im Falle (a) und
(6b) h(B) + h*(B + 1b) = B(B)

im Falle (b) ein; die geometrische Bedeutung von %(f) und B(f) ist offensichtlich.

Fiir die Langen Lund L* der Kurven C und C* gelten im Falle(a) bzw. im Falle (b)
die Formeln ;

o) L= 12 = [TE -1y 4900 @(9) 5
bzw.

L1 = j :[,2"0“”’ AG(6)] B(B) 48,

aus denen die zweite als eine Art der CAUCHYschen Formel angesehen werden kann
(s. Abschn. 3).

Sind die Gegenpunkte von C und C* immer verschieden und im Falle (a) noch
k*_(B) # k,—1(B), so sind die Kurven C und C* homothetisch, wenn die Torse der
Verbindungslinien ihrer Gegenpunkte ein Kegel ist (s. Abschn. 4).

Der folgende Absatz betrifft nur den Fall (a) und seine Behauptungen werden im
Abschn. 5 bewiesen. Ist #(f) = # = konst. in (6a), so folgt aus der ersten Formel
(7) die STEINERsche Formel L = L* + & [4A,0(B) dB und fiir die Gegenpunkte gilt

n—2
(8a) x*(B) = x(B) + Q‘;l/ito(ﬂ) t(B) + &t(p).
Weiter ist in (6a) Q(ﬁ) = # = konst. dann und nur dann, wenn

| S S
ko-s(B)  k3-4(B)

(%a) .

BAoo(), & = konst.,
fiir alle B ist. |
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Die Koeffizienten A,y (i = 1,2, ..., n) sind hier und im Folgenden durch diese
Formeln gegeben (s. Abschn. 2): -

(10) Apo=1; Ay 10=0;
k; k
A = —2L 4, — =l g i=n—-2..1);
0 K, +2,0 K, v10 ( )
k ,
L Ay — M.

Aoo =

n—1 L

Dieser Schlussabsatz behandelt umgekehrt nur den Fall (b); s. Abschn. 6. Bei
B(B) = B = konst. in (6b) folgt aus der Cauchyschen die BARBIERsche Formel
L+ L* = B [§Ag(B)dB (und L = B [{*4y4(B)df bei C* = C, d.h. bei einer
Kurve C , konstanter Breite** B). Fiir die Gegenpunkte gilt jetzt

(8b) . x*B + 1b) = x(B) + B.;A,-o(/}) t(B) + Bt,(B)
und in (6b) ist B(f) = B = konst. dann und nur dann, wenn

1 1
+
ko-1(B) ~ ka-i(B + 1b)

fiir alle B ist (s. Abschn. 6).

Fiir eine Eikurve C liefern die oberen Formeln fiir L die wohlbekannten Formeln
von Minkowski, Cauchy, Steiner und Barbier und die anderen Behauptungen
driicken bekannte bzw triviale Tatsachen aus.

(9b) = BAoo(ﬁ)

1. Es sei O ein neuer von O verschiedener Nullpunkt, x der in O gebundene Orts-
vektor des Punktes von C und h = — x . t, die Stiitzfunktion von C beziiglich O.

Fiir den Vektor ¢ = O — O setzen wir ¢ = Z yit. Aus x = x — c folgt nach (1),
dass h = h + y, und wegen ¢’ = O ergibt swh aus ¢ = Z y,t; nach den Frenetschen

Ableitungsformeln (in denen die Ableitungen nach dem Bogen durch die nach B
ersetzt wurden) das mit (3) dquivalente System (2). Wenn umgekehrt y, der Gleichung

(3) genugt so ist ¢ = 2 y;t; mit den nach (2) bestimmten y,, y,, ..., ,—1 €in kon-
stanter Vektor und E = h + y, die Stiitzfunktion von C beziiglich-des Endpunktes

des in O gebundenen Ortsvektors ¢ = Y oyt
i=1
2. Durch die Differentiation der Skalarprodukte y;, = x.t; (i =1,2,...,n)
bekommen wir das System (2), in dem aber die erste Gleichung durch yj = y;k; :
1k, + 11 k,_, ersetzt wird. Eliminieren wir aus diesem neuen System Yy, Y2, ---»
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+++s ¥n—1, 50 gewinnen wir wegen (1) und der mit (2) 4quivalenten Gleichung (3) die
erste Formel (5). Aus dieser folgt fiir die Gesamtlinge L = (g k,'; df der Kurve C
nach partiellen Integrationen die zweite Formel (5). Aus dem System, welches aus (2)
durch Weglassung der ersten Glelchung entsteht, ergibt sich bei y; = x.t; und (1)

mit k9 = h; die Koeffizienten A;; (i =1,2..,nj=0,1,...,n — i) sind wieder
gewisse Polynome in den Verhiltnissen (4). Wie man leicht bestitigt, gilt dabei
speziell (10).

3. Aus den Frenetschen Ableitungsformeln folgt im Falle (a) bezw. (b)

(1) €5(6) = t(8), K}(B) = S(B) kiB)

bzw. |

(3.1b) (B + 1b) = — t(B), Kj(B + 1b) = g(B) kAB).
wo f(B) > 0 und g(B8) > 0, und deshalb im Falle (a) bzw. (b)

(3,22) Ai(B) = 4,(B)

bzw.

(32b)  ANB+ D) =AB) (i=1,2..,mj=1,2..,n~1i.

Aus der zweiten Formel (5) und (6a) mit (3,2a) bzw. (6b) mit (3,2b) ergeben sich
unmittelbar die Formeln (7).

4. Man iiberzeugt sich leicht mittels erster Gleichungen in (3,1a) bzw. (3,1b),
dass die in der Einleitung beschriebenen Verbindungslinien eine Torse erzeugen und
dass diese dann und nur dann ein Kegel ist, wenn ky_,(B) : [ki— (B) — k.-1(B)] =
= konst. im Falle (a) und k;_,(B + 1b): [k}_,(B + 4b) + k,_;(B)] = konst. im
Falle (b) ist. Daraus folgt, dass ky_,() : k,—(B) = konst. im Falle (a) und k;_,(8 +
+ 4b) : k,—4(B) = konst. im Falle (b) ist und nach elementaren Integrationen wegen
x'(B) = k,y(B) ty(B) und erster Gleichung in (3,1a) bzw. (3,1b) oder durch ganz
4hnlichen auf der Gleichung (3) gegriindeten Gedankengang wie im Abschn. 5 ergibt
sich, dass die Kurven C und .C* homothetisch sind.

5. Wenn #(B) = # = konst. in (6a) so folgt aus (3,1a) und (3,2a) zusammen mit
(2,1) und (10) sofort (8a).

Nach erster Gleichung (5),(3,2a) und (6a) mlt Z# = konst. gilt (92). Und umgekehrt:

Aus (9a), erster Gleichung (5) und (3,2a) folgt Z A j(ﬂ) [A(B) — h*(B)]Y’ = Aoo(B) #
mit & = konst., so dass h(ﬁ) — h*(p) — # eme Losung von (3) ist. Das bedeutet
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nach Abschn. 1, dass man durch eine geeignete Wahl des neuen Nullpunktes die
Relation (6a) mit #(B) = # = konst. gewinnt.

6. Ersetzt man die mit (a) bezeichneten Gleichungen durch die mit (b) gekenn-
zeichneten, so beweist man Schritt wie Schritt wie im Abschn. 5 die Schlussbe-
hauptungen aus der Einleitung iiber den Fall (b) der Kurven C und C*.

Vytah

PRISPEVEK KE GLOBALNI GEOMETRII KRIVEK
V EUKLIDOVSKEM PROSTORU

Leo BoCek a ZBYNEK NADENIK, Praha

Minkowskiho definice opérné funkce rovinné uzaviené konvexni kiivky je rozsi-
fena na uzaviené prostorové kfivky s positivnimi k¥ivostmi a je ji uZito k odvozeni
vysledkd, které jsou analogické zndmym vlastnostem rovinnych uzavienych kon-
vexnich kfivek.

Pe3omMme

3AMETKA K 'EOMETPHHU B LIEJIOM KPHUBBIX
B EBKJINIOBOM IIPOCTPAHCTBE

JIEO BOYEK n 3BBIHEK HAJIEHUK (Leo Bolek, Zbyngk Nadenik), Ipara

MMHKOBCKOT'O ONpe/icJiecHHe ONMOPHOM (PYyHKIMHM IUIOCKOM 3aMKHYTOM BBINYKJIOH
KpHMBOif pacIpoCTpaHEHO Ha 3aMKHYThieé NPOCTPAHCTBEHHBIE KPHUBHIE C IOJIOXKH-
TeNbHBIMH KPHBH3HAMM H NPMMEHEHO K BHIBEJICHHIO PE3yJIbTATOB, KOTOPHIE AHAJO-
THYHBI U3BECTHHIM CBOMCTBAM ILIOCKHX 3aMKHYTBIX BBITYKJIBIX KPHBBIX.
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