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Casopis pro p&stovani matematiky, ro&. 90 (1965), Praha

O POUZITI ERGODICKYCH VET PRO MARKOVOVY RETEZCE

ZBYNEK SIDAK, Praha

(Doslo dne 13. dubna 1964)

Zname ergodické véty pro operatory v prostorech L, jsou aplikovany na
Markovovy feté€zce v diskrétnim Case, s obecnym systémem stavii a se subin-
variantni mirou. Pomoci toho se ukazuje, Ze v irreducibilnim fetézci limitni
chovani pravdépodobnosti pfechodu p™(x, E) je stejné pro viechny stavy x
a viechny mnoziny E koneéné kladné miry. Nakonec se uvadi pro spoletné
fetézce jednoduchy dikaz Doeblinovy véty o limité podilu souétt pravdé-

- podobnosti pfechodu. :

A | 1. UVOD

M¢éjme Markovilv fetézec v diskrétnim Case a s obecnym systémem stavi X,
v némZ je ddna né&jakd g-algebra Z'; o podmnoZindch E < X a o funkcich f na X,
o nichZ budeme hovofit, budeme vZdy v dal§im micky pfedpoklddat, ¢ E€ & a Ze f
jsou méfitelné vzhledem k #. Oznaime p™(x, E) pravdépodobnost piechodu ze
stavu x do mnoZiny E po n krocich a jako obvykle téZ pisme p(x, E) = p'(x, E).

Déle budeme stdle pfedpoklddat, Ze pro tento Markoviv fetézec je ddnaingjakd
pevnd subinvariantni mira g, to jest nezdpornd o-aditivni mira (kterd miZe byt neko-
nednd a obecn& nemusi byt ani o-kone¢nd) na & takovd, Ze pro kazdou E € Z plati

o [ o Byt = .
. v be :

Symbolem L,,(u) (pro 1 < p < o) oznalime Banachv prostor viech funkci f
na X takovych, Ze | f|, = [f x| f(x)|" #(dx)]'/? < oo, pfiemz | f|, je norma funkce f.
Podobn& symbolem L (u) oznaime Banachiv prostor viech v podstaté (vzhledem
k p) ohrani¢enych funkci f na X, pfi¢emZ norma jest l| f ”w = vrai sup lf(x)l

Dany Markoviv fetézec nazveme irreducibilnim (podle E. NELSONA [7]), jestlize

miry v(. ) = Z’Z‘"p(")(x,_.) jsou pro viechna x € X ekvivalentni, tj. maji stejné
n=1

nulové mnoZiny. Jestlie irreducibilni fetézec md né&jakou subinvariatni o-kone¢nou

miru 1, pak podle v&ty 3.3 v E. Nelsonovi [7]existuje pro n&j také subinvariantni

o-konecnd mira pu, jeZ je ekvivalentni kazdé mife v,. Proto v dal§ich naSich vétdch

o irreducibilnich fet&zcich neni na Gjmu obecnosti pfedpoklad, Ze u m4d tuto vlastnost.
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Uvedme kone&ng zhruba obsah ¢ldnku: Nejprve jsou zndmé novéjsi ergodické
véty pro operdtory v prostorech L,(s) aplikovdny na Markovovy fet&zce. Pomoci
toho pak jsou odvozeny véty o podobnosti limitniho chovdni souétli a priméri
pravdépodobnosti pfechodu; zejména pro irreducibilni fetézce se zjiStuje, Ze toto
limitni chovdni p™(x, E) je stejné pro viechny (resp. skoro viechny) stavy x € X
a viechny mnoZiny E konedné kladné miry. Koneéné pro fetézec se spofetnym
systémem stavi se uvddi jednoduchy diikaz zndmé Doeblinovy véty o existenci -

n n
limity Y. p{7’/ 3 pip’-
m=0 m=0

Poutziti ergodickych vét je oviem bezprostiedni a celkem trividlni; avsak jejich
disledky o ekvivalenci limitniho chovdni p™(x, E) v irreducibilnich fet&zcich se
nezdaji byt bez zajimavosti. Poddvaji totiZ pro obecné Markovovy fetézce se subinva-
riantni mirou zobecn€ni zndmého klasického vysledku o tom, Ze ve spoetném
irreducibilnim fet&zci viechny stavy jsou téhoZ typu (positivn& rekurentni, nulov
rekurentni nebo transientni).

2. ERGODICKE VETY

Nejprve jest€ uvedme ndsledujici zndmy fakt. Jestlize pro fe Ly(u) (1 £ p £ o)
definujeme zobrazeni T vzorcem

@) T = f ) p(r dy) .

pak podle v&ty 3.1 v E. Nelsonovi [7] T je linedrni spojity operdtor v prostoru
L(u) (pro 1 £ p £ ) s normou ||T|, < 1. Snadno se také vidi, e pro kazdé
m=1,2,3,... mdme '

® ™ = f 7 p™(., dy) .

Véta 1. (a) Jestlize fe L(u) (pro 1 < p < ), pak pro p-skoro viechna x € X
existuje limita

. 1 n—1
4) lim — % | f(y) p™(x,dy).
n-wo N m=0 X
(b) Specidiné jestlize pro mnoZinu F jest p(F) < oo, pak pro p-skoro vsechna
x € X existuje limita

) Jim nz—lp("')(x, F).

n>w N m=0

Dikaz. Véta vyplyvd ihned z individudlni ergodické véty VIIL.6.6 v knize N.
DUNFORDA a J. T. SCHWARTZE [3] a z vlastnosti operdtoru T. Tvrzeni (b) dostaneme,
kdyZ za f poloZime charakteristickou funkci mnoZiny F.
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Poznamenejme, ze véta 1 je obdobou véty 1 (b) v &ldnku J. L. DooBa [2], ktery se
viak zabyval mnohem specidln&j§im p¥ipadem p kone&né a invariantni.

Vita 2. (a) Jestlite f, g € L,(n), pFicem# g = O, pak pro p-skoro vSechna x z mno-
%iny {x; [x g(¥) p™(x, dy) > O pro n&jaké m} existuje koneénd limita

(6) lim [ OJ. ) p™(x, ) Z (V) p™(x, dy)]-

(b) Specidlné jestlize pro mnoZiny F, G mdme u(F) < o, u(G) < o, pak pro
p-skoro vechna x z mnofiny {x; p™(x, G) > 0 pro néjaké m} existuje konecnd
limita :

(7 | lim [ 3 p(x, F)/ . p(x, O]

n-o m=0

(c) Necht Fetézec je irreducibilni a necht o-konecnd subinvariantni mira u je
ekvivalentni kadé mife v,. Jestlife pro mnoiny F, G mdme u(F) < o, 0 <
< p(G) < oo, pak pro u-skoro viechna x € X existuje konecnd limita (7).

Diikaz. Tvrzeni (a) je zfejmym ddsledkem obecné ergodické véty, dokdzané R. V.
CHACONEM a D. S. ORNSTEINEM v [4]. Tvrzeni (b) se op&t dostane tak, Ze za f, resp. g,
polotime charakteristické funkce F, resp. G. Pro dikaz (c) stadi si uv&domit, Ze
#(G) > 0 implikuje v,(G) > 0 pro kazdé x, take pro kaZdé x existuje m takové,
e p™(x, G) > 0, a tudiz {x; p™(x, G) > 0 pro n&jaké m} = X

Véta 3. (a) Jestlize fe L(p) (pro 1 < p < ), pak limita (4) existuje ve smyslu
silné konvergence funkci v Lp(;t).

(b) Jestlize fe L,(n), pFicem# u(X) < o, pak limita (4) existuje ve smyslu
silné konvergence funkci v L(y).

Dikaz. Véta vyplyvd snadno z vlastnosti operdtoru T v prostorech L,(u) a ze
statistickych ergodickych vét VIIL 5.4, resp. VIIL 5.5, v knize N. Dunforda a J. T.
Schwartze [3].

Samoziejm& také véta 3 ddvd ziejmym zpisobem silnou konvergenci priméru
v (5) pro mnoZinu F kone&né miry. Véta je opét obecnéj§1 obdobou vity 1(a) J. L.
Dooba [2].

3. LIMITNI CHOVANi PRAVDEPODOBNOST{ PRECHODU
Véta 4. Necht mnoZina F md miru p(F) < co; necht mnoiiny A, B jsou takové,
Ze pro x € A plati Z p""’(x F) o0, pro x € B plati 0 < Z p"’"(x, F) < oo. Jestli-
%e G je libovolnd mnofma s mirou p(G) < o a oznaczme-lt K {x; p™(x, G) > 0
pro néjaké m}, pak pro p-skoro v&‘echna x€ A n K plati Z p("')(x G) = © a pro
u-skoro viechna x € B n K platf 0 < Z p™(x, G) < .
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Dikaz. Kdyby vyslovené prvni tvrzeni neplatilo pro u-skoro v§echna xe 4 n K,
pak by existovala podmnoZina 4 n K kladné miry, pro jejiz prvky x by bylo

Y. p™(x, G) < o, Y. p™(x, F) = c0. Na této podmnoZin& by pak limita (7) byla
m=0 m=0

nekonetnd, coZz odporuje vé&t¢ 2(b). Obdobn& kdyby druhé tvrzeni v&ty nebylo
pravdivé pro u-skoro vSechna x € B n K, pak by existovala podmnoZina B n K
kladné miry, pro jejiz prvky x by bylo

lim [Zn: p™(x, G)/méop"”’(x, F)] =

n—+o0 m=0

coZ opét odporuje v&t& 2(b).

Véta 5. Necht retézec je irreducibilni a necht o-konecnd subinvariantnl u je
ekvivalentni kazdé v,. Necht pro mnoZinu F plati 0 < p(F) < o a oznalme A =

= {x;ip‘"‘)(x, F) = oo}.

(a) Jestlize p(A) > 0, pak pro kazdou mnozinu G, pro ni# 0 < u(G), a pro
kaZdé x e X plati

+]

(8) Y p™(x,G) = .
m=0
(b) Jestlie p(A) = 0, pak pro kaZdou mnofinu G, pro nif 0 < p(G) < oo,
a pro u-skoro vSechna x € X plati

9 i p™(x, G) < o0 .

Ditkaz. Pfedné si uvédomme jako v ditkazu véty 2(c), Ze z nasich pfedpokladd
vyplyvd {x; p™(x, F) > 0 pro n&aké m} = {x; p™(x, G) > 0 pro n&jaké m} = X.

Pro diikaz (a) se zabyvejme nejprve specidlnim pfipadem u(G) < oo. Podle véty 4
pak pro p-skoro viechna x € A plati (8), nebot K = X. Jinymi slovy, existuje mnoZina
A, c Atakovd, Ze u(A — A;) = 0, u(A,) = p(A) > 0 a pro viechna x € 4, plati (8).
Pro kaZdé x € X potom vSak musi byt té% v(4,) > 0, tak¥e existuje k, pro n&*
p'®(x, A;) > 0. Ponévad? pro nezdporné funkce je zimé&na sumace a integrdlu dovo-
lena, dostdvame pro kazdé xe X

© ) 0
Y P (x, G) = Zo p™(y, G) p¥(x, dy) = ZO p™(y, G) pM(x,dy) = o,
m=0 m= b'e m= '

A

&im2 je (8) dokdzdno pro fegeny specidlni p¥ipad. JestliZe u(G) = oo, pak ze g-konet-
nosti p vyplyvi existence G, = G, pro ni% 0 < p( G,) < o0, a vzhledem k pfedchozi-
mu piipadu

Y P™(x, G) 2 Y p™(x, Gy) = 0.
m=0 m=0
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‘JestliZe nastdvd pFipad (b), to jest u(4) = 0, poloZme B = X — A; pak pro x€ B
plati E p™(x, F) < o a zfejmé tento soudet je také kladny. Podle véty 4 pak plati

. m=0
(9) pro p-skoro v§echna X € B, to jest pro u-skoro vSechna x € X.

Poznamenejme, e nafe v&ta 5(a) zobeciiuje charakterisaci rekurentnich retézcu _
uvedenou E. Nelsonem [7]. Nelson ve vét& 4.1 dokdzal, Ze irreducibilni fetézec je
rekurentni tehdy a jen tehdy, kdyZ pro vechny mnoZiny G, pro néZ 0 < u(G), a pro
viechna x € X plati (8). Naproti tomu nase v&ta 5(a) ukazuje, Ze k rekurentnosti fetdz-

o0
ce stadi jiZ, aby existovala jedna mnoZina F, pro niZ 0 < y(F) < o0 a ). p™(x, F) =
m=0

= o0 pro x na n&jaké mnoZin& kladné miry.

‘Snad je téZ dobfe jest& podotknout, Ze ve vétich 4, 5(b) a 6 v tvrzenich platnych
,»pro p-skoro vs*ec}_ma x““ vyjime¢nd mnoZina nulové miry, na niZ tvrzeni neplati, o-
becné zavisi na uvaZované mno%iné G.

Véta 6. Necht mnoZina F md miru ;1(F\ < o0; necht mnoziny A B jsou takové,

%e pro x € A jest limn-1 Zp("')(x F) > 0, pro x € B jest lim n‘1 Z p™(x, F) =0,

n- oo m=0 n- oo m=
a ozna¢me L = {x; p™(x, F) > 0 pro néjaké m}. Jestlize G je llbovolna mnoZfina
s mirou p(G) < o a oznacime-li ddle K = {x p™(x, G) > 0 pro néjaké m}, pak
pro p-skoro viechna x E A N K bude lim n—1 2 p(’”)(x G) > 0, pro p-skoro viechna

n-> oo m=0

x € BN Lbude lim n~! Zp('"’(x G)=0.

Dikaz. Véta se dokdZe tipln& podobné jako véta 4; musime oviem mit na paméti, Ze
‘podle vty 1(b) existuje p-skoro vSude limita (5) a obdobné pro vyrazy s G misto F.
Kdyby prvni tvrzeni véty 6 neplatilo, pak by existovala podmnoZina 4 N K kladné
miry, pro jejiz prvky x by bylo lim n~! Z p™(x, G) = 0, tedy

n- m=0
n—1 n—1
lim [1 Y. p™(x, F) / Y p™(x, G)] =,
n-o | B m=0 N m=0

coZ je spor s v&tou 2(b). Druhé tvrzeni véty 6 se dokdze zcela obdobné.

Véta 7. Necht Fetézec je irreducibilni a necht o-koneénd subinvariantni mira p
je ekvivalentni kaz'dé Vs Necht pro mnoZinu F jest 0 < p(F) < o a oznaéme
= {x; lim n~? Z p™(x, F) > 0}.
(a) Jestlize p(A) > O, pak pro kazdou mnoZinu G, pro niz 0 < u(G), a pro kazdé
x € X platf '
n—1

(10) lim LY p™(x,6) > 0.

n-eo N m=0
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(b) Jestlize py(A) =0, pak pro kaZdou mnoZinu G, pro nif 0 < y(G) < o,
a pro kazdé x € X plati

n—1

(11) lim 1 Y p™(x,G)=0.

nso N m=0
V tomto pFipadé (b) jest u(X) =

Diikaz je veelku podobny jako ditkaz véty 5. Pro dikaz tvrzeni (a) zaén&me opét
s pfipadem p(G) < oo. Podle véty 6 pro p-skoro viechna x € A plati (10); tedy existuje
mnozina A; ¢ A takovd, Ze p(A,) = p(A) > 0 a pro viechna x € 4, plati (10).
Avsak pro kazdé x € X potom v,(4,) > 0, takZe existuje k, pro n&z p®(x, 4,) > 0.
n—1
Ponévad? funkce n™* Y p™(., G) maji majorantu 1 integrovatelnou vzhledem k mife
m=0
p®(x, .), dostdvame pro kazdé x € X

n—1 n—1
im 2 Y p"*¥(x, G) = lim ! > | p™(y, G) p®(x,dy) 2

n-o0o Nl m=0 n=3w N m=0 )y

- n—-1
= limj L Z p™(y, G) p®(x,dy) = j‘ fim 1 Y p™(y, G) p¥(x,dy) > 0.
nm=0

n=o0 Ay BO® N m=0
Ziejmé vSak
k+n—1 -1
lim — Z p™*Y(x, G) = llm [ Z p""’(x G) Z p™(x, G)] =
n2o N m=0 =0

k+n 1
— tim 1 Y, p™(x, G) = hm — Z p("')(x G),
n—o H m=0
takZe tvrzeni (10) je dokdzdno pfi pfedpokladu u(G) < oo. Pfipad u(G) = oo se
roziesi op&t obdobné jako v ditkazu véty 5(a).
Jestlize nastdva ptipad (b), tedy /z(A) = 0, pak zfejm& vzhledem k v&t& 1(b) pro

p-skoro vSechna x € X jest lim n™! Z p("')(x F) = 0. TudiZ podle v&ty 6 také pro

n— oo

pu-skoro vSechna x € X plati (11); jinak feéeno, existuje mnoZina A, takovd, Ze
(X — Ao) = 0 a pro vSechna x € 4, plati (11). Z toho viak vyplyvd pro kazdé
x € X rovnéZ v(X — A,) = 0, tedy p(x, X — A,) = 0. Proto dostdvime

n—1 n—1
lim 1 Y p™(x, G) = lim L Y p™*(x, G) =

n-o N m=0 n—-o0w N m=0

= lim 2 P™(», G) p(x, dy) = f hm - Z P™(y, G) p(x,dy) = 0,

n2® Jx N m=o n->wo
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&imZ je (11) dokdzédno. Pro dikaz posledniho tvrzeni pfedpoklddejme, Ze by bylo
naopak u(X) < oo. Potom by platilo (11) pro G = X. Mdme viak p™(x, X) =
&ili 1/n Z P™(x, X) = 1, co? je spor s (11).

m=0

4. DOEBLINOVA LIMITN{ VETA PRO SPOCETNE RETEZCE

V tomto paragrafu budeme se zabyvat Markovovymi Fetézci se spoletnym systé-
mem stavl. Budeme proto pouZivat obvyklého oznadeni pip> pro pravdépodobnost
pfechodu ze stavu j do stavu k po n krocich. Ve shod® s tim nase dfiv&jsi zdkladni
definice se nyni pfepisi takto: jestliZe miru jednobodové mnoZiny {k} ozna&ime
e = p({k}), pak subinvariantni mira p je takovd, Ze
(1) ' Y Pty S M

Jjex
pro kaZdé k € X; jestlize hodnotu funkce f v bodé k oznalime f;, pak zobrazeni T je
definovdno vzorcem

@) ﬂ (17); = 3 fion

pro kaZdé j € X, atd.

Nasledujici véta byla poprvé dokdzdna W. DOEBLINEM [1]; pozdéji jednodussi
dikaz (s uréenim limity) podal K. L. CHUNG [S]. Zde chceme ukdzat jiny velice
jednoduchy dikaz na zdkladé Chacon-Ornsteinovy ergodické véty.

Véta 8. BudiZ ddn irreducibilni Markoviiv Fetézec se spodetnym systémem stavii.
Pak pro kaZdou ctveFici stavii i, j, k, | existuje konecnd kladnd limita

lim [ Z p(”')/ Z p(m)

Dukaz. Pfedng, jak ukdzal D. G. KENDALL [6], pro kaZdy irreducibilni fetézec
existuje subinvariantni mira u, pro niz 0 < y, < o pro kaZdé k € X. Ddle je zndmo
(viz E. Nelson [7] nebo odvozeni za definici 3 v [8]), e zobrazeni T je linedrnim spoji-
tym operdtorem v L,(1) s normou ||T||; < 1. Ozna¢ime-li nyni ' charakteristickou
funkci jednobodové mnoZiny {j}, podle ergodické véty Chacona-Ornstema 4]
existuje koneénd hmlta

(12) lim [ Z (T )l Z (T""):] = Tim [ 2 Pfi"’/ Z P

pro kaZdé i€ X, nebot z irreducibility fetézce vyplyvd, Ze pro kaZdé i€ X existuje
n&jaké m prirozené takové, Ze (T™x"); = p{i’ > 0. Je ihned vidét, Z¢ miZeme za-
ménit P a x¥, takZe existuje téZ kone¢nd limita pfevraceného zlomku v (12); to
znamend, Ze limita (12) je kone¢nd kladn4.
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Podobné miZeme definovat zobrazeni R vzorcem
(R = 3. fipuhime * 5
jeX

snadno se ukdZe (nebo viz v&tu 2 v &ldnku [8], kde toto zobrazeni je oznadeno T7)
Ze R je rovné linedrnim spojitym operdtorem v Ly(u) s normou |R|, < 1. Zcela
stejné jako v pfedchozim dostdvdame nyni existenci kone¢né kladné limity

(13)  lim [i::o(R"'x“’),/ go(R"'x("’),] —tim [ 3 i:lopﬁ”x"muf ]

n—w m=0

pro kaZdé I € X. Vyndsobenim limit (12) a (13) jiz ihned vyplyvé tvrzeni nasi véty 8.
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Pe3srome

O MPUMEHEHWY 3PT'OJAVNYECKUX TEOPEM
U1 LETIEH MAPKOBA

3BbIHEK MHUOAK (Zbyn&k Sidak), IMpara

PaccmaTpuBaeTcs nens MapkoBa B JHCKPETHOM BpEMEHU, € IPOU3BOJIBHOM CHCTE-
Mol coctosHui X M BeposTHocTamu nepexoga p™(x, E), mis XoTopoit 3ajaHa
HEKOTOpas CyOMHBapUaHTHAsA Mepa [.
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Oproguueckue TEOpeMbl I omepaTopoB B mpocTpaHcTBax L, w3z [3] u [4]
TNPUMEHSIOTCS JUIS OKA3aTeLCTB CymecTBOBaHusA npenenios (4), (5), (6) u (7).

C nomourpio TeopeMbl 13 [4] mokasambl CEIyIOUIMe YTBepXAeHus (0606meHus
KJIACCHYECKOTO PE3yNLTAaTa, YTO B CYeTHOH HENPHBOTHMOM IEMH BCe COCTOSHMS
TIPUHAUIEXAT OJHOMY H TOMY XK€ THIIy — INOJIOXHTEILHOMY BO3BDaTHOMY, HYJIEBO- °
My BO3BDAaTHOMY MJIM HeBO3BpaTHOMy): EC/¥ Lenb HENPHBOJUMA K G-KOHEYHAS i

o

JKBMBAJNIEHTHA Kaxmoil Mepe v, = Y 27" p™(x, .), TO oOHO6pemenno Ona scex
n=1

coctosHuit x€ X ecex muoxectB G ¢ 0 < pu(G) < 00 BHIMONHAETCH MU

Y p™(x, G) = WM z p("')(x G) < oo (mocienHee Hepaneﬂcmo 71 P-mOYTH
m=0 m=0
Bcex x € X); nanee, Wi lim n~! Z p™(x, G) > 0 wm hm n - ZP("')(X G) =

n—oo m=

Haxonen, Ha oCHOBaHMU TCOpeMBI u3 [4] npmaonmcx npocme noxaaarenbcmo
teopeMsl [le6una [1] nus neneii co cqe’rHoifI CHCTEMOM COCTOSIHHMI O CyIIeCTBOBAHMHA

KOHEYHOTO NOJIOXHTELHOrO Npezena lim [z 7/ Z ]

n—o0 m=0

Summary
ON THE USE OF ERGODIC THEOREMS FOR MARKOV CHAINS ‘
ZByNEK SIDAK, Praha

Let us have a Markov chain in discrete time, with a general state space X and
transition probabilities p(")(x, E) naving some sub-invariant measure u.

Ergodic theorems for operators in L,-spaces from [3] and [4] are used for provmg
existence of the limits (4), (5), (6) and (7).

With the aid of the theorem in [4] the following assertions are proved (generahza-
tions of a classical result that in a denumerable irreducible chain all states belong to the
same type — either positive-recurrent, or null-recurrent, or transient)' If the chain is

irreducible and a o-finite u equivalent to each measure v, = 2 27"p"(x, .), then
slmultaneously for all states xe X and all sets G with 0 < u(G) < oo either

Z p™(x, G) = o or 2 p™(x, G) < oo (the last inequality only for u-almost all
m=0

x € X); furthermore either lim n = Z p(""(x G) > 0 or hm nt Z p("')(x G) = 0.
Fmally, on the basis of the theorem in [4] a simple proof of Doebhn s theorem
in[1]is presented concerning the existence of a finite positive limit lim [ Z pi}")/ 2 Pﬁ'f')]

n—+o0 m=0

for chains with a denumerable state space.
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