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éasopls pro péstovani matematiky, ro&. 80 (1955)

K THEORII VICEROZMERNEHO INTEGRALU

KAREL KARTAK, Praha.

(Doslo dne 8. Eervence 1954.) DT: 517.397

Clének vznikl z autorovy diplomové price, kterou vedl J. Makik.
Hlavnim vysledkem je zobecnéni na vicerozmérny pfipad této zndmé
v&ty z theorie Perronova integralu: Md-ls f Perrondw integrdl v {a, t> pro

t
ka%dé t € {a, b) a existuje-li koneénd limita lim [f(x) dz = A, pak exis-
“t—>b-a

b
tuje také [f(x) dr a rovnd se A.
a

I. Vicerozmé&rné nevlastni integraly

1. Zékladni definice a ozna&eni. Budeme se prevdzné zabyvat vicerozmér-
nym Perronovym integralem, definovanym v ¢lanku [1] J. Maifkem. (Tam je
definovan dokonce Perron-Stieltjesiv integral). P¥ipomeiime si strucéné jeho
definici.

Intervalem I v m-rozmérném eukleidovském prostoru E,, nazveme kartézsky
soudin m uzavienych nezvrhlych (t. j. obsahujicich vice nez jeden bod) inter-
valiz B,. Je-lil = i3 X %3 X ... X iy, kde ¢, = {az, 0>, @, < by, k=1,2,...,
m, budeme psat I = {(a,, b;; a,y, by; ...; @, by,>. Objemem intervalu I nazveme

dislo |I| = [ 1 (3 — ). Rekneme, e posloupnost intervali {I,}>_, konverguje
k=1

k bodu z ¢ E,,, jestlize xe I, pron = 1,2, ... a limd(I,) = 0; d(4) znameni

pro A c E,, pramér mnoziny A. Jako obvykle znaéi O(4, ¢), kde ¢ > 0, ¢-okoli
mnoziny 4 v E,,, A jeji uzdvér a Int 4 mnozinu viech jejich vnitinich bodi.
Rekneme, Ze se intervaly I,, I, nepfekryvaji, jestlize plati Int (I, n I,) = 0.

Bud K m-rozmérny interval. Rekneme, e F je funkce intervalu v K, jestlize
F je zobrazeni mnoziny viech intervaltt I c K do mnoZiny reilnych &isel.
Rekneme, 7e F je superaditivni v K, jestlize plati F(I, + I,) > F(I,) + F(I,),
kdykoli se intervaly I, I, nepiekryvaji, I, + I, je interval v K a soudet na
pravé strand mé smysl (t. j. nems tvar o — oo nebo. — o + ). Pro zna-
ménko < resp. = dostdvame definici subaditivni resp. aditivni funkce inter-
valu.
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Bud F funkce intervalu v K. Rekneme, e F je slabé spojitda v bodé x ¢ K,
jestlize F'(I,) — 0, kdykoli I,, — x, I, c K. Je-li F slabé& spojita v kazdém bod&
x ¢ K, fekneme, ze je slabé spojita v K.

Horni derivaci funkce intervalu F v bodé x « K nazveme supremum mno%iny
v8ech limit tvaru
F(1,)

2|
oznadeni F(x, K) nebo kritce F(x). Podobné dolni derivaci funkce F v bodé
x € K nazveme ¢islo

im

prol, >z I, cK;

F(x) = 1nf(hm E(I")) ;
- iy \L—z Ll
I,
lehce se zjisti souvislost s jednorozmérnym piipadem.
Bud f bodové funkce v K. Rekneme, 7e funkce intervalu M je majorantou
funkce f v K, jestlize
(1) M je superaditivni v K,
(2) — oo = M(x) = f(x) pro kazdy bod z € K.
Rekneme, 7e m je minorantou f v K, kdy# — m je majorantou funkce — f v K.
Prejdéme k definici Perronova integrdlu. Bud f bodové funkce v intervalu K.
Hornim Perronovym integralem funkce f v intervalu K nazveme infimum mno-
Ziny {M(K)}, kde M je majoranta f v K; oznadeni ff(x) dz. Dolnim Perrono-
K

vym integralem funkce f v K nazveme supremum mnoziny {m(K)}, kde m je
minoranta f v K; oznaéeni f f(x) dz. Z podminek (1), (2) pro majorantu plyne

ff(x) dx > ff dukaz viz [1], édst 11, 43). Jestlize plati ff ff a je to

konecne mslo nazveme je Perronovym integralem funkce ]‘ v 1ntervalu K
a oznadime [f(r)dz.
J4

V dal§im budou také zminky o Riemannové a Lebesgueové vicerozmérném integ-
ralu; jejich definice jest dobfe znama. Pro kratkost budeme dale misto Perrontv
integral psat P-integral; podobné L-integral, R-integrdl a dale definované
integraly.

2. Nékteré vysledky z theorie P-integrilu.

(21) Mad-li | P-integrdl v K, md také P-integrdl v I, kdykoli je interval I c K.

Dikaz: [1], éast 11, 51.

(2.2) P-integrdl je aditivnt funkce intervalu,

Dukaz: [1], ¢ast 11, 52.

(2.3) Fubiniho véta. Md-li funkce f(x,y) P-integral v intervalu K = {a, b;
¢, d>, plati

b d d
Kff(w, y)dzdy = [([f(z,y)dy) dz = [ (,[f(% y) dy) dz .
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Dukaz: [1], éast I1, 77.

(2.4) Necht f ma P-integral v intervalu K. Pro I c K polofme P(I) = [f(z) d.
I

Pak P je slabé spojitd v K.
Diikaz: [1], &dst 1T, 81,
(2.5) Ma li f P-integrdl v {a,t) pro Icazde teda, by a eanstuye -li koneind

limita lim f f(x) de = A, pak existuje také f f(x) dz a platt f f(z) de = A.

t—b—a

Dukaz: [1], éast 11, 90.

(2.6) (a) Bud f bodovd funkce v intervalu K. Existuje-li R-integrdl z f v K, pak
existuje take P-integrdl z f v K a rovnd se R-integrdlu.

(b) Oznaléme P ,(K) resp. L(K) mnofinu vdech perronovsky absolutné resp.
lebesgqueovsky integrovatelnych funkci v K. Pak plati P, (K) = L(K).

(c) Bud K = {a,b); necht f md v K mneviastni R-integrdl resp. mevlasini
L-integrdl. Pak md také P-integrdl.

Dikaz: (a) [1], ¢ast II, 60. (b) [1], ¢ast III, 11. (c) plyne z (a) resp. (b) a
(2.5). . ,
Poznamka. V dal§im se budeme zabyvat jen dvojrozmérnym piipadem.

3. Nevlastni dvojrozmé&rné integraly. V§imnéme si nejprve nevlastniho R-
integralu. Ten se obvykle definuje ne pravé exaktné, ale smysl téchto definici
je nasledujici (uvazujeme piipad jediného ,,singuldrniho‘‘ bodu).

(3.1) Bud K interval, bod ze K. Bud D omezend oblast, jejiZz hranici je
jednoduché uzaviena ktivka koneéné délky; necht z ¢ D. JestliZe existuje vlast-
ni limita

lim (R) [[f(, y)dedy =4,
d(D)—0 K—D

fekneme, Ze existuje nevlastni R-integral funkce f v K a rovna se 4.

Pozndmka. Je-li f definovana v intervalu K a je-li mnoZina 4 &asti K,
definujeme jako obvykle

[H@) de = [f(2) . y4(x) d,
A K

kde x, znaéi charakteristickou funkei mnoziny 4. Ziejmé nezalezi na tom, do
kterého intervalu mnozinu 4 vnofime. Neexistuje-li integral napravo, fekneme,
Ze integral z f pfes mnoZinu 4 neexistuje.

Definice se obdobné rozsifuje i pro piipad koneéné mnoha singularnich bod.
Lze viak ukézat, %e takto definovany integral neptrekraduje t¥idu L-integralu;
to plyne z této véty:

(3.2) Funkce | md nevlastnt R-integrdl (ve smyslu definice (3.1)), pravé kdyZ
|fl md mevlastni R-integrdl. (Viz na piiklad knihu K. Petr: Polet integralni
(1931), odstavec 307.)
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Od této chvile klademe K = (0, 1; 0, 1); to nenf na &jmu obecnosti.
(3.3) Bud v K definovéna funkee f; necht pro 0 < o < 1, 0< y < 1 I(z, y)

znadi interval (z, 1; y, 1). Necht existuje R-integral z funkce f v K — I(z, y);
oznadéme

D, y)= [f )f(w,y)dxdy-

E—I(zy
Jestlize existuje vlastni limita
lim P@,y)=4, 0z<l, 0y<1,
[z,y]—(1,1] )
pak fekneme, Ze existuje nevlastni R-integral funkce f v K a rovna se 4.

Takto definovany integral oznadme R**. Podobn& definujme L**-integral
a P**-integral. Nemusili jsme se samoziejmé omezovat na p¥ipad, kdy bod 2z
lezi ve vrcholu K, ale tato definice je stejné jen pomocné.

Poznamka. (3.3) odpovidd tomu pripadu ve (3.1), kdy oblasti D jsou
oteviené intervaly. Méli bychom déslednéji oznagit

P,y)= [[ [y dedy,
. K—I(z,y)
nebot mnozina K — D je uzaviena; ale hodnota integralu je v obou pfipadech
stejna. Této poznadmky dale ¢astéji pouZijeme.
" Zfejmé plati R** 5 R, L** > L, L** 5> R** (t. j. ma-li funkce f R-integral

v K, ma také R**-integral v K a jejich hodnoty jsou stejné; atd.). Ukazme ted,
Ze neplati B** c L.

(3.4) Na intervalu K existuje funkee f tak, fe platt (R**)[f = 0 a Ze neewistuje
K
koneény integrdl z. f pFes A, kde A = € ([x, yle K, x = y).
z,y]

Dukaz (J. Ma#ik): Bud a,, a,, ... rostouci posloupnost kladnych &isel, kters
m4 limitu 1; bud déle b,, b,, ... posloupnost kladnych &isel, kterd ma limitu 0
a ktera tvori divergentni fadu. Polozme jesté a, = 0; necht

Kn = <an—1, 2% a;z—l, a’n> s An = £ [a’n—:l g Yy :<—_ x g an] .
[z,y]

Je tedy 4, c K, pron =1, 2,... Utvofme v kazdém intervalu K, funkei f,
o téchto vlastnostech:

(1) f,je spojita v K, a na hranici K, m4 nulové hodnoty;
(2) fu(@,y) = — fa(y, x) pro kazdy bod [z, y] e K,;
(3) fnl@,y) = 0 pro [z, y]ed,;
(4) Ziff" = bn-
{Snadno se zjisti, Ze takové funkce f, existuji.)

Definujme nyni v K funkei f takto: Je-li [z, y] € K,, bud f(z, y) = f.(z, y).
(Patii-li bod [z, y] do K,, n K,, kde m = n, je ziejmé |m — n| =1, f.(x,y) =
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= fn(z, y) = 0.) Nepatii-li [z, y] do z4dného z intervali K,, bud f(z,y) = 0-
Snadno se zjisti, Ze funkce f je s vyjimkou bodu [1, 1] spojité viude v K.
Dokézeme, Ze lim &(z,y)!) pro [z,yle K, [z, y]—>[1,1], z2<1, y<1
existuje a rovna se-nule.
Zvolme tedy kladné &isla z, y mensi nez 1; bud na pf. y < z. Je-li y = 2,
je z divodu symetrie ®(z, y) = 0. Bud nyni y < z; oznaéme I, = (x, 1; ¥, *)-
Plati &(z, y) + ff Dz, x) = 0, tedy D(z,y) = ——ff Bud'a,, 1 <x< @y

Interval I, zre]mé nemé spoleéné body s intervaly Kl, K, ...,K,_, (vtéch
jsou prvni soufadnice nejvy§ rovné a,_, < x) ani s vnittky mtervah'i K.
K, s, ... (v t&ch jsou druhé soufadnice v&tdi nez a, = z). Interval I, je dasti 4;
nal,jetedy f= 0. Na I, — K, je viak f = 0; Jeprot00< ff_ i< ff=

I, I,K, 4n

= b,, takie 0 < |P(x, y)| < b,. Odtud plyne ihned, Ze lim &(z, y) = 0. Exis-
tuje tedy R**-integral [f a rovna se nule. Lebesguetiv integral [f viak neexis-
K K

tuje, protoze [f=3 [f,=>b,= .
4 n=1

n=14d,
Poznamka. Definujme v K funkei intervalu P predpisem P(I) = [f (ro-
1
zumi se R**-integral). Obsahuje-liZbod [1,1],je P(I )= [f — [f= —®(z,y),
K KX

kde I = (z, 1; 4, 1). Je-li a,_; < max (z,y) < a,, je |[P()| = |D(x, y)| < bas
pfitom je vdak plo¥nad velikost intervalu I aspoii (1 — a,)2. Volime-li na pf.

b, = —”1;, a,=1— ,,L, je pro takovy interval / pomér mezi P(I) a plosnou
n
b, ) — .
velikosti intervalu I v prosté hodnoté nejvys _1 e = ;lj; deri-

(1 — IT—a,)? =n "

~vace funkce P v bodd [1, 1] je potom rovna nule. Vidime, Ze takto sestrojen.
funkce f m4 v K dokonce Newtonuv integral (viz [1], &ast II, 56).

4. P**.integril. V tomto odstavci dokdzeme, Ze P-integral je, podobné jako-
v jednorozmérném piipadé, zobecnénim L**-integralu. DokaZeme totiz, Ze-
P+ = p

(4.1) Necht existuje P-integral z funkce f v intervalu K. Pak existuje také
P**_integrdl z f v K a rovnd se P-integrdlu.

Dukaz: Plyne ze slabé spojitosti P-integralu; viz (2.4).

(4.2) Necht existuje P**-integral z funkce f v intervalu K a rovnd se A. Pak:
“existuje také P-integrdl z f v K a rovnd se A.

Dikaz. Sestrojme tuto posloupnost étverci: Rozdélme K na étyii shodné:
¢tverce a oznaéme K,, K,, K; ty z nich, které neobsahuji bod [1, 1]. Ve zbylém:

1) Viz (3.3).
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&tverci — oznadme ho L, — provedme tuto operaci znova; dostaneme Gtverce
K,, K, K; interval L, rozdélime podobn¥ na intervaly Kgsni1, Ksnizo Ksnios
L,,,, pfi éem% L, ,, obsahuje bod [1, 1]. Je tedy L, = (1 — 27", 151 — 27", 1),
Polozme jesté K = L,.
Zvolme nyni libovolné & > 0. ProtoZe existuji integraly f f,mn=1,2,...,
K,

existuji majoranty M,, M,,... v K,, K,, ... tak, Ze plati
() M (K,) <Kj'f + 5‘; m=1,2..).

Kazdou funkei M, roziifme na cely interval K tak, Ze polozime M ,(I) =
= M,(IK,) resp. M ,(I) = 0 podle toho, je-li IK, interval (nedegenerovany)
&i nikoli. Funkce M, jsou podle [1], ¢ast II, 22 superaditivni v K.

Zkoumejme nyni fadu

®) [(Myn-o(K) + My, (K) + Msa(K)]

S
1M s
X

K,

Je fngn(Kn) = Mn(K) <ff +7)871, t’edy
Ky

[i= [re [ [1< 00+ dos® + M <

Lp1—La K3p—2 K3.1 Ksn

1 1 1
< ff+8(§§,,:3+2-3;:3+§ﬁ)-

Lp—1—Ly

N
Jeviak > [ f= [ [f= [ f, jaksesnadno zjistiindukei; odtud plyne,
n=1

=1L, 1—L, Ly—Ly K—Ly
Ze fada (B) konverguje a jeji soudet lezi v intervalu (4, 4 + ¢).

Zvolme nyni libovolny interval I ¢ K a utvorme fadu

) 5, MnooD) + ManealD) + MynlD)]

Rozeznavejme dva pfipady:

(1) [1, 1] nepatiido I. Potom provelkdnjel n L,_, = @,tedy I n K3,—5 =
=InKspoy=...=0, My, _o(I) = M,,_,(I) = ... = 0, tak¥e fada (y) md
jen koneny podet nenulovych ¢lent a je proto konvergentni.

(2) [1, 1] patfi do I. Potom pro velkd = je L,_,c I, tedy M,,_,I) =
=My oI 0 Kyuy) = My o(Kyns) = My, o(K)atd. Rada (v) se tedy az na
konedény podet Slent shoduje s fadou (), takze je rovnéz konvergentni.

Rada (y) tedy definuje pro kazdy interval I c K jisté &islo; oznatme je M (I).
Tim je definovidna v K funkce intervalu M, ktera je zfejmé& superaditivni;
zjistili jsme, 7e 4 < M(K) < A + e.
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Definujme jedté v K funkei intervalu D timto pfedpisem: Je D(I) = 1 resp.
D(I) = 0 podle toho, obsahuje-li interval I bod [1, 1] & ne. Funkce D je ziejmé
aditivni, tak¥e funkce

- M = M + 5¢D
je superaditivni.

Dokézeme, Ze M je majorantou funkce f. Mame tedy dokdzat, Ze plati
M(z,y) = f(x,y), M(x,y) = — o pro kazdy bod [z, y] e K.

Bud napfed [z, y] = [1, 1]. Pak existuji nejvys étyfiindexy i tak, Ze [z, y] € K.
Lehce se zjisti (viz [1], ¢dst II, 29), ze M(z, y, K) = minM J(z,y, K,), kde

¢ probihéd uvedené mdexy, je tedy M(z, y) = f(x, y). ZreJme je také M(x, y) +
=+ — <o,

DokaZeme jests, ze je M(1, 1) = + oo. Protoze funkce @(z, ¥)?) ma v bodé
[1, 1]limitu 4, existuje 6 > 0 tak, %e pro kazdy interval I(z, y)?) kde 1 — é <
<z<l,l—-9d<y<l,je

| [ =4l <e. : (*)
K-1(z,y)
Je-li nyni 1 —d<o, <z, <1, 1 —0<y, <y, <1, B=1I(x,y,) —
— I(xy, y,), je zfejms
!ff\—| [ = ] fi<ze. (**)
TN K—I(%3,42) K—I(21,Y1)

Zvolme takovy interval I(z, %), aby platilo 1 —d <z < 1,1 —d <y < 1.
K nému zvolme ptirozené n tak velké, aby bylo z <1 — 27", y <1 — 27",
Rozdélme interval I(z, y) ziejmym zpisobem na intervaly I, I,, I Ls, L,.Je

M(I(z, ) = H( ,.>+.;M<I,>.Z(a),<y>p1yne, e J(L,) = M(K) — ZM(K )

3n
jetedyM(L,,)g_M(K)—Z [ff+§]>M(K)—ff~e>a)M(K)_
K=L,
—&— &> — 2. Dale]eM(I)>f/,z_.123tedyZM(I > fo>
’ . z,y) »

>4) — 2¢. Je tudiz M(I(x,y)) > — 4e, M(I(z,y)) > e Odtud plyne ihned
M(1,1) = . Je proto [f < M(K) < A + 6, [f < A. Ze stejného davodu
K K

jo [(—H< —A4, [f= A4, tedy [f = A. Tim je véta dokzéna.
K e K

Poznamka. Z ptedeslého vysledku plyne, Ze funkce z (3.4) ma P-integral.
Tento ptiklad zéroveii ukazuje, Ze i pro dva rozméry je P-integral obecnéjsi
nez L-integral. Existence funkce z (3.4) je konstatovana v ¢lanku [2]. — Pozna-
menejme jedté, Ze jiny prlklad funkce majici P-integral a nemajici [-integral
5 Vi )

%) Viz (*).:

l) Viz (**).
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Ize sestrojit takto: Bud g funkce v {0, 1), majici neabsolutné konvergentni
P-integral. Polozme f(x, y) = g(z) pro [#, y] € 0, 1; 0, 1. Lehce se zjisti, Ze f mé
pak neabsolutné konvergentni P-integral (dokonce podle aditivnich majorant
a minorant); také zobecnéni pro vice rozméri je ziejmé.

5. P*.integral. P* = P. Podle (2.5) je jednorozmérny P-integral spojitou
funkei svych mezi. UkaZzme, Ze se tato vlastnost rozsifuje na dvojrozmérny
ptipad; nejprve podame jinou definici nevlastnich integralda.

(5.1) Bud v K definovdna funkce f; necht existuje P-integral z funkce f
v kazdém intervalu (0,2;0,y)>, kde 0< 2<1, 0 y<1, z+y <2
Oznaéme

F(x5y): ff f(x,?/)dxdy, [151]:’:[‘”:?]]51{-

<0230,
Jestlize existuje vlastni limita _
lim F(z,y) =4, kde [2,y]ekK, [z,y]+[L 1],

(xy1={1,1]

pak fekneme, Ze existuje P*-integral z funkce f v K a rovna se 4.

Poznamka. Podobné muzeme definovat i B*-integral, L*-integral.

(5.2) Necht existuje P*-integrdl z funkce f v intervalu K. Pak existuje také
P-integrdl z f v K a rovnd se P*-integrdlu.

Dukaz: Pro 0< 2 < 1, 0 < y < 1 zfejmé plati

O, y) =F(x,1) + F(l,y) — F(z,y),

kde @ je definovana ve (3.3). Tedy existuje také vlastnilimita lim @(z,y)=

[#,y]—(1,1]

=lim F(z,y) = A, kde 0 < z < 1,0 < y < 1. Tvrzeni plyne ze (4.2).

Tim je dok4zano, Ze plati P* c P. DokaZme je§té obracenou inklusi.

(5.3) Necht existuje P-integrdl z funkce f v intervalu K a rovnd se A. Pak
existuje také P*-integrdl z f pfes K a je rovny A.

Nebo v ekvivalentni, formé:

(5.4) P-integrdl fe spojitd bodovd funkce.

Dikaz: Pro 0 < x < 1 existuje tedy [/ f = ¥(z)a plati lim ¥(z) = o0.

> . r—>1—

{x,1;0,1
Podle (2.3) je totiz
1

/I f:f(jf(w,y)dy)dx;

{z,1;0,1> z
podle (2.5) je P-integral spojitou funkei svych mezi.
Je-li 0 < « < 1, pouZijeme odhadu ‘ .-

| ffH+1 ffA+1 [

<0,1;9,1> {z,L;y,1) {%,1;0,1>
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“Jeliz = 1, pifme [F(x,y) — A| = | ' [[ f|. Ze slabé spojitosti P-integralu
) M <0,L;%,1)
a predeslé poznamky plyne ihned, Ze F(z,y) — A konverguje k nule pro

[z, y]—[1, 1].

6. Nevlastnf P-integrdl. Nasledujici - otdzka zlstala nevyjasnéna: Bud
@ = (—1,1; —1, 1>. Necht existuje P-integral z f pres @ — I, kdykoli I je
interval, [0, 0] Int I, a necht existuje limita lim [ f= 4 pro I — [0, 0],

Q—I
[0, 0] e Int I. M4 f P-integral v @?
V tomto odstavei ukdzeme, ze odpovéd je kladnd a Ze [f(z) dr = 4.
Q

(6.1) Definice. Bud K interval, F funkce intervalu v K. Rekneme, %e F je
spojitd v K, jestlize F(I,) - 0, kdykoli K > I,,n = 1,2, ..., |I,|] - 0.

Poznamka. Ziejmé kazda spojitd funkce intervalu je slabé spojita. Opak
neplati, jak se lehce zjisti.

Podle (2.4) je P-integral slabé spojita funkce intervalu. Ted miZeme dokazat
vice. '

(6.2) P-integrdl je spojitd funkce intervalu.

Dukaz: Staéi provést pro interval K = (0, 1;0, 1>. Podle (2 2) je P-in-

tegral aditivni funkce intervalu. Oznaéme podle (5 2) F(z, ) [ 1, kde
(0 z;0,1)

05z2z<1, 0Zy< 1. Pro I=<a,%;9,y,yCcK platib P = [f=
- : : 1

= F(zy,9,) — F(2y, y1) — F(x1,9,) + F(21, 4). Podle (5.4) je F spojitd bo-

dové funkce; protoze K je kompaktni, je dokonce ste]nomerné spojitd na K.

K danému ¢ > 0 existuje tedy é > 0 tak, Ze

(21, 1) € K, [20, ys] € K, (20 — 1) + (9 — 9 < &) =
= !F(xla 3/1) - F(xz, ?/2)[ <e.
Je-li |[I| < 6% je min (|2, — @], [y, — 9,]) < 0. Je tedy [P(I)| < 2¢, kdykoli
1] < é2. ’
(6.3) Véta. Bud Q@ = (—1, 1; —1, 1> interval, f bud bodovd funkce definovand
na Q. Necht existuje P-integrdl z f pres Q — I, kdykoli [0, 0] e Int I, kde I je
interval, a necht existuje limita

lim [f(x,y)dedy = A4 pro [0,0]eInt I.
I—[0,0] Q—I

Pak existuje také P-integrdl z f pFes @ a rovnd se A.

Dikaz: Polotme K = K; = (0, 1;0,1), K, = (—1,0; 0, 1), Ky = (—
—l 0>, K‘-—-<0 1 1 0> PI‘Ol—-—l 234bud fl f xK]’ kde XK‘ ]e
charakteristickd funkce mnoziny K,. DokaZme, %e existuji limity

lim [ f,, 'I—>[0,0],[0,0]eIntI, 1=1,234.
Q=1
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Staci na pi. dokazat, Ze existuje lim f f pro I — [0, 0], I c K. Polozme pro
K1
kratkost F(4) = [f pro A c Q. Podle pfedpokladu ke kazdému & > 0 existuje
: i i .

é > 0 tak, Ze A
FQ —1,) —FQ —1I) <e,

kdykoli I, c @ n O([0,0],6), [0,0]eIntI,, k= 1,2. Volime-li speciadlnd
Ik = <a” b; c, yk>; k= 1,2, Y < Y, dostavame

IF(<a’ b; Y1 y2>)| <e.
Ze spojitosti funkce F plyne, Ze |F (<0, b; y,, ¥,0)| < &. Podobné zjistime, Ze je
1F({xy, 253 0, d))| < &, kdykoliv je 0 <z, <z, < J, 0 < d < 4. Je tedy

IF(K —1,) — F(K —I)| < 2,

kdykoli I, c @ n O([0, 0], d), [0, 0] e Int I}, k£ = 1, 2. Tedy je splnéna nutnd

apostacupclpodmmkaproex1stenclhm1ty lim f f, takie existuji limity lim [ f,
Q-r
=A4;, I -[0,0];, [0,0]eIntI, i=1,2,3, 4 Podle (4.2) plati [f,= A,.
: Q

Protoze je zreJme A= ZA“ ]est z [fi = [f = A. Tim je dikaz ukond&en.
Q

1=1Q

Il. Né&které aplikace a dalSi problémy

7. O integralu sou&inu funkci. V mnoha pfipadech je dulezité v&dét, zda je
soucin dvou integrovatelnych funkei také lntegrovatelna funkece; staéi pfipome-
nout poditdni Fourierovych koeficienti.

V jednorozmérném pnpade je v této otdzce celkem j ]asno poznamenejme, Ze
mé-li na ptiklad f P-integral a ¢ je monotonni, existuje také integral z fo a plati
obvykls druhd véta o stiedni hodnoté (ditkaz: [1], $4st II, 93). Naproti tomu
1ze lehce konstruovat piiklad, kdy f mé nevlastni R-mtegral @ je spojita
(dokonce ma derivaci), a 1ntegral z fo dlvergu]e ® ma pak oviem nekone¢nou
variaci. (Viz [1], &ast II, cvideni 13.)

Ve vicerozmérném piipadé se v pfipadd L-integralu takova véc stat nemiZe.
Je v8ak snadné udat spojitou funkei ¢(z, y) tak, Ze P-mtegral z f.q pres K,
kde f je funkce z (3.4), diverguje.

NejduleZit€jsi z tohoto okruhu otdzek je asi ta, zda je mozno pouZit vice-
rozmérného P-integralu v theorii dvojnych Fourierovych fad. V theorii distri-
buei se vyskytuji mtegraly f fo, kde @ je nekonecné derivovatelnd. V ptipadé

P-mtegrovatelne funkee f nem znamo, zda na pf. mtegraly ze soudini f(z, y) .

. cos nz, ... konverguji. : . :
Pro prvm adel by stagilo dokézat, Ze integral ze soutinu P-integrovatelné

funkee f(x, y) a funkce @(x) s variaci koneénou konverguje. Neni zndmo, zda
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tato v&ta plati. UkéZeme, e plati pro funkci f, majici nevlastni L-integral.
Dokéazeme dokonce tuto obecnéjsi vétu:

(71.) Necht f md P-integrdl v K a necht ¢ je funkce s Iconecnou vartact v {0, 1).
Necht existuje P-integrdl [ [{(x, y) (x) dz dy pro kaZdy interval I, ktery je édsti K
1

a neobsahuje bod [1, 1]. Pak existuje téZ P-integrdl [ [f(x, y) (x) dz dy.

Dukaz. Muzeme predpokladat, ze ¢ je mﬁnotonni Je-li I = {xy,x,;
Y1, Yo» C K, ma podle Fubiniovy véty funkce y(z f f(x y)dy a tedy téz
funkece @(x) . y(x) P-integral v <{a,, z,>. MuZeme tedy v K definovat funkei

intervalu N piedpisem
e Y2
N(I) = [o@)[{(z,y) dy] dz .

Y

Snadno se zjisti, ze N je (konednd) aditivni funkee a ze N(I) = [z, y) p(x)
I

pro kaidjr interval I c K, ktery neobsahuje bod [1, 1]. Z aditivity funkce N
plyne, Ze pro kazdy interval I c K, ktery obsahuje bod [1, 1], plati

N(K) = N() = [ [@9) (@) (%)

Je-li I = (z, 1; 9, 1), je podle 2. véty o stfedni hodnoté
&1 11
N(I) = o@) [[f+ lP(l),Efff-
zy Y

Protoze integral funkce f je spojitou funkei intervalu, je N(I) — 0 pro I —
—[1,1]. Ze vztahu (***) nyni plyne, Ze existuje P**-integrdl a tedy téz
P-integral funkee f(z, ) ¢(x) v K. Tim je véta (7.1) dokazana.

Zavedeme jests tuto definici: (7.2) Bud f P-integrovatelnd funkce v K. Rekne-
me, Ze bod a € K je L,-singuldrni, jestlife neexistuje interval I takovy, Ze a e Int I
a e na I o K je f L-integrovatelnd. »

Z véty (7.1) plyne, jak &tena¥ snadno dokaze, tato véta:

(7.3) Bud | P-integrovatelnd funkce v intervalu K. Bud ¢ funkce s variact
koneénou na <0, 1. Necht je mnoZina L-singuldrnich bodé funkce f koneénd. Pak
P-integrdal z fp pFes interval K existuje.

8. O geometrickém vyznamu P-integrailu. Priklad ve (3.4) ukazuje na ,,pfi-
lisnou obecnost*‘ vicerozmérného P-integralu. Je totiz vidét, Ze ototime-li graf
funkee f(z, y) tak, aby se pfimka y = x ztotoZnila na p¥. s osou x, prestiva
funkce f byt integrovatelna. Zatim co pro L-integral jsou dokazany velmi
obecné véty o substituci, pro P-integral neplatl ani véta o tak spemalnl sub-
stituci, jakou je rotace.

V tomto odstavei ukdzeme, e existuji funkce, které maji neabsolutné kon-
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vergentni integral invariantni vzhledem k isometrickym transformacim. Ziejmé
stadi dokazat néasledujici vétu:

(8.1) Na mnozme 5’ (x2 + 2 < 1) emistuje funkce f, majici P-integrdl inva-

riantnt vzhledem k tmnsformacz ' =xcosp —ysing, y = xsing + y cos <p,
nemajict viak L-integrdl.

Dikaz. Na intervalu <0, 1) existuje funkce g, ktera je spopta v (0,1
1

a ta,kovaZ, Ze integral f x g(z) d je neabsolutné konvergentni. Oznatme R =

@20y 024 < 1) pro @* + o < 1 bud f(&, y) = g(|/=* + ).
[ryl

Dokazme, 7e existuje integral [[f(x, y) de dy. Podle (4.2) stadi dokéazat, Ze
R
existuje P**-integral z f pres R (zde je oviem ,,singuldrnim‘‘ bodem bod [0, 0]).
Bud [a,b]e R, @ > 0, b > 0, I(a, b) = <0, a; 0, b). Jest
[] f,yydedy = [...+ [...4+ [...,

R—1I(n,b) (I) (11) (111)
kde
I = €<[x,y]eR,a2+ Bsat+yr< 1),

(II) E([xy]eR O<x<a b<y<]/a2+b2 ﬁ“),

(1) = E(wyleR, a<a<|ar+ 0 — 9, 0<y < b).
[z,y]

V téchto integralech je integrovana funkce spojitd; 1ze tedy uZit véty o substi-
tuci. Mame tak

1

o5 T dwdy = [( [ 7ot dn dp=

lu + b

1

=1dn [ rg(r)dr.

Vet

Druhy integral odhadneme takto: Z existence limity lim f z g(x) dx plyne, Ze ke

e—>) &
kazdemun>0 existuje d > 0 tak, ze0<sl<ez<6_>|fxgx)dx| <.
Jehtedy0<Va2+b2<6 je

% Va’+b‘
](I{)...] =] [ f r g(r) dr) d(;o| <im.7m.
arctg— ——
: a simp

Pro [a, b] — [0, 0], @ > 0, b > 0 se tedy tento integral bliZi nule; podobng& se
vySetfi i tfeti integral.
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o v 1
Tim je dokézéno, %e plati (P) [ [f(x, y) dz dy = 3= [g(r) r dr. — Z podob-
R 0

nych divodu existuji také integraly ve zbyvajicich &tvrtkruznicich; je zfejmé,
Ze funkce f nemd L-integral. ProtoZe se rotaci graf funkce f neméni, je véta
dokézéna.

Poznémka. Je pfirozené poloZit si tuto otazku: Definovat P-integral tak,
aby integrovatelné funkce zistaly integrovatelné i po substituci X = <p(X ),
kde ¢ je isometrickd transformace. Poznamenejme, Ze jeden mozny zpusob je
definovat derivace majorant a minorant podle simplexi.

9. Dal¥i otizky. Z ditkazu Fubiniho véty v [1] je vidét, pro¢ bylo k definici
P-integralu tieba superaditivnich a ne jen aditivnich majorant.

9.1) (J. Mafik.) Existuje funkce dvou proménmijch, majict P-integral podle
superaditivnich majorant, nemagict véak P-integrdl podle aditivnich majorant?

V (6.2) jsme dokazali, Ze P-integral je spojita funkce intervalu.
(9-2) Nestaét k definict P-integrdlu spojité majoranty a minomnfy?
Poznamka. V jednorozmérném pripadé tomu tak je ([3], str. 211).

(9.3) Existuje funkce f v K = <0, 1; 0, 1> takovd, aby v tomto intervalu
platilo

z ¥ v z .
(+) J(Jf(w, v) dv) du = [([f(u,v)du)dv = F(z,y),
0 0 6 0
aby takto definovand funkce F byla spojitd v K a aby neexistoval P-integrdl
2 funkce f v intervalu K?

TorsToV sestrojil piiklad spojité funkce F vintervalu K takové, ze v kazdém
bodé plati

F (z, y) 2F (z, y)

a Ze funkce f neméd L-integral v Zddném intervalu I c K (viz [4]). Pro funkce
F, f zfejmé& plativztah (+). Lze tedy polozit slabsi otdzku:

(9.4) Necht f ma P-integrdl na K. Existuje interval I c K tak, Ze f md L-inte-
grdal na I?

Nejtézsi z tohoto okruhu otédzek je asi tato:

(9.5) Charakterisovat P-integrdl mezi vdemi aditivnimi funkcemi intervalu.

Pozndmka.V jednorozmérnéf:n piipads je to roziefeno vétou o ekvivalenci
P-integralu a t. zv. ,,uzkého* Denjoyova integralu ([3], str. 211).
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Peswme

K TEOPUN MHOI'OMEPHOI'O MHTETPAJIA

KAPEJI KAPTAK (Karel Kartdk), IIpara.

(ITocrynmuuo B pegaxkumio 8. VII. 1954 r.)

PaGora mocsamaercsa MHoroMepHomy mnurerpany Ileppona; aBrop mexomur
us omnpepnenenns, panHoro fI. Mapmxuxom B paborte [1] (cymepamnuruBHEIe
MasopaHTsl). ['JIaBHEIM pesysbTaTOM MepBOil YacTH ABJIAETCA CJeAyIOH[asd
Teopema:

ITycmv Q — unmepsas, a € Q, f — dynkyus na Q. Iycmv cywecmeyem uis-
mezpan Ileppona ¢gynryuu f, pacnpocmpaunennwiii ma Q — I, das ecakoeo

unmepsasa I, tae a € Int I, unycms cywecmsyem npedealim [ f(z, y) dx dy =
I—a Q—I
= A Oas aelnt I. Tozda cywecmsyem u unmeepas Ileppona dynkyuu f,

pacnpocmpaknenHlii Ha @, u pasusemcs A.

Bo BTOpO#t 4acTH IMOKasaHHK HEKOTOPHIE IPUJIOKEHUA 9TOH TeopeMhl (MHTe-
IpaJ IpON3BefeHNUs; reoMeTpUUecKoe 3HaYeHuWe uHTerpasaa lIleppona); maiee
pasdupaloTcA HEKOTOpPHE IPOGIEeME.

Zusammenfassung

ZUR THEORIE DES MEHRDIMENSIONALEN INTEGRALS

KAREL KARTAK, Praha.
(Eingelangt am 8. Juli 1954.)

Diese Arbeit betrifft das mehrdimensionale Perronsche Integral, wie es in
[1] von J. MARIK definiert wurde. Das Hauptresultat des ersten Teiles lautet:
Es sei Q ein Intervall (Q c E,), a € Q, f sei eine Funktion auf Q. Es existiere das
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Perronsche I ntegml f f(x y) dx dy fiir jedes Intervall I, das in seinem Innern den
Punkt a enthdlt. Es 3oll weiter die Limat lim f f(z,y) dz dy = A (wo a e Int I)

I—a

existieren. Danwn existiert auch das Perronscke Integral f f(z,y) dz dy und ist
gleich 4.

Im zweiten Teile werden emlge Anwendungen dleses Satzes gezeigt (dle
Existenz des Perronschen Integrals aus dem Produkt zweier Funktionen und

die geometrische Bedeutung des Perronschen Integrals in gewissen Spezial-
féllen). Zum Schluss sind einige Probleme gestellt.
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