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Casopis pro ‘péstovini matematiky, ro&. 80 (1955)

O EXISTENCI ROVINNYCH MNOHOUHELNIKU S PREDE-
PSANYMI UHLY

KAREL CULIK, Brno.
(Doslo dne 20. zaii 1954.) : DT: 513.192

E. CecHu polo#il otédzku, zda &isla By Ggy oeny &y (= 3), kterd spltiuji
nerovnosti . . .
O<o; <2r, ¢=12,..,n (1)
a rovnici . :
. n .
So=(n—2m, (2)
i=1 S
jsou v daném pofadi velikostmi ihl rovinného n-thelnika.
A, REnvr ukézal,!) %e odpovdd na Cechovu otézku je kladné. Na
Cechovu otézku lze navic odpovédsét (véta 2.4), Je &isla x;, ¢ = 1, 2, ...,
n (n = 3), které splhiuji podminky (1) a (2), jsou v daném pofadi veli-
kostmi uhld jednoduchého n-uhelnika.
Cechovu otédzku lze ptirozend zobecnit tim, e podminku (2) nahra-
dime zcela obecnou podminkou

5o, = mr, ®

1=1
kde m je ptirozené &islo, které spliiuje nerovnosti 0 < m < 2n a pod-
minku m = n (mod 2).

Cisla o;, 7 =1, 2,...,n (n = 8), ktera spliiuji podminky (1) a (3),
obecné nejsou velikostmi thla rovinného n-thelnika. Lze vSak udat
nutné a dostateéné podminky, kdy tomu tak je (véta 4.2).

V souvislosti s uvahami o existenci rovinnych mnohouhelnika
s predepsanymi velikostmi jejich @hla se ukdzalo vyhodnym zavést
pojem n-lomené Eary a vySetiovat nékteré vlastnosti n-lomenych éar,
jako je na piiklad absolutni jednoduchost (definice 4. a véta 3.3).

1. Rovinny mnohothelnik definujeme ve smyslu L. PoiNsora:?)
Definice 1. Necht proky koneéné posloupnosts A, A,, ..., A, (n = 2) znaét

1) A. Rényi: Poznadmka, o tthlech mnohotihelnika, Cas. pro pést. matematiky, 78 (1953),
str. 305—306.

2) L. Poinsot vychézi od skupiny bodd, pomoci nichZ definuje strany mnohothelnika,
zatim co na piiklad 4. F. Mébius od skupiny usedek a Z4dé jisté podminky na jejich inci-
denci, jak je to zndmo z kombinatorické topologie (viz M. Briickner: Vielecke und Viel-
flache, str. 12—186).
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body eukleidovské roviny, které splivujt podminku: A, + A; + A, pro kadé i,
pFi EemZ klademe A; = A, kdyZ j =k (mod n). Pak soustavu isetek A,A,,
A,A,, ..., A, A, A, A, nazgvdme rovinnym n-ihelnikem nebo mnohoihelnikem
a oznalujeme jey A, A, ... A,. Body A; nazjvime jeho vrcholy a dselky (uzaviené)
AA;,, jeho stranami. Orientované whly <X A;_,A;A;,, polopFimek A;A;_,,
A;A;,, nazjvdme uhly pront tFidy a orientované whly < A;,. AA;_, nazjvdme
whly druhé tFidy n-ithelntka A\ A, ... A,. Body lefict na strandch nazjvdme body
mnohothelnika. I

Z definice vyplyva,Zesymboly 4,4,... A, a 4,4;,,... A, A, ... 4,_, ozna-
¢uji tyz mnohouhelnik pro kazdé ¢. Kromé toho je ziejmé, Ze kazdy mnoho-
thelnik ve smyslu definice 1 je souvisly.3)

Ka#dé t¥id¢ thla n-uhelnika A4,4,... A4, odpovida jeden ,bfeh’‘ tohoto
n-thelnika.4) V dostateéné malém okoli jeho stran lze oba biehy od sebe odliSit
barvami nebo Srafovdnim, jak to udinil také Rényi (viz jeho obrazce).

Velikosti Ghli obou t¥id n-Ghelnika 4,4,... 4,,«; = <X A,-_IA,-Zi +1 (mod 27)
resp. «; = <X 4, 4.4, (mod 2r), jsou jednoznaéné uréeny poZadavkem

0o, <2rresp. 0 ox; <2m, i=1,2,....n. (1)

14. Necht je ddn n-thelntk A, A,... A, (n = 2) a necht o;, 1 =1,2,...;,n
jsou velikosts 4hli jedné jeho t¥idy. Pak vidy existuje nezdporné celé ¢islo m, které
splituje nerovnosti 0 < m < 2n a podminku m = n (mod 2) tak, %e

n
.Zlo(,. = mn . (3")

Diukaz. Z pozadavku (1') na &isla «; vyplyvé, Ze 0 < > «; < 2nw a tedy
i1

také existence d&isla m, které splituje nerovnosti 0 < m < 2n. Snadno se do-
kéze tvrzent, ze & A, 4, Ay + X A, Ady + ...+ X Ay A A, + X A, A4, =
= nr (mod 2x) pro kazdé n > 2. Odtud bezprostiedné vychéazi, ze m =n
(mod 2), tedy také, Ze m je celé.

1.2. Necht o; resp. o, 4 = 1,2, ..., n (n = 2) znaét velikosti whli proni resp.
druhé tFidy n-ihelnika. Pak plati:

a) &; = 0 <>, = 0 pro ka#dé i;

b) &; *+ 0 = &; + &; = 2n pro kaZdé i;

3

n n
) >a; + Za; = 2(n — 8) =, kde s je celé nezdporné éislo, 0 < s < n, kieré
i=1 i=1

znalt poet nulovych whli nékteré tFidy.
d) 8 = 0 <>, & 0 pro kazdé 1, t. . x; spliujt (1).
Dikaz je zfejmy.
3) Prévé Mobius pripousti ve své definici mnohotihelniky nesouvislé.

4) Definici ,,bfehu* viz E. Steinitz-H. Rademacher: Vorlesungen iiber die Theorie der
Polyeder, str. 12.
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Definice 2. Necht je ddn rovinny n-ihelnik A,A, ... A,, kiery spliuje pod-
minky: ' ‘

(a) A; = A; pro kaZdé 1 =+ j;

(b) pro Zddny vrchol A; neplati, Ze A; lett mezi vrcholy A; a A;.y;

(€) #ddné dvé strany A;A;y a A;A;,,, ¢ + j, nemaji spoleény vnitini bod.
Pak #ikdme, Ze n-ihelntk A A, ... A, je jednoduchy.’)

Jednoduchy rovinny mnohotihelnik déli rovinu na dvé disjunktni oblasti,?)
vnitfek a vnéjiek, které zfejmé odpovidaji jeho ,,b¥ehim®, takze u jednodu-
chého mnohothelnika lze t¥idy jeho Ghla krétce nazyvat t¥idou vnit¥nich
a t¥idou vnéjsich Ghla. N

Daile je ziejmé, ze jestliZe n-Ghelnik je jednoduchy, musi velikosti jeho vniti-
nich i vn&jsich @hla spliiovat Cechovu podminku (1) (podle podminky (c)) &
musi byt » > 3.

Necht je din n-thelnik, jeho# jedna t¥ida @hl je co do potadi a velikosti
urdena &isly o;, ¢ = 1, 2, ..., n (n = 3), ktera spliiuji podminku (1). Potom podle
1.2d)jes = 0az 1.2 c) vyplyva, zZe vidy lze zvolit takovou tfidu Ghla daného
n-thelnika, pro jejichz velikosti plati zloci < nn. Potom o éisle m = —:c— > g,

1= v=1
jehoz existence je zaruena v tvrzeni 1.1, lze pfedpoklddat, Ze 0 <m < n
a lze definovat celé éislo k vztahem m = n — 2(k + 1). Pomoci tohoto &isla lze
Cechovu podminku (2) zobecnit na podminku

i" —{n—2k+ 1w, (4)

kde k je celé ¢&islo a splituje nerovnosti — 1 < k < [n_—2__3]7) an = 3.

Cechovu zobecnénou otdzku je tedy mozno vyslovit takto: Nechf &isla «;,
=12, ...,n (n = 3), spliiujt podminky (1) a (4). Existuje pro kasdé n > 3
n— 3

a kaZdé celé k, spliiujict vatah — 1 < k< [ , rovinny n-dhelntk, jehot

dhly (jedné z obou t¥id) jsou co do velikosti a pofadi uréeny &isly «;?

1.3. Necht o; resp. x;, i = 1,2, ...,n (n = 3) znaét velikosti 4hli proni resp.
druhé tFidy n-dhelntka a spliiuji podminkw (1). Pak «; spliuji podminku (2)
tehdy a jen tehdy, kdyz «; spliiujt podminku

Z(X; =Mmn+2)x. (2')
1=1
Dtkaz je ziejmy podle 1.2.

5) Viz D. Hilbert: Grundlagen der Geometrie, 7. vyd., str. 9—11. -

) Jednoduchy rovinny mnohouhelnik je Jordanovou kiivkou a dgli tedy rovinu na dvé
disjunktni oblasti (viz na ptiklad ». Kerékjarts: Vorlesungen iiber Topologie, str. 59).

7) Symbolem [x] oznadujeme Gaussovu funkei, t. j. nejv&tsi celé &islo ¢, pro které
¢ < a.
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-2. Zobecn&nou Cechovu otdzku pro piipad & = 0, kdy podminka (4) piejde
v piivodni Cechovu podminku (2), vySetioval Rényi. Pro n > 4 lze volit ¢isla

__n——2

. oy = o T, 1=12 ...,n,

kters ziejmé éplﬁuji podminky (1) i (2). Presto tato ¢isla neWhovuji Rényiho

pozadavku,®) kterého ve svém dikazu uziva. Toto nedopatteni je odstranéno

nésledujici vétou 2.1. '
V dal§im viude klademe «; = «;, kdyZz ¢ = § (mod »).

24, Necht &isla «,, x,, ..., x, spliujt podminky (1) a (2) @ necht n > 4. Pak
vidy existuje alespori jeden index § takovy, Ze m < o; + o;,, < 3m.

- Dtkaz. Predev§im éxistujé alespoti jeden indéxgtakovy, e < g + Ogi1s
nebot kdyby neexistoval, platilo by «; + «;,; < = pro kazdé ¢ a podle (2) by
muselo byt

. n
2(n —2) =2 (5; + o;yy) < 0.
i=1
Odtud viak plyne n < 4 a to je spor. Déle existuje alespoii jeden index A ta-
kovy, Ze & + &,y < 3w, nebot kdyby neexistoval, bylo by «; + «;,; = 3=
pro kazdé ¢, a tedy podle (2)
2(n —2)w = z(% + %4y) = 30

i=1
Z toho viak vychdzi, ze n < — 4 a to je zase spor.

Necht £ je mnozina vSech indext A, pro néz plati «, 4 «,,, < 3n. Jeji
prvky oznaéme hy, k,, ..., k,, kde 1 < p < n, nebot podle predeslého § neni
prazdnd. Necht ddle & je mnozina véech zbyvajicich indexti. Mohou nastat dva
piipady: 1. Jestlize p = n, pak meziindexy k; ¢ §) musi existovat, podle piede-
§lého, alespoii jeden index h takovy, ze m < &, + &p,,. Potom % je hledany
index, nebot plati n < &, 4 &, < 3n. 2. Jestlize p < n, pak mnoZina R neni
prazdné a jisté v ni existuje index r takovy, Ze pro vhodny index h ¢ § plati
r+ 1= h a oviem &, 4+ &,,; = 3. Dile dikaz vedeme sporem. Pfedpokla-
dejme, %e pro kaidy index h;e § plati «,, + &, < 7w, tedy zejména plati
ap + apy = w Odtud viak vyplyva, Ze «, < m, nebot podle (1) je ., > 0.
Jeito &, = «,,, a podle (1) je &, < 2r, musi byt «, + «,,; < 37 a to je spor.
Musi tedy existovat alespoii jeden index k; e §) takovy, Ze pro né&j plati = <
< &, + &p 41 & to je hledany index.

2.2, Necht A\A, ... A, je jednoduchy rovinnyg n-ihelnik (n = 3) a necht éisla
ant=1,2 ..., nznaétv tpmto pofadi velikosti 4hlé jedné jeho titdy. Pak isla o;

8) Rényi tbtiﬁ pouZiva tvrzeni: ,,nent-li prokatdé: =1,2,....,n(n =2 3)a; + x; ., =7,
pak must existovat takovy index j, e o; + &; ; > w, avdak «; 4 + x5, 9 < T
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jsou velikostma jeho vnitinich resp. vnéjsich whli, kdyé a jen kdyZ spliiujt pod-
minku (2) resp. podminku (2').

Dukaz. Predevsim éisla «, spliiuji podminku (1). Déle je znamo a snadno se
indukei dokéaze, Ze jestlize disla o; jsou velikostmi vnit¥nich ithld n-thelnika, Ze
spliiuji podminku (2). Z tvrzeni 1.3 bezprostiedné vyplyva také dostatecnost
podminky (2), aby «; byly velikosti vnitinich Ghld, a také nutnost a dostatec-
nost podminky (2’), aby x; byly velikosti vnéjsich uhla n-tihelnika.

Podminky (1) a (2) resp. (2) na velikosti thld rovinného n-tihelnika jsou
nutnymi podminkami jednoduchosti tohoto z-thelnika. Obecné v3ak tyto
podminky nestaéi, nebof pro kazdé n > 4 lze snadno udat n-thelniky se stej-
nymi thly, z nichZ jeden je jednoduchy a druhy nikoliv. Naproti tomu se snad-
no dokéze tvrzeni:

2.3. T'rojihelnik je jednoduchy, kdyZ a jen kdyZ velikosti jeho dhli spliuji
podminku (1). Ctyrihelnik je jednoduchy, kdyZ a jen kdyZ velikosti jeho whli
splitujt podminky (1) @ (2) resp. (2').

2.4. Necht éisla oy, oy, ..., &, (n = 3) spliiuji podminky (1) a (2) resp. (1) a
(2'). Pak vidy existuje jednoduchy rovinnyg n-ihelnik takovy, Ze jeho vnitint resp.
" vnéj&t whly jsou co do velikosti a pofadi uréeny Eisly ;.

Dikaz. Z tvrzeni 1.3 je zfejmé, Ze vétu staéi dokdzat pro podminky (1) a (2).
Dikaz je jenom doplnénym a soudasné opravenym dukazem Rényiho, proto
postupujeme stejné jako on.

Rozlisime dva pripady: 1. Necht plati o; + «,,, = = pro kazdé 7. Rényiuka-
zal, Ze v tomto pripadé je » = 4 a také, Ze vidy existuje rovnobézinik, jehoz
vnitini Ghly jsou co do velikosti a poradi urdeny &isly «,, &y, a3, &4. Ale rovno-
béinik je vidy jednoduchym étyrahelnikem. 2. Necht existuje alespoii jeden
index ¢, pro ktery plati x; 4+ «;,, = =. Dale dikaz vedeme indukei. Pron = 3
je véta spravna, nebot podle 2.3 je trojtihelnik, jehoZ existence je ziejmé, také
jednoduchy. Necht je tedy » = 4 a predpoklddejme, Ze véta je dokdzdna pro
kazdé n’, které 3 < n’ < n. Jestlize «;, ¢ = 1, 2, ..., n jsou dang &isla, pak
vzdy existuje index j takovy, Ze © < &; + &;,, < 3w, nebot pro zn > 4 je to
zarudeno tvrzenim 2.1 a pro n = 4 se to snadno dokaze. Definujme &islo a* =
= &; + &;4; — . Pak ziejmé (n — 1) Gisel oy, &y, o0y o5y, &F, &jpp, .00y 0y,
spliiuje podminku (1) a jak Rényi ukazal také podminku (2), takZe podle induk-
tivniho pfedpokladu existuje jednoduchy (n — 1)-Ghelnik 4,4,...4,_,47.
.Aj, ... A,, jehoz vnitini Ghly co do velikosti a pofadi jsou uréeny uvedenymi
(n — 1) &isly. Rozli§ime dva piipady: 1. ] = =. Pak existuje dostateénd malé
¢ > 0 tak, Ze uvnitié kruhového okoli vrcholu 4} o poloméru ¢ nelezi kroms
vrcholu A} a vnitinich bodd stran 4, A} a A4, jiz #4dny bod (n — 1)-
uhelnika. Uvnitf tohoto okoli 1ze provést kazdou z Rényiho konstrukei podle
jeho obrazii a,, a,, by, b,, takze vznikly n-thelnik je jednoduchy a mé piede-
psané thly, které podle 2.2 musi byt ahly vnitinimi. 2. «} = . Pak opét
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existuje dostatetnd malé ¢ > 0 tak, Ze uvniti okoli tsetky A;_,4;.s, které je
definovéano jako vnitfek ekvidistanty ve vzdéalenosti e, nelezi kromé boda stran
A, A} a ATA,,, a vnitinich bodt stran 4;_,4,_, a A;,,4,,5 jiz 24dny bod
(n — 1)-Ghelnika. V tomto okoli lze provést Rényiho konstrukce podle jeho
obrazu ¢, takZe vznikly n-thelnik je jednoduchy a jeho vnitini thly, jak plyne
opét z 2.2, jsou co do pofadi a velikosti uréeny &isly «;. '

3. Budeme vySetfovat rovinné lomené &ary. Definice 1'. Nech? proky koneéné
posloupnosti Aq, Ay, ..., Apy A,yy (n = 0) znaéi body eukleidovské roviny, které
spliiujt podminku: A;_, + A; = A,,, pro ka#dé i = 1, 2, ..., n. Paksoustavu
usebek A A, AA,, ..., A, A, nazjvdme n-lomenou Earow a oznalujeme ji
(4o4, ... A,A,,,). Body A; nazjvdme vrcholy a usecky (uzaviené) A, A, ., nazy-
vdme stranami n-lomené Cdry (A4, ... A,,,). Orientované vhly X A;_,A;A;,,
polopiimek A A,y a A;A;., nazjvime dhly pront tFidy a orientované wuhly
X 4,44, nazjvdme dhly druhé tFidy n-lomené Sdry (A4, ... Anyy) Pro
it = 1,2, ..., n. Body leZici na strandch nazyvdme body n-lomené &dry.

Definice 2'. Necht je ddna rovinnd n-lomend &dra (A4, ... A,,,), kterd
spliiuje podminky:

(a') A; = A, pro kaZdé ¢ =+ j;

(b") pro Zddny vrchol A; neplati, Ze A; leZi mezi vrcholy A;a A; . y;

(¢") Zddné dvé strany A;A;., a A;4;.1, 1 = j, nemajt spoleény vnitini bod.

Pak #ikdme, Ze n-lomend Cdra (A4, ... A,,,) je jednoduchd.

34. Ke kaZdému rovinnému n-vhelniku A,A, ... A, existuje mejednoduchd
n-lomend &dra (A, 4,4, ... A, A,), kterd md tyté sihly jako dany n-dhelnik.

Dikaz je zfejmy.

Definice 3. Dvé n-lomené édry (A4, ... A,.,) a (ByB; ... B,,) nazjvime
1sogondlnima, jestlite velikosti whid «; a B; nékteré z jejich t¥id spliujt podminku
;= f; pro kaZdé i = 1,2, ..., n.

Vzhledem k 3.1 lze o isogonalité hovofit také mezi n-tihelniky a také mezi
n-Ghelniky a n-lomenymi Garami.

Vztah isogonality je ekvivalenci na mnoZiné viech rovinnych n-lomenych
éar a také na mnoziné v8ech rovinnych n-thelniki a uréuje tedy rozklady téchto
mnozin ve tiidy isogonalnich n-lomenych ¢ar pfipadné ve tfidy isogondlnich
n-thelnikd. Budeme vySetfovat ty t¥idy n-lomenych &ar, jejichZz prvky jsou
vesmés jednoduché n-lomené ¢ary a tim také ty tiidy, které neobsahuji Zddné
n-Ghelniky. Proto definujeme:

Definice 4. n-lomenou édru nazgvdme absolutné jednoduchou, jestlize kaZdd sni
isogondlnt n-lomend dra je jednoduchd.

3.2. Necht n-lomend édra (AyA, ... A,.,) je absolutné jednoduchd. Pak ka¥dd
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m-lomend édra (A;A;y; ... ApimAiimir), kde 010, 0SS m < n —1, je
absolutné jednoduchd. : : :

Dukaz je zfejmy.

3.3. Rovinnd n-lomend édra (A.A4,...A,,,) je absolutné jednoduchd, kdy%
a jen kdyZ velikosti whli «y, x,, ..., %, (n = 0) jedné jejt tiidy spliujé podminku
(1) @ podminku

_ i+h
m<Sa, <(h+2)m ' (5)
1=y
prokaidéj =1,2,....,mn — 1 akafdéh, prokteré 1 S h<n —j.

Dikaz. I. Necht (4,4, ... 4,,,) sphiuje podminky (1) a (5). Dikaz vedeme
indukei. Pron = 0in = 1 spliiuje 0-lomené &ara (4,4,) i kazd4 1-lomen4 &ira
(4,4,4,) podminky jednoduchosti z definice 2’ a je tedy absolutng jednoducha.
Necht tedy dile je » > 1 a predpoklidejme, Ze véta je dokidzéna pro kazdé.
n' < n. Koneéné necht (BB, ... B,%,) je libovolnd n-lomend éira isogonalni
8 (Ap4; ... 4,,,), takZe pro velikosti Ghlt nékteré jeji tiidy plati oy = g; pro
kazdé ¢. Podle definice 4. staéi dokazat jednoduchost n-lomené éary (B,B, ...

B,.,). Aviak je zfejmé, %#e (B,B,...B,_,B,) a (B,B,...B,B,,,) jsou
(n — 1)-lomené &ary, které splituji podminky (1) a (6), takZe podle induktivniho
pfedpokladu jsou absolutné jednoduché. Vzhledem k definici 2’ staéi k jedno-
duchosti (ByB, ... B, .,) ukizat, Ze polopfimky B,B, a B,B, ., nemaji Zz4dny
spoleény bod. Pfedpokliddejme opak a jejich spoleény bod oznaéme C. Prede-
v8im musi byt B, & C + B, neboﬁ kdyby B, = C resp. B, = U, nebyla by
(BB, ... B,.,) resp. (BB, ... B,) absolutné jednoduch4, coz ]e spor. Potom
(n + 1)-Ghelnik BB, ... B, O ]e jednoduchy a oznaéme < B,C. .CB, = y (mod 27),
kde 0 < y < 2n. Podle pfede¥lého dokonce plati 0 = y = =, takZe &isla y,
B1s Bas -« Brn jednak spliiuji podminku (1), jednak podle 2.2 podminku (2) nebo
podminku (2°), t. j. jejich soudet s je budto's = (n — 1) = nebo ¢ = (n + 3) =
Avsak z podminky (5) pro j =1, h = n — 1 vyplyva

(n — l)ﬁéi;ﬂig n+ 1=,
takze bud
(n—Dr=s=3f+y>3hZ 0D
nebo

y=§m+y—ﬁm>s—m+nn=%,

coZ je v obou prlpadeeh spor. Tedy poloprxmkyB B, a B,B, ., nemaji spole¢ny
bod. _ _ :

II. Necht (AOA1 ... 4,,,) je absolutné jednoduché,.' Potom zre]mé o; splituji
podminku (1). Pron = 0 an = 1 je podminka (5) splnéna prizdné. Déle dikaz
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vedeme indukei. Necht tedy » = 2 a predpokladejme, Ze véta je dokézéna pro
kazdé n’ < n. Jezto (4,4, .. ,,H) je absolutné jednoducha, jsou, podle 3.2,
také (n — 1)-lomené sary (AOA1 )a (4,4, ... A,,,)absolutng jednoduchs,
takze podle induktivniho predpokla,du plati

j+h

br S Sa, < (h+ 2)n
S

pro ka?dé j=1,2,...,n —2 a katdé h=1,2,....,n —j —1 a také pro
kazdéj = 2,3,...,n — lakazdéh = 1,2,...,n — j. Zejména tedy plati

n —2)xw

/\
|sl\/l s
“a

A

s

3

Predpoklidejme, ze (4,4, ... A,,,) nespliiuje podminku (5). Podle predeslé-
ho to znamen4, Ze ji nespliiuje proj = 1, = n — 1, t. j. plati

n n
Dua;<(mn—1)m mnebo* >x;>(nm+ 1)m.
=1 i=1

i_.

V prvnim piipadé potom plati
(n _2)”§.Z9‘i<2"‘i<(" - =,
=2 i=1
takie lze definovat

/ﬂ.z(n—-l)n~2/x,-.

Potom ¢&islo # spliiuje nerovnost 0 << f < = a tedy s ¢isly «; podminku (1).
Protoze soucet téchto (n + 1) ¢isel je roven {(n 4. 1) — 2} =, coZ je podminka
(2) an + 1 > 3, existuje podle 2.4 (n + 1)-thelnik BB, ... B, B, jehoz uhly
co do velikosti & pofadi jsou uréeny &isly «; a &islem . Podle 3.1 v8ak také
existuje n-lomend éira (BB,B, ... B,B), ktera zfejmé neni jednoduchd, avsak
je isogondlni s (444, ... 4,,,), coZ je spor.

V druhém piipadé dojdeme ke sporu ihned, jakmile piejdeme k velikostem
thli zbyvapcl tfidy, které, podle 1.2 b) jsou uréeny vztahy o) = 21 — «,,
1 =1,2,...,n, a pro néZ plati

z” S 7t—oc)__2n-rc——?oc <(m-1mn

1= .zi

Odtud se také vidi, Ze podmmku (5) spliiuji vidy soudasné obé t¥idy uhla.

34. Kadd 3-lomend &dra, jejiz 4hly «; ¢ = 1,2, 3 spliuji podminku (1)
a podminku o, + o, + 3 = 3w, t. j. podminku (4) pro k = — 1, je absolutné
jednoduchd. ' .

Diukaz. Podle 3.3 stadi ukazat ze «; spliiuji (5). Mohou nastat tyto pfipady:
1. =1, h = 2. Pak 27c§oc1+cx2+zx3-—37r§4n, 2. =1, h=1. Pak
jist® je oy + &, < 3w a kdyby «; + &, < =, bylo by g > 2r, coz je spor, tedy
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plati # < oy + x4, < 3w 3. j =2, h = 1. Pak opdt = < o + a3 < 3n jako
ve 2.

Jestlize ¢isla «;, ¢ = 1,2, ..., n (n = 2) splituji podminku (1), ale nespliiuji
podminku (5), pak ziejmé spliiuji tuto podminku: existuje alespoii jeden index
7, 1 < j < m — 1, a ptirozené &islo b, 1 < h < n — j, tak, Ze plati

j+h i+h

bud 3 «; < hr nebo > a; > (b + 2) 7. (6)
i i

3.5. Necht x;, 1 = 1, 2, ..., n, 2naét velikosti 4hli jedné tFidy absolutné’ jedno-

duché n-lomené édry a spliujt podminku (4) pro k = — 1, ¢. j. zzxi = nr. Pak
=1
ka#dd n-lomend &dra, jejtZ whly co do velikosti a pofadi jsou uréeny néjakou cyk-

lickow permutaci «,, isel oy, je absolutné jednoduchd.

Dukaz. Pro n = 0, 1, 2 je to ziejmé a pro » = 3 to plati podle 3.4. Necht
tedy n = 4. Podle 3.3 stadi dokazat, Ze kazda cykl. permutace &, splituje pod-
minku (5) pro indexy ¢. DokdZeme to sporem. Necht tedy existuje cykl. permu-
tace «,, ¢isel «;, ktera nespliiuje (5), t. j. spanJe (6) proindexc;, 1 <j<n — 1
a prlrozene Gisloh,1 <A< n —j.

Pak pfedevsim plati » < n — 3. Kdyby totiz bylo 2 = n — 1, muselo by byt

n i+h
j =1, ale pakjent = > a; = > &, a tento vyraz, podle toho, kterd z nerov-
=1 i=j
nosti (6) plati, je bud < (» — 1) = nebo > (n + 1) x, coz je v obou piipadech
spor. Kdyby dale bylo h = n — 2, mohlo by byt j = 1, pfipadné j = 2. Plati-li
j+n—2
prvni nerovnost z (8), musibyt > o, < (n — 2) 7 a odtud pro j =: 1 vyplyvé
i=j
x,, > 2r a pro j = 2 vyplyvé «, > 2, coZ je v obou piipadech spor. Plati-li
j+n—2 . .
koneéné druha nerovnost z (6), musi byt z &g, > M, cOLjeproj = liproj =2
=
zase Spor.

Podle 3.3 zékladni permutace «; spliiuje (5). Proto musi byt ¢;,» < ¢, a do-
konce, protoze h < n — 3, musi platit ¢;,, + 2 < c;. Potom je €154y = u,
cii=u+v, kie 2<u<n—-3av=n—(h+1) —1, takie 1 <o <
<n—-38aut+ovSin—1¢ivn—1—u<n—u Aviak soutasné

u+v i+h
plati Z &; = mm Z «,, a tento vyraz, podle toho, zda plati prvni nebo druhd
nerovnost z (6), ]e bud’ > nn — hrt = (v + 2) © nebo < nrw — (h + 2 =
= vr. To v8ak znameni, Ze &isla «; nespliiuji (5), a to je spor.

4. Na zéklad$ vysledki z piedeslého odstavece miZeme odpovédét na zobec-
nénou Cechovu otézku. Nejdiive dokdZeme pomocnou vitu:

4.1. Necht &isla oy, o, ..., &, splhiuji podminky (1), (6) a podminku (4) pro
k # 0. Pak vidy existuje cyklickd permutace o, &isel oy, kterd splivuje podminku:
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exiaiuje indexc,, 1 S u < n — 1apFirozené fislov, 1 < v < n — 3, tak, %e plati
u+v

(v —1)n<'zac‘<vn. (6")

Dikaz. Nejdfive necht & > 0, tedy n = 5. Pak plati Sou=In— 2k +

i+h n—2
+ D)< (n — 4)w. Polozime-li j =1, h=n — 3, lzepsatZai znc <

< (n —4) ® < hn. Mezi v8emi dvojicemi &isel j, k, které splnup tento vz_tah,
t. j. spliiuji prvni z nerovnosti (6), existuje takové dvojice u, v, Ze v je mini-
maélni, coZ znamens, Ze pro Zadny index u a piirozené ¢islo v — 1 tento vztah

u+y—1 u+v
neni splnén. Tedy plati (v — 1) < 3 a; < > a; < vm a jeito ziejmd v <
: i=u i=u

<n-—3,je pro index u a piirozené ¢islo v splnéna (6’) pfimo pro zdkladni per-
mutacl disel «

Necht dale k = — 1, tedy n=>4a 2“ = nx. Oznaéme j, b dVO]lGl disel,

pro kterou je splnéna podle predpokladu podmmka (6). Jestlize je splnena prvni

nerovnost z (6) pak mezi vSemi dvopceml které ji vyhovuji, existuje takova
©+v—1 U+

dvopce %0, zev]emmlmalm t.j. platl -1 z a; < O x;<wvm.Stejnd

T=u
jako v dukaze k 3.5 se ukdze, ze v < n — 3, takie pro dvojici u, v je splnéna

(6') op&t primo pro zdkladni permutaci éisel «;.

JestliZe je splnéna druhé nerovnost z (6), necht dvojice j, & je takova, Ze h je
j+h j+h+1

maximélni, t.j. plati (b + 2) 7 < > a; < 3 «; < (kb + 3) m. Stejné jako v di-
& L

kaze k 3.5 se ukdZe, e h < n — 3. Uva,%ujme cyklickou permutaci «; 5.1,

Ojyntas +oes Ons X1y o oes Kgyp, b . permutaci o, kde ¢; = j + & + ¢ (mod n) pro
1 =1, 2, ..., n. Zvolme pfirozena éisla u, v tak, Ze platiu = lav =n — h — 2.
Qnadno se v1di ze plati 1 < v < n — 3 a také, Ze plati

u+v ji+h

(v——l)n——[(n—-h——2)—1]n<z(x zzx _2"‘<

<(m—h—2)n=0or.
Existuje tedy cyklicka permutace K 01sel «;, pro kterou je sp]néna podminka
(6), a to pro dvojici indexd u; v.
4.2. Necht éisla ;1= 1,2,...,n (n = 3) sphiuji podminky (1) a ( Potom

plati:

1. Jestlite m == n, pak vzdy exzstuye rovinny n-ihelnik, yehoz uhly 7edne tidy
co do velikosti a pofadi jsou uréeny &isly ;.

2. Jestlife m = n, pak n-uhelnik, jehof 1ihly jedné tidy jsou co do velikosti
a pofadt uréeny isly «,, existuje tehdy a jen tehdy, kdy' étsla o ; splitugt podminku
(6).
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Dikaz. Na zaklad$ 1.2 lze se omezit na pfipad, kdy m < n a potom pod-
minku (3) nahradit podminkou (4), takZe vétu lze dokazat ve dvou &astech.

I. Necht k¥ > 0. Vétu dokdzeme indukei vzhledem ke %. Pro k = 0 je véta
spravna podle 2.4. Necht dale k > 1, tedy » = 5 a pfedpokladejme, Ze véta je
spravné pro kazdé nezaporné celé k' << k. Podle 4.1 existuje jistd cyklicka
permutace &isel «;, pro kterou je splnéna podminka (6’). Pro jednoduchost
budeme tuto cyklickou permutaci oznafovat jako permutaci zdkladni, t. j.
plati: existuje index u, 1 < u < n — 1 a pfirozené éislov, 1 < v < n — 3, pro
néz plati

U+

- <o, <om.

i=u

u—+v

Definujeme ¢islo ' = vm — Zor Pak ziejmé (v + 2) &isel xy, Cyi1y - o5 Kyios B

spliiuje podminky (1) a (2) Protoze v 4 2 >3, musi pod.le 2.4 existovat
(v + 2)-thelnik 4.4,,,... 4, ,B’, jeho# thly co do velikosti a pofadi jsou

Uu+v
uréeny &isly f’, «;, kde % _ﬁ_ 1w+ v Aviak v < m = n — 2(k + 1), takZe
zbyva jesté p=n — (v + 1) =n —{n — 2(k + 1)} — 1 = 2k + 1 > 3 ahly,
které jsme zatim neuvazovali. Oznaé¢ime-li M mnoZinu vSech jejich indext
1,2,...,u —1,u + v+ 1,..., n, pak jejich soudet spliiuje nerovnosti
{n —2(k+1) —~’U}TE<Z(X <{n —2k+1) —(v —1)}m.

: 1elll

Definujeme § = 2r — f’. Pak p]atl
U+
z(x + 8= Za —!—27'c—'v7r+204—{ +1—2[k—1)+1]}1'c
el

cozZ je podmmka (4) pro k' = k — 1, které vyhovuje nerovnostem
ogk'=k—1g[k--1—]=[2’°+1.52]g[(?+1)_.3].
= = 2 2 = -2
Tedy (p + 1) &sel &y, &gy .n., Gyt By Xusorss -+ &n Sphiuje podminku (4)
a zfejmé i podminku (1), takZe podle induktivniho predpokladu existuje (p - 1)-
thelnik 4,4,... 4,_BA, .y, ... A,, jeho# thly co do velikosti a poradi jsou
urdeny uvedenymi &isly.

Eukleidovskym pohybem lze (v + 2)-thelnik 4,4, ., ... 4, ,B’ pfemistit do
polohy 4,4, ... A,,,B tak, Ze vrchol B lezi mezi Au_1 a A, a také mezi
A,ipa A,y abieh (v + 2)-thelnika, ktery odpovida velikostem thli «;, kde
u <1 < w + v, prechazi v bodé B ve bieh (p -+ 1)-thelnika 4,4,...4,_,.
.BA,,yy ... 4,, kterému odpovidaji velikosti Ghlit &y, &y, ..., Kye1, Xyrorps oo o
«,. Pak n-thelnik 4,4, ... A, mé pozadované thly, co do velikosti a pofadi
uréené piedepsanymi &isly «,, oy, ..., &,.

II. Necht £ = — 1. Nutnost podminky (6) je zfejma, nebot n-thelnik, ktery
nespliiuje (6), spliiuje (5), aviak (5) je podle 3.3 dostate¢nou podminkou abso-
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lutni jednoduchosti n-lomené ¢ary isogonélni s danym n-thelnikem, cot je spor.
Dokazeme dostateénost podminky (6). Podle 4.1 lze opét piedpoklidat, Ze
zékladni permutace ¢&isel «; spliiuje (6'), t. j. existuje index u, 1 < uw < n — 1
a pfirozené ¢&islo v, 1 < v < n — 3 tak, Ze plati

. * . u+ov
(v—l)n<2zx,~<vn.

i=u
Definujeme ¢&islo
w+v

Br=vm — >,
i=u

Pak zfejmé& (v + 2) ¢isel &, &y 41, -+, Xyuiw, B spliiuje podminky (1) a (2) a jezto
v 4 2 > 3, existuje podle 2.4 jednoduchy (v + 2)-thelnik 4,4, ,, ... 4, B,
jehoZ vnit¥ni Ghly co do velikosti a poradi jsou uréeny uvedenymi ¢&isly. Pak
zbyvad n — (v + 1) = 2 &sel oy, 0y, ..., Xy 1y Kuipsny -+ or & & Oznadime-li M
mnozinu vech jejich index, zfejmé plati

n—v)n<Ja;<(n—v+1)x.

T

Definujeme éislo f = (n — v + 2)® — > «,;. Potom (n — v) &isel «y, a,, ...,
: 1€

ye1s By Kutvsrs -+ o> X5 SpIiuje podminky (1) a (2') a zfejmé n — v = 3, takie

podle 2.4 existuje (» — v)-Ghelnik 4,4,...4,_,BA, ., ... 4,, jehoZz vnéjsi
Ghly co do velikosti a pofadi jsou dany uvedenymi ¢&isly. Koneéné plati f =
= 2r — ', takZe eukleidovskym pohybem Ize hotej§i (v + 2)-Ghelnik pie-
mistit do polohy 4,4,,, ... 4,,,B tak, %e vrchol B lezi mezi vrcholy 4,_,a 4,
a také mezi 4,,, a 4,,,,,. Pfi tom zfejm& vnitini bieh (v + 2)-Ghelnika pfe-
chézi v bodé B ve vnéjsi bfeh (n — v)-Ghelnika, takZe &isla «x,, «,, ..., x, jsou
velikostmi Ghli jedné tiidy »-thelnika 4,4, ... 4,.

Zsvérem cheeme upozornit, e celé ¢slo k, které bylo pfifazeno mnohothel-
niku v podmince (4), mé jednoduchy geometricky vyznam a Ze dovoluje podat
jistou klasifikaci rovinnych mnohothelnikid a lomenych éar. Obé tyto otazky
budou fefeny v dalsim élanku.
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