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Casopis pro p&stovini matematiky, roé. 80 (1955)

GEOMETRIE SIMPLEXU V E,
(druhé Cést)

MIROSLAV FIEDLER, Praha.
(Doslo dne 20. listopadu 1954.) DT 513.821.2

V této druhé &4sti price se zavadi pojem vyznaéné mnoZiny sim-
plexu, popisuje se mnoZina vlastnich i nevlastnich vyznaénych bodua
a vlastnich vyznaénych pfimek. Jsou zde uvedeny nékteré vyznacné
mnoZiny obecného simplexu a dokazuji se véty o isogondlni piibuz-
nosti.

6. Vyznaéné mnozZiny simplexu. Budiz opét B, eukleidovsky prostor di-
mense n (n pfirozené). Nazveme piipustnym zobrazenim m-tého fadu (m => 0
celé) takové zobrazeni ¢, které kazdé uspotddané skuping m -+ 1 boda 4,,
A,, ..., A, z E, ptitazuje ndjakou mnozinu M c E,,*)

M =94, 4y, ..., 40,1,
a to tak, Ze plati: je-li 7' isometrické zobrazeni E,, pak
o(TA,,TA,, ...,TA,,,) = Te(4,, Ay, ..., Ap.,) -

Budiz nyni A4,, 4,, ..., A,y (m = 0 celé) pevnd skupina (ne usporddand)
bodt z E,. Nazveme vyznaénou mnoZinou této skupiny kazdou takovou mno-
zinu M c E,, k niz existuje piipustné zobrazeni m-tého Fadu ¢ tak, Ze

M = q)(‘4—'i17 Aiz) ey A

pro kaidou permutaci (¢, %y, ..., tm,,) indext 1, 2, ..., m 4+ 1. Vyznaénymi
mnozinami simplexu v £, rozumime vyznaéné mnoZiny skupiny vrchold sim-
plexu. Ziejmé prianik i sjednoceni vyznaénych mnozin simplexu jsou opét
vyznaéné mnoziny simplexu.

V dalsich vétach se budeme zabyvat mnoZinou viech vyznaénych boda pev-
ného simplexu v E, o vrcholech O,, O,, ..., O,,,, t. j. mnoZinou viech vyznaé-
nych jednobodovych mnozin tohoto simplexu.

im+1)

Véta 16. MnoZina vdech viastnich vjznacnych bodi simplexu tvori (neprdzdnij)
linedrni prostor.

*) E, je eukleidovsky prostor E,, dopln¥ny nevlastnimi body.

462



Dukaz. Oznaéme A mnoZinu viech vlastnich vyznadénych bodid daného
simplexu. Jsou-li P, @ dva rizné body 4, pak kazdy vlastni bod p¥imky P@Q je
vyznaény bod simplexu: pro body P;a, Q to plati, kazdému jinému bodu §
piimky PQ je piitazen délici pomér A (0 + A + 1) vzhledem k bodém P a Q.
Odpovidaji-li vyznaénym bodim P a @ pi‘ipustné zobrazeni ¢ a y, takze P =
=9(0;, 0, ..., 0F), @Q=:v(0,,0,,...,0,,) pro kaidou permutaci
(15 %9y ..., Inyy), OzZnaéme y takové zobrazeni, které kazdé usporadané skupiné
n 4- 1 bodu 4,, 4,, ..., 4,,, z E, pfifazuje mnoZinu viech bodi X, k nimz
existuji vliastni body P’ e p(A4y, Ay, ..., Anyy), @ ep(Ay, 4y .oy Apyy), PP+ @
tak, Ze X mé dé&lici pomér A vzhledem k bodim P’, Q'. Zfejmé je y piipustné
zobrazeni a plati

S = X(Oi,’ Oizy AR 0in+1)

pro kazdou permutaci (iy, ¢y, ..., t,.4), t. j. bod S je rovnéz vyznaénym bodem
simplexu.

Odtud viak ihned plyne, Ze A je linedrni prostor. Ze A je neprazdné, uka-
Zeme (nezavisle) ve vété 18.

Vita 17. Necht oi(E), i =1,2,....m 4 1, jsou rediné funkee ("’ ‘;‘ 1)
redlngch proménngch &, k <1, k,1=1,2,...,n + 1, definované pro vdechna
kladnd &,; definujme jesté pro k > 1 &, = &y. Necht ddle plats: pFi vgméné
kaZdgjch dvou indexi i, §,% + j,u &g se proi + p * § o, nezméni, o; pFejde v o; a
o; v 0.') Oznaéme v simplexu X o vrcholech Oy, O, ..., 0., Gtverce vzddlenosti
bodw O;, O; symboly e;;. Potom bod o barycentwickych soufadnicich o(ey), pokud
existuje (t. j. pokud neysou oiex) = 0 pro t=1,...,n 4 1), je vyznaény bod
szmplexu 2.

Dukaz. Necht ¢; jsou funkce spliiujici predpoklady véty. Oznadme o(4,,
4,, ..., A,,,) zobrazeni, které kazdé skupiné bodt 4,, ..., 4, , z B, ptifazuje
bud bod o barycentrickych soufadnicich o,(az;), kde az; = 02(4y, 4,), 4, k, I =
= 1,...,m + 1, vzhledem k simplexu 4,, ..., 4,,,, pokud body 4,, ..., 4,
jsou linedrné nez4vislé a pokud nejsou o(a;;) = 0 proi = 1, ...,n + 1, anebo
prézdnou mnozinu v opa¢ném ptipadé. Zobrazeni o je ptipustné, jak plyne
z invariance barycentrickych soufadnic pii isometrickych transformacich.
Daile je

U(A]_a A27 ey An+1) == G(Ai‘: Ai,, o "‘Az’ (651)

n+l)
pro kazdou permutaci (i, ¢y, ..., tnyy) indext 1,2, ...,% 4 1. Podle predpo-
kladt o funkeich o; to totiz plati pro kazdou transposici (podrobnéji: je-li na
jedné strané rovnosti (6,1) prdzdnd mnozina, je i na druhé strané prézdné mno-
%ina; je-li na jedné stran& (6,1) bod, je na druhé strané ty7 bod, nebot jeho bary-

" 1) Podrobnéji: poloiime B &= & S = f,k pro t+j*k, 5,,, = &, pro ¢ =*
*h+j, tkl*7 jeprod £ P F7 0p(f)= ap(&ta)s 0i(Ex) = 05(&1a)s 05(E) = o4(ér) -
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centrické soufadnice se nezméni aZ na vymeénu ptisluSnych dvou soufadnic,
pro které se v8ak zaroveii méni oba vrcholy simplexu 4,, ..., 4,.,). Ponévadz
kaZdou permutaci lze slozit z transposic, je tim véta dokazana.

Bezprostiednim disledkem je tato véta:

Véta 18. V katdém stmplexu je bod o barycentrickych soufadnicich (1,1, ..., 1)
vyznalny bod. Nazyvd se téZistém simplexu.

Dukaz. Stadi ve vété 17 polozit oy(&,;) =1 proi=1,...,n + 1.

Poznamka. Necht M, je neprazdnd podmnozina mnoziny indext M =
={1,2,...,n + 1}. Potom t&zi§té té stény simplexu O,, ..., 0, ,,, kter4d ms
vrcholy O, ¢ € M,, ma barycentrické soufadnice (vzhledem k celému simplexu)
Ty, = (&, &2 ., Enyy), kde &, =1proi e My, & = 0 pro j non ¢ M,. To plyne
ihned z toho, Ze barycentrické soufadnice bodu v té sténé jsou &, = &MV pro
ie My, & = 0 pro j none M, kde &7 jsou barycentrické souradnice tohoto bodu
(a% pFip. na faktor) vzhledem k simplexu (o pfip. menSim poétu dimensi)
o vrcholech O;, ¢ ¢ M,, jak vyplyva na pi. z rovnice (2,8) odst. 2 prvé éasti
tohoto ¢lanku.

Abychom mohli studovat linearni prostor A vyznaénych bod@ simplexu,
zavedeme si nejprve pojem grupy automorfismi simplexu. Automorfismem sim-
plexu v E, nazyvame kazdé isometrické zobrazeni £, které ptevadi mnozinu
vrchold simplexu v sebe. Automorfismy simplexu tvofi zfejmé grupu, kterou
nazyvame grupou automorfismi simplexu. Kazdy automorfismus simplexu je
jednozna¢éné uréen permutaci vrcholi simplexu (totiz permutaci (¢y, 2y, ...,
Tniy) Gisel 1,2, ..., » 4 1 takovou, Ze pfi tom automorfismu piejde vrchol O,
ve vrchol O,), t. j. grupa automorfismi simplexu v E, je isomorfni nékteré
podgrupé grupy permutaci (n -~ 1)-ho stupnd. MnoZinu vrcholi simplexu lze
rozlozit na podmnoziny té vlastnosti, ze kazdy vrchol O; jedné podmnozZiny
prejde pfi libovolném automorfismu simplexu opét ve vrchol této podmnozZiny,
a pii tom pro kazdy vrchol O; této podmnoziny existuje alespoii jeden auto-
morfismus simplexu, ktery pfevadi vrchol O; ve vrchol O;. Tyto podmnoziny
odpovidaji systémim transitivity uvedené podgrupy permutaéni grupy a bu-
deme je proto nazyvat systémy transitivity vrchold. Tak simplex v E,, jehoz
grupa automorfismi obsahuje jediny (identicky) automorfismus, ma »n 4 1
systémi transitivity vreholld (v kazdém systému je vidy jeden vrchol).

Véta 19. Viznaéné mnoZiny simplexu % jsou pravé ty mmofiny, které jsou
invariantnt pfi vdech automorfismech simplexu Z.

Ditikaz. Ze vyznaéng mnozina simplexu je invariantni p¥i vsech jeho auto-
morfismech, je zfejmé. Necht obricené je M mnozina, invariantni pii vSech
automorfismech simplexu ¥ o vrcholech Oy, ..., 0, ;. Sestrojme nejprve ke
ka?dé permutaci k, ..., k,,, indextt 1,...,n + 1 zobrazeni n-tého Fidu
Ve, oo Eny takto: '

Necht A,, ..., 4,4, je ndjaka skupina n + 1 bodd z E,,; plati-li p(4s,, A,,I) =
= 0(0:, 0y) pro viechna 4,j = 1,...,n + 1, t. j. tvori-li (podle véty 3) body
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Ay, --.s Ag,,, v tomto pofadi vrcholy simplexu X shodného se simplexem X,
Pak v, . k.41, ... Anyy) je mnozina, kters vznikne z M isometrif, prevads-
jiei Z v ', Neplati-li o(A4x, Ak,) = 0(0y, 0;) pro viechna ¢,j=1,...,n + 1,
pak necht v, . . (4, ..., 4,,,) = E,.

Zobrazeniy, ., . jsouzfejms vesmés pfipustna. Polozime-li nyni ¢(4,, ...,

A,y :(k nk Yy, o y(A1s o Anyy), je @ opét piipustné zobrazeni a plati
Lseeorkni1)
M = (P(Oil’ LR ] Oin H)
pro kazdou permutaci iy, ..., 7,,, indext 1,..., n 4 1. Je tedy M skutecns

vyznaénd mnozina simplexu X.

Véta 20. Necht v simplexu X je r systéma transitivity vrcholi,. Potom linedrnt
prostor A vijznaényjch bodi simplexu md dimensi rovnu r — 1. Je uréen r téZists
vidy té stény simplexu X, kterd md vrcholy z jednoho systému transitivity vrcholi.

Dukaz. Necht simplex X mé vrcholy O,, ..., 0,,, a necht ¢;; jsou opét
¢tverce vzdalenosti vrchold O,, 0;. Oznaéme na okamzik

Ty Y1
Lo Yo

e= " |, y=| " |, L=|L1,..,1]
Lnyiq Yni1

(o » + 1 prveich), E = |je,|.

Plati tato pomocné véta: Necht A je linedrni zobrazeni prostorw E,, p#i
kterém bodu o barycentrickych soutadnicich (%y, Z,, ..., Tnyy) vehledem k simplexu
X odpovidd bod (Y1, Ys, -, Yny) tak, Zeproi =1,...,n + 1 je

n+1

Y = Z Qi
k-1

t.j. pro A = ||au| platt

y = Az .
Zobrazent A je isometrické tehdy a jen tehdy, existuje-li nenulové &islo « tak, Ze
A'EA = &2 , " (6,2)
LA =«&L. (6,3)

Dukaz. Podle rovnice (2,9) z véty 1 prvé asti je étverec vzdalenosti dvou
1 2

vlastnich bodi X, X mo#no psit ve tvaru

v (L iy bl
92(X>X)=('“T_""T)E(—T——2‘)’
Lz Lx Lx Lz
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kde z resp. z jsou obdobné sloupcové matice barycentrickych souradnic bodu

1 2 n+1
X, X jako je matice z. Pfitom je L:; = Z :}:,. =+ 0, L; =+ 0. Odtud snadno plyne,
i=1
%e plati-li (6,2) a*(6,3), je zobrazeni 4 isometrické. Je-li obricend A isometrické
zobrazeni, pak, jak zndmo, pfevadi vlastni body opét ve vlastni body a me-
1 2
vlastni opét v nevlastni; odtud plyne (6,3). Z toho, 7ze plati g*(4X, AX) =
1 2 1 2

= 0¥ X, X) pro kaZdou dvojici vlastnich boda X, X, pak plyne (s uzitim
(6,3)) G

1 1 2 1 2 1 2,/ 1 2

x x x x x x x x
el 2)- el )
oot (Lalc Lé) Lr Lz ‘Lz Lil ‘Lo Lzl
t. j. po snadné tvaze rovnice (6,2).

Z této pomocné véty vyplyvé, Ze automorfismiim simplexu X odpovidaji
(aZ na nenulové faktory) takové matice 4 = ||a;,||, které maji tvar a;; = 1 pro
j = ki, a;; = 0proj + k;, kde (k,, k,, ..., k,,,) je permutace &isel 1, ..., n + 1,
a pro které je déle

A'EA=E. (6,4)

Dokézeme ted druhou pomocnou vétu:

Necht Y = (Yy, -+, Yns1) Je vyjddieni vlasintho vijznaéného bodu simplexu X
v barycentrickych soufadnicich a necht vrcholy O;, O, simplexu X le£i ve stejném
systému transitivity. Potom je y; = v,.

Dukaz. Podle pfedpokladu existuje isometrické zobrazeni A prostoru K,
tak, Ze pfevadi mnozZinu vrchold simplexu v sebe, a p¥i tom vrchol O; ve vrchol
O,. Pro piislusnou matici 4 tedy je

ay; =1, ap, =0 pro I +7j. (6,5)

Protoze Y je vyznaény bod, existuje pfipustné zobrazeni ¢ tak, 7e

Y == w(ol, 02, eeey On+1) = (p(AOl, AOg, ooy A0”+1) .
Odtud plyne, Z%e pro nékteré ¢ + 0 je
Ay = ey, . (89)
kde y je ptisludna sloupcovd matice. Protoze Y je vlastni bod a plati (6,5), je
v (6,3) x = 1a v (6,6) o = 1. Ze vztaht (6,5) a (6,6) s ¢ = 1 pak ihned plyne
Y; = Y, jak jsme cht&li dokédzat.

Necht nyni je pro M ={1,2,...n+1} M =M, o M,v...u M,
rozklad mnoZiny M, ktery odpovida rozkladu mnoziny vrcholt simplexu X
v systémy transitivity. Z druhé pomocné véty ihned plyne, Ze kaZdy vlastni
vyznaény bod Y mé barycentrické soutadnice y; tvaru

Y = Cy
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prote M,, A=1,2,...,r. To v8ak znamena, %e bod Y lezi v linedrnim pro-

storu Ay, o ném# mluvi véta 20, vytvofeném t&zidti systému transitivity vrcho-
1. Tato t&Zist8 maji totiz podle pozndmky za vétou 18 tvar (v barycentrickych
2 2 i

soufadnicich) 71' = (i,-), kde ii =1 proteM, t;=0 pro ¢ none M,. Tedy
A c s,

Obracené, skupina vrcholii, které patfi jednomu systému transitivity, je
invariantni pfi vSech automorfismech simplexu. Je tedy také tézisté vrchola
kazdého systému transitivity invariantni mnoZina pfi vSech automorfismech
simplexu X, t. j. toto t&Zi¥té je vyznaény bod X. Odtud plyne, Ze Ay c A
a véta je dokazéna.?)

Viimnéme si ted nevlastnich vyznaénych bodi. Jsou-li P, @ dva razné
vlastni vyznaéné body simplexu, je nevlastni bod piimky P@ (jakozto prinik
vyzna¢né piimky P@Q a vyznaéné nevlastni nadroviny rovnéz vyznaénym
bodem simplexu). Jsou tedy vSechny nevlastni body linedrniho prostoru A
(pFesngji A) vyznaéné body. Neni viak pravda, Ze vlastni i nevlastni body do-
hromady tvofi (uzavieny) linedrni prostor. Tak pro » = 1 ma kazdy simplex
(dvojice raznych bodl) jen jeden vlastni vyznacny bod (stfed &ili téziste)
a jeden nevlastni. Obdobné to mize nastat i pro n > 1.3)

Plati viak tato véta:

Véta 21. Nevlastni vijznaéné body simplexu tvoFi sjednocent N, U Ny U ... U
U N, po dvou ortogondlnich nevlastnich linedrnich prostort N;. Mda-li A kladnou
dimensi, je nevlastni linedrni prostor prostoru A jednim z uvedenyjch prostors N ;.

Dikaz. Dokazeme nejprve dvé pomocné véty:

1. Jsou-li P, Q dva riazné vyznaéné nevlastni body simplexu, pak bud P a Q
jsou ortogondlni, nebo kaZdy bod pFimky PQ je vyjznalny.

Nejsou-li totiZ P a @ ortogonalni, pak bod P’ ptimky PQ, ktery je ortogo-
nélni k P, je rovnd% vyznaény bod, ktery je razny od P i Q. Ke kazdému real-
nému ¢&islu A4, 2 + 0, 2 + 1, lze ptitadit pravé jeden bod X pfimky P, pro
ktery je dvojpomér (P,Q, P, X) = 1, a takto dostaneme viechny body
pfimky PQ, rizné od P, @, P’'. Jsou tedy vSechny body pi'imky PQ vyznaéné.

2) Na platnost véty 19 a odtud vyplyvajici vztah AEC A mne laskavé upozornil
prof. VL. KNICHAL.

3) Plyne to na pf. z této konstrukee: -

Necht n > 1.V E, zvolme libovolny podprostor E,; dimense 1 a dalsi, s E1 disjunktni
podprostor E,_,, pro n> 2kolmy k B,. V E,_, sestro;me sxmplex 0Oy, ...,0,_, tak, aby
vSechny jeho (nenulové) hrany mély délky navzéjem razné (takovy s1mplex skuteéné
existuje, nebot tim poZadujeme pouze platnost nerovnosti #, linedrnich v e;;). Ozna¢me P
prusedik nadroviny », vedené prostorem E,_, kolmo k E,, s piimkou E,. V £, ted zvolme
body 0, a On+1 tak, aby byly soumérné sdruZené vzhledem k P a aby vzdalenost O, a

Opn .y byla riznéd od viech vzdalenosti 0,0;, 4,7 = 1, ...,n — 1, i od Viech vzdalenosti
0,0, 0,0,,,. To lze, volime-li 0,0, dost malé. Tim dostavame simplex Oy, ...,0p .1,
jehoz grupa automorfismi mé _]en dva prvky, z nichZ jeden odpovida identité a druhy
Symetrii podle v. Kazdy vlastni vyznaény bod le#i tedy v », avak nevlastni bod piimky £,
je rovnéZz vyznaénym bodem, ktery nelezi v ».
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I1. Zavedeme-li relaci mezi vijznaénymi nevlastnimi body P ~ Q, jestlie je
bud P = Q, anebo P + Q a celd pFimka PQ je pFimka vyznaényjch bodi, pak tato
relace je ekvivalence. '

- Reflexivnost & symetrie uvedené relace je evidentni. Necht nyni P ~ @,
Q@ ~ R, aptitom P *+ @, @ + R (jinak je zfejmé P ~ R). Jsou tedy vSechny
body ptimek PQ a @R vyznaéné. Lezi-li body P, @, R v piimce, je skuteéné
P ~ R. Necht tedy nelezi v pfimce. Zvolme néjaky bod P, piimky P@Q, ruzny
od PiQ, a bod R, piimky QR, rizny od Qi R (P, iR, jsou tedy vyznacéné body).
Miizeme ted v roviné uréit jednoznaéné soustavu projektivnich soufadnic tim,
Ze zvolime body P, @, R za vrcholy soustavy soutadnic a pruseéik piimek
P,R a PR, za jednotkovy bod soustavy. Kazdé t¥idé homogennich nenulovych
trojéisli pak odpovidé néjaky bod roviny PQR, a dostaneme tim viechny body
této roviny. Je proto kazdy bod roviny PQR vyznadny, a tedy i kazdy bod
piimky PR, P ~ R.

Z 1I. pomocné véty plyne, zZe t¥idy nevlastnich boda podle uvedené ekviva-
lence tvoii linedrni prostory. Z I. pomocné véty plyne, Ze dva takové razné
linearni prostory jsou navzajem ortogonalni. K dikazu véty 21 zbyva dokazat,
e existuje-li neprazdny nevlastni utvar N linedrniho prostoru A vlastnich
vyznaénych bodi, pak N je jednim z uvedenych linedrnich prostort. Kdyby
totiZ pro dvojici riznych vyznaénych nevlastnich bodi P, @ platilo, ze P ¢ N,
@ none N, P ~ @, pak by na ptimce PQ existoval bod R + P, ktery by byl vy-
zna¢ny, ale nebyl by kolmy k P. Je-li 7' t62isté simplexu, S bod piimky 7P,
rizny od 7' i P, pak S e je vyznaény bod a pata kolmice spusténé z bodu S
k ptimce TR je vlastni bod 8’, ktery nelezi v A, aviak je vyznaény. Tim jsme
dostali spor.

Pozndmka. Podobnou metodou jako v dikazu druhé pomocné véty pii
dikazu véty 20 lze ukézat: Jsou-li vrcholy O; a O ve stejném systému transi-
twity a je-li y = (yy, ..., Yni1) VY2znaéng nevlastni bod, pak plati y; = + y,.

Pomoci nevlastnich vyznaénych bodé miizeme snadno popsat mnoZinu vy-
znaénych vlastnich pfimek. '

Véta 22. MnoZina vyjznalnijch vlastnich primek simplexu je tvofena jednak
mnozinou vdech vlastnich piémek prostoru A vyznaényjch bodi, jednak primkams
PQ, kde bod P probihd A a bod Q probihd ty nevlastni linedrni prostory vyznaénych
bod# z véty 21, které jsow rizné od mevlastniho prostoru N prostoru A.

Dukaz. Ze kazdé piimka uvedenych vlastnosti je vyznaéns vlastni pfimka,
je ziejmé. ‘ ‘

Necht tedy obracen& je p vyznaéna vlastni piimka. Je-li p e A, véta plati.
Predpokladejme tedy, Ze p none A. Pata kolmice z tézisté 7' simplexu na p je
z¥ejms vlastni vyznadny bod simplexu; oznaéime-li jej P, je P e A. Nevlastni
bod @ pHmky p je vyznaény nevlastni bod, ktery nelezi v /1. Tim je dikaz pro-
Veden.
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Pozndmka. Obdobné lze popsat mnozinu viech vlastnich vyznaénych linedr-
nich prostort dimense k, 0 << k << » pomoci bodi z A a nevlastnich vyznaénych
linearnich prostort dimense & — 1. .

7. Specidlni vyzna&né mnoZiny simplexu. Ve vété 19 jsme si ukazali, Ze té-
Zi8té simplexu je vyznaény bod. V tomto odstavei najdeme jiné vyznacdné
mnoziny simplexu a uvedeme jejich vlastnosti.

Véta 23. Ke kaZdému simplexu v E, existuje prdvé jedna (n — 1)-koule,*
kterd prochdzi vSemi jeho vrcholy (opsand (n — 1)-koule). Jeji rovnice v bary-
centrickych souradnicich je

n+1

‘ 2 ei%i%; =0, (7,1)

i, 9=1

oo

jejt stied je bod S = (94, Gozs - - > Jo.ns1)?) @ polomér r = V— 20410' Neobsahuje

Zadny vnitini bod simplexu.

Dukaz. Véta plyne ihned z véty 14 a z faktu, Ze Cislo ]/—— g——"j’« je kladné

jakozto ¢tverec vzdalenosti bodd S a O;. Zavér vyplyva ze (7,1) a ze;; = 0,
e; > 0 pro ¢ = 4.

Poznamka I. Z nezavislosti bodu S na permutacich vrchola a na isometric-
kych transformacich plyne, Ze S je vyznaény bod (snadno to také plyne z vé-
ty 18).

Poznamka II. MuZeme ted pomoci mnoziny vSech vyznaénych bodia
simplexu a opsané (n — 1)-koule popsat mnozinu vSech vyznaénych nadrovin
simplexu. Nadrovina = je totiZz vyznaéna tehdy a jen tehdy, je-li jeji pdl vzhle-
dem k opsané (n — 1)-kouli vyznadny (vlastni nebo nevlastni) bod. Podobné to
Ize uéinit pro kazdou vyznaénou reguldrni kvadriku simplexu.

Vé&ta 24. Necht m je pfirozené &islo, m < m — 1. Exzistuje jedind kvadrika,
ktera se dotykd kaZdé m-dimensiondlni stény simplexu v E, v té£isti této stény.%)
V barycentrickych soufadnicich je jeji rovnice

n+1 n+1
(”l+1)zx§"_(zxi)2=0: (772)
v 1 t=1

jeji stied je v téZisti simplexu.

Dukaz. Predpokladejme, Ze takova kvadrika existuje; necht ma v bary-
centrickych soufadnicich rovnici nil a;xx; = 0. Snadno se zjisti, Ze vlastnost
této kvadriky, Ze se dotykd kailéé 1m-dimensionéplni stény simplexu v jejim

4) Viz odst. 5.

5) Cisla goos Goi» 4 jsou zavedena v odst. 2 prvni asti.
§) T8zitém stény Oy, Oy, ..., Oy ., rozumime t8%i&t8 t&chto vreholi.
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t&%i8ti, je ekvivalentni s tim, Ze pro kazdou takovou podmnozinu M+ mnoZziny
M ={1,2,...,n + 1}, kterd ma m + 1 prvkd, a pro kazdé 1 e M., plati

. zaik =0.
] ) kentmyy ‘ )
Protoze je 1 < m < n — 1, plyne odtud snadno, Ze pro ¢ + j je a; = a,
a; = — ma, a + 0. To vSak ihned dava (7,2). Ze tézists simplexu je sttedem

kvadriky (7,2), plyne z faktu, Ze polarni nadrovinou t&Zité vzhledem ke kvad-
rice (7,2) je nevlastni nadrovina.

Pozniamka. Kvadriky (7,2) prom = 1,2, ..., » — 1 jsou navzdjem homo-
tetické a homotetické i s kvadrikou téhoz tvaru pro m = 0. Tato kvadrika
prochézi viemi vreholy simplexu a nazyvé se Steinerova opsand kvadrika (nebo
Steinerav opsany elipsoid, nebot viechny kvadriky (7,2) prom = 0, ..., n — 1
jsou eliptického typu), kvadriky (7,2) pro m > 0 Steinerovy vepsané kvadriky
(elipsoidy). Mnoziné kvadrik tvaru (7,2) pro m >> — 1 budeme ¥ikat Steineriv
systém kvadrik.

Véta 25. V simplexu existuje jediny bod L té vlastnosti, Ze soudet étvercit jeho
veddlenostt od (n — 1)-rozmérnygjch stén je minimdini. V barycentrickyjch soutad-
nicich je L = (g11, Go9> -+ Int1,n+1); N02Yvd se Lemointw bod simplexu. Je vidy
vnitfnim bodem simplexu.

Dukaz. Necht P = (p1, Pes - -+ Pny1) je vlastni bod. Pak soudet &tverch jeho
vzdalenosti od stén w; = x; = 0 je podle (3,12)

2
S P, w) = — _f‘__z_p_ — _ 4J_+(~ 4 )292;1— S
o o 2(;}9;)21'—1 Gii 229“‘ 21291'1‘ (z:pi)z ’

Prvni séitanec je v3ak soudet ¢tverch vzdalenosti pro Lemointv bod. Druhy je

[podle nerovnosti (Da.b,)? < Da? >b% pro a; = V|gul, b: = ﬁi—l, nebot ¢;;
‘ ¢ ¢ ¢ : Gsi
jsou nenulové ¢isla téhoZ znamenj (— 1)» podle (4,3) a (4,5)] stale nezaporny,
dokonce kladny pro P # L. Odtud plyne véta. Ze L je vnit¥ni bod, plyne ze
(4,3) a (4,1).
Poznimka. Obdobnd lze dokdzat zndmou vétu, 7e t&7ist8 simplexu je bod,
pro ktery je soudet étverci jeho vzdalenosti od vrcholit minimalni.

Vé&ta 26. Pro kaZdy simplex v E,, existuje prdvé jeden vnitini bod V, ktery md od
vdech (n — 1)-rozmérngjch . stén simplexu stejnou vzddlenost; je to st¥ed vepsané
(n — 1)-koule, t. j. (n — 1)-koule, kterd se dotykd (n.— 1)-rozmérnyjch -stén sim-
plexu a obsahuje (kromé dotykovych bodw) jen vnitini body simplexu. V bary-
centrickych soutadnicich je V = (vy, ..., Unyy), ¥; = Vlg—,,l, rovnice vepsané
(n — 1)-koule je :

(Zvi)z(ex:&) - 2Zvi(e”x) in + [(ewv) + fA|] (zﬂci)2 =0, . (7,3)
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jeji polomér

(7,4)

Dukaz plyne snadno z (3,11) .

Poznamka. Obdobng se zjisti, Ze celkem existuje pro simplex v E, nejvyse
27 bodi, které maji od vSech (n — 1)-rozmérnych stén stejnou vzdilenost. Jsou
to (pfi vyjadreni v barycentrickych soufadnicich a pii v, = Vi—g},—,i) ty body

V(s;,..‘,e,.,u) = (€1V1, €a¥s «+vs €py1¥ni1) >, &= =+ 1,

které jsou vlastni (t. j. pro néz Sew; + 0). ProV(, . ., =V to jsou stiedy

t. zv. pfipsanych (vné vepsanych) (n — 1)-kouli.

V nasledujici vété zobecnime pro simplex definici isogonalné sdruzenych
bodl a ve vétach 28 a 29 dokaZeme zobecnéni jejich vlastnosti, znamych z geo-
metrie trojtihelnika.

Véta 27.7) Necht bod P neleZi na Zddné (n — 1)-rozmérné sténé simplexu. Pak
existuje pravé jeden bod Q, ktery md tuto vlastnost:

Jsou-li w, w' libovolné rizné (n — 1)-rozmérné stény simplexu, pak nadroviny
v, resp. v, ze svazku nadrovin uréeného w, ', prochdzejici body P resp. @, jsou
sdruzené v involuci ve svazku (w, '), kterd md jako samodruzné nadroviny pilici
whel nadrovin w, w’.

Jsou tedy uhly nadrovin vy, w a v,, o' stejné. Je-li v barycentrickych soufadni-
cich P = (P1> Pas -+ s Pns1)s Q= (91 Q25 -+ Qn+1)’ pla’ti pro o * 0

ePigi = Jui - (7,5)

Body P, Q se nazjvaji isogondlné sdruZené.

Dukaz. Budiz ddn bod P = (py, ..., Ppsy), Pi + 0 pro s =1,...,n + 1,
a predpokladejme, Ze existuje takovy bod @ = (qy, ..., ¢,1), Ze vyhovuje prvni
¢asti véty. Existuje index 1 tak, Ze ¢; & 0; necht j 3 4. Pro stény w = z; = 0,
o =x; = 0jevp = px; — px; = 0, vg = q;x; — ¢x; = 0. Snadno se zjisti, ze
obé nadroviny, pilici tthel nadrovin o, o', jsou tvaru z,}/|g;;] & =,)/[g:| = 0.
Ponévadz vp a vo patii do involuce uvedené ve vété, je

(pix: — pa;)(@%: — qa;) = “(xiVl_gJ'—:il + xiVl—g—ii—l)z + ﬁ(x.VEZI - vam)z .
Odtud pig; = (x + B)|gul, Pig; = (& + B)|gsl; protoe p,g; + 0, je & + f 5 0
((x__*_l)‘; (vzhledem k (4,3) a (4,5)) plati (7,5) pro indexy ¢ a j. Av8ak
7 byllibovolny index rizny od 7, plati tedy (7,5) pro¢ = 1, ..., n + 1. Obrdceng
Ize snadno zjistit, Ze bod @ definovany (7,5) skute¢né vyhovuje podmince véty.

a pro p =

) Ve vétach 27—30 predpokladédme, Ze n > 1.
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Poznamka. Z (7,5) vyplyvé, Ze bod je sém k sobé isogondlné sdruZen
tehdy a jen tehdy, je-li nékterym z bodd Vi, ..., » z predchozi poznimky,
t. j., je-li stiedem vepsané nebo pfipsané (n — 1)-koule (piipadné smérem;
ve vétach 27 a 28 nerozlidujeme vlastni a nevlastni body). Je také ziejmé
z (4,1) a (7,5), Ze isogonélné sdruzené body lezi ve stejnych poloprostorech
vytatych vidy jednou (n — 1)-rozmérnou sténou. Specidlné jsou oba nebo
Z4dny vnitinim bodem simplexu.

Vé&ta 28. Isogondlné sdruZené body (pokud alespor jeden z nich je viastni) jsou
védy dvojict (pFip. splyvajict) ohnisek rotaénich kvadrik, dotykajicich se vdech
(n — 1)-rozmérnyjch stén simplexu.8)

Dikaz je zaloZen na této vété, kterou zde nebudeme dokazovat:

Rotadni kvadrika (v nadrovinovych barycentrickych soufadnicich, dudlnich
k bodovym) s ohnisky P = (py, Dgs -+, Pns1)s @ = (¢15 G - - - §n41) MA tvar

n+1 nil ‘n+1

Z gis€is — 0 21 piéi Zl 9:£; =0

3,5=1
nl n+1

a obricené, kaZda rovnice tohoto tvarus ¢ + 0 a > p; + 0 nebo > gq; + 0
1=1 1=1 X

je rovnici rotaéni kvadriky s ohnisky P, Q.
n4+1
Je tedy nutnd a postadujici podminka, aby kvadrika > «;;&,& = 0 byla
2,5=1
rota¢ni s realnymi ohnisky P = (p,), @ = (¢;) a aby se p¥i tom dotykala viech
(n — 1)-rozmérnych stén, aby

X =¢gu—epg: =0, 1=1..,n+41,
20 = 2055 — o(pig; + Pig:) pro i * .
Odtud a z (7,5) plyne véta 28.
Véta 29. Necht P je vlastni bod, ktery melei .na Zddné (n — 1)-rozmérné sténé
simplexu. Oznalme ji’, t=1,...,n+ 1, body, soumé’mé’ sdruzené s bodem P

3
vzhledem ke sténdm simplexu w; = x;, = 0. JestliZe body R leZt v nadroving, pak ué
nelezi v linedrnim prostoru menst dimense a smér kolmy k této nadroviné je isogo-

ndlné sdruteny (nevlastnt) bod s bodem P. Jestlife body R melet v nadroviné, pak
1 n+1l .

stied (n — 1)-koule opsané simplexu R, ..., R je isogondlné sdrufeny bod s bodem P
(vzhledem k pavodnimu simplexu). .
- Dukaz. Lehko se zjisti, Ze body R maji v barycentrickych souiadnicich

tvar
[

B = (9:ipy — 29uDi, 9:iP2 — 2912Dis + -5 JiiPnv1 — 2§i,n41D:) >

8) Rotaéni kvadrika je kvadrika, k ni% existuje vlastni pfimka tak, Ze kaZdé nadrovina
k této pfimce kolmé protind kvadriku v (n — 2)-gféfe se stfedem na této pfimce. Ohniska
jsou body, z nichZ teény kuZel obsahuje absolutni kvadriku.
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kde

nil

P = (P, PoeeosPrss)s PiF0(E=1..,n+1), zlp,. 0.

i n+1
Predpokladejme nejprve, Ze body R lezi v n&jaké nadroving » = > pa, = 0.
221
Potom plati pro k =1,2,...,n + 1:

n+1

nil
Frx 2 Vili — 2P Zlgik)’i =0,

=1

¢ili
n+1 gkk n:l
iwYi = 5 — iPi - 7,6
ingVt 20, glyp (7,6)
Nadrovina » je vlastni, t. j. levé strany rovnic (7,6) nejsou vesmés rovny nule.

n+1

Tedy Z y:p; #+ 0 a podle (3,4) a (7,5) je isogonalné sdruZeny bod @ s bodem P
=1

nevlastni bod v kolmém sméru k nadroviné ». Odtud rovnéz plyne, Ze takové

nadrovina v prochézejici viemi body R je jedina.

Necht nyni body R nelezi v zadné nadroviné; potom bod @, isogonalné sdru-
zeny s P, je vlastni: kdyby byl nevlastni, pak by fadky matice |g;;p; — 29,/
souradnic bodd R byly linedrné zavislé (po nasobeni 7-tého fddku L a seCtent,

2

podle (2,15 d)), a tedy by byly linedrné zavislé i sloupce ve sporu s tim, %e body
R nelezi v nadroviné. Pfimym vypodtem podle vzorce (2,9) za pouziti (2,15)

se zjisti, Ze vzdalenosti bodu @ od bodi R jsou si navzajem rovny, t. j. bod @
1 n+1 :
je stfedem (n — 1)-koule opsané simplexu R, ..., R.

Z vét 19, 25 a 27 plyne ihned véta:

Véta 30. T'¢%i8té a Lemointw bod simplexu jsou body isogondiné sdrufené.
Zavérem této ¢asti bych podotkl, Ze pomoci véty 18 miZeme tvofit libovolns
mhoho vyznaénych bodu simplexu, na pt. bod

Cy = (C1,Cas oy Cayr) , Kde ¢, = e, Oy = (c}, €5 ..., ch,1) atp.
J

Nékteré takové body jsou (obecné) linedrné nezavislé, ngkteré jsou vidy linedr-
né z4vislé, na pf. bod Cy a body D = (dy, ..., dyyy), D' = (dy, ..., dy,1), kde
di = Dej, d; = 3 eyeq, lezi vidy v piimee (nebo dokonce splyvaji).
J kk;:ll
Lze déle definovat algebraické vyznaéné body simplexw tak, Ze to jsou body
o barycentrickych soufadnicich o,(ey;), kde ¢4(&;;) jsou homogenni polynomy
v &, s celymi koeficienty, vyhovujici podmince ve v&té 17. Tak na pi. tézisté,
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Lemoinuv bod, stted opsané (n — 1)-koule, body C,, C,, D, D' z pfedchoziho
odstavce a vB8echny body, které z nich vzniknou isogondlni transformaci,
jsou body, které maji za o;(&;) homogenni polynomy s celymi koeficienty.
Tuto problematiku zde jiz nebudeme rozsifovat. Je zajimavéjsi studovat speci-
alni simplexy, coz udinime ve treti ¢asti.

Peswme
TEOMETPUS CUMIIJIEKCA B E, 11

MHUPOCIIAB ®UNJIEP, (Miroslav Fiedler), IIpara.

(IToctynuio B pepakuuio 20/XI 1954 r.)

B nacrosauzeit Bropoit wacti paGoTH, 1epBaA 4acTh KOTOPOI Gblia 0my6InKo-
BaHa B mypHase Casopis pro péstovani matematiky 79 (1954), 297—320,
npesie Bcero faerca Mg m > 0 LeJI0ro onpejesieHyne IOHATHA JONYCTHMOIO
oTo0paeHus M-ro MOPAAKA B eBKIMZOBOM n-MepHOM mnpocrpancrse E,. 9ro
TaKoe oTobpaskeHue @, KOTOpoe BCAKOM ynopanodeHHo# cucreme m + 1 Toder
A,,A,, ..., Ay, n3 E, craBur B cooTBeTcTBHE HEKOTOpOe MHOkecTBO ¢(4,,
Ay ...y Apyy) 3 E, (1. e. u3 E,, TONOTHEHHOT0 HeCOGCTBEHHEIMM TOYKAMU)
Tak, uto ecau T’ ects M30MeTpuUueckoe oTobpasenue K, To

¢(TA,, T4y, ..., TApy)) =T (4, 4y, .. Anyy) -
Ecau, panee, X — ¢urcupoBannas cucrema m + 1 touex 4,, 4,, ..., Apmyy

us E,, 1o mHOmecTBO Touek M C K, HasmBaerca u36paHHBIM MHOKECTBOM OT
Z', ecin CyIIecTByeT JONYCTHMOe OTofGpaskenue @ m-ro MOPAAKA TaK, 4TO

M=gd,4,..A

s 060l IepecTaHOBRM iy, ..., G, UHAEKCOB 1, ..., m + 1. Ilox usGpaHHEM
MHOKECTBOM CHMMIIJEeKCa MBI IOHUMaeM M30paHHOe MHOKECTBO €ro BepIUNH.

im+1)

B paGore ganee msyuaercs MHOMKECTBO BCeX COOCTBEHHEIX M30PAHHBIX TOYEK
(T. e. mBOpAHHKIX OJHOTOYEYHKIX MHOKECTB) CUMILIeKca B K, M okassBaercs,
4r0 OHO obOpasyer amHeliHoe mnpocTpaHcTBo / 006pasoBaHHOE CJIeNyIOIIUM
obpasom:

I'pynna aBromopdusmoB cummiaékca Z (T. e. I'Pynma TeX M30MeTPUYECKHX
otobpamenuit B E,, npn KoTophx MHO#xecTBO BepummH O, ..., 0,,, cuMIIeKca
ocraercA 6es mMaMeHeHMs) U30MOpPEA HEKOTOPOH IpymIe HepecTaHOBOK WH-
mercoB 1,...,m + 1, Tark Kak.Kamjoe orobpaskeHue 7' B3a¥MHO OJHOBHAYHO
COOTBETCTBYET TePeCTAHOBKE 1%y, ....1,,; Tako#, uro 70y = O, . OGosnHauum
gepes 7'y HEHTD TAMECTH MHOMKECTBA TeX BepIIMX OT X, KOTOPLIe OTMedYeHBI MH-
AeKcaMu’ OXHOM CHMCTEMH TPaHSUTUBHOCTH S, YIOMSAHYTOR IPYNIB IE€PECTaHO-
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Bok. Torma A Gymer nmHelHBIM mpocrpaHCTBoM, ofpasoBaHHEM Beemn 7',
JJIA BCEX CHCTEM TPAHBUTHMBHOCTU S,.

B nocaexymomux reopeMax n3yd4aeTcsa MHOMKECTBO HECOGCTBEHHBIX B0 PAHHEIX
TOYeK, COOCTBEHHBIX M30pDAaHHHIX NIPAMHX U U36PAHHBIX IMIEPIIOCKOCTEI.
JJIs1 MOMTHOTHL M B LEJIAX MCIOJIb30BAHWA B TpeThell 4acTM HpPHUBOLATCH He-
KOTOpHIe N30 paHHEe TOYKM 1 N30 paHHbIe MHOMKECTBA, ABIAIONINECA 00001eHIeM
HEKOTOPHIX N30 PAHHEIX (3BaMeyaTeJbHBIX) TOYEK TPeYroJdbHIKA, U 00CYHAA0TCA
ux cBoiicrBa. B 3akmodenne ucciaegyerTcd M130rOHAJIBHOE CPORCTBO B CUMILJIEKCE
U JIOKa3EIBAETCA, MEY IPOYMM, YTO UB0rOHAIBHO CONPAAEHHbIe TOUKN ABJIA-
1orcA GorycaMy IMIepPKBAJpNK BpallleHUs, Kacalonmxcsa Beex (n — 1)-MepHBIX
rpéﬂeﬁ CHUMILIIeKca.

Summary
GEOMETRY OF THE SIMPLEX IN E, (2nd part)

MIROSLAV FIEDLER, Prague.
(Received November 20, 1954.)

In the present paper (first part is published in Casopis pro péstovani mate-
matiky 79 (1954), 297—320) we begin with the definition of an admissible
mapping in the Euclidean n-space E,. We say that ¢ is an admissible mapping
of degree m (m > 0 an integer) in E, if for every ordered set of m 4 1 points
Ay, .. Ap e B, (4, ..., 4,,,) is a subset of B, (i. e. B, completed with
improper points) such that, for every isometric mapping 7' of ¥,

@(TAy, ..., TAp) =T g(Ay, ..., Apsy) -

Let X be a set of fixed points 4,, ..., 4,,,, « E,. We say that aset M c E,, is
a distinguished set of X' if there exists an admissible mapping ¢ of degree m
such that
M=qpd,,...A; )

for every permutation 4;, ..., ¢,,,, 0f 1, ..., m + 1. A set is a distinguished set of
a simplex in £, if it is a distinguished set of its » 4 1 vertices.

Theorems 16—20 show that the set of all proper distinguished points (i. e.
distinguished one-point-sets) of the simplex is a linear space A formed the
following way:

The group of all automorphisms of the simplex (i. e. the group of all isometric

transforms in B, preserving the set of all vertices O, ..., O, of the simplex) is
isomorphic to a permutation group of indices 1, ..., n + 1, since for every such
transform 7' there exists exactly one permutation iy, ..., ¢,,, such that 70, =

= 0,,. Let us call transitivity systems of the vertices the sets S, of those ver-
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tices of the simplex whose indices belong to one of the transitivity systems of
the permutation group. Then A is the linear space generated by all the centres
of gravity T', of the transitivity systems S, (theorem 20).

In the following theorems the sets of all improper distinguished points, pro-
per distinguished lines, and distinguished hyperplanes are studied. For the sake
of completeness and for the use in the third part some special distinguished
points and distinguished sets are mentioned.

Finally the isogonal relationship in the simplex is studied. In theorem 28 is
proved that isogonally associated points are foci of hyperquadrics of rotation
touching all the faces of the simplex.
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