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Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 80 (1955)

CHARAKTERISACE TETIVOVYCH A TECNOVYCH MNOHO-
UHELNIKT

LADISLAV KOSMAK, Praha.
(Doslo dne 2. listopadu 1954.) k DT: 513.192

-V préci jsou nalezeny nutné a dostateéné podminky pro to, aby
n = 4 bodu v roving leZelo na kruZnici a aby se n pfimek dotykalo
kru¥nice. Podminky jsou vyjadfeny jednoduchymi ihcidenénimi vzta-
hy; nejduleZitéj§im pojmem v t&chto uvahich je pojem t. zv. ortho-
centrické pifmky, prifazené skupiné étyt piimek, jejiz Zddné tii ptimky
neprochézeji tymZ bodem a kterd obsahuje nejvySe jednu dvojici
rovnobé&Zek. — Véty, dokdzané v této praci, maji aplikace p¥i studiu
jisté specidlni kiivky, jak bude uk4zano ve spoleéné prici ing. dr
F. SepLAKA a autora.

Je zndmo, Ze pruseciky vySek étyi trojahelnikd, uréenych vidy tfemi pfim-
kami éty¥stranu*), lezi na téze pfimee; budeme ji nazyvat orthocentrickd primka
&tyfstranu. Obecnéji plati: Je-li v roviné dano n pfimek (n = 4), z nichZ Zadné
dv& nejsou rovnob&iné a z4dné tii neprochézeji tyms bodem, pak orthocentra
vSech trojuhelniki tvofenych témito piimkamilezina jedné piimce pravé tehdy,
kdyZ viechny dané piimky se dotykaji téze paraboly; pfimka, na niz lezi ortho-
centra, je Fidici pfimkou této paraboly. — Obé tyto véty pochazeji od STEINERA
(Ges. Werke 1, str. 128, 134). Poznamenejme, Ze prvni z nich se nejjednoduse;ji
dokazZe dvojim pouzitim této véty: Jsou-li na pfimce dany tii navzijem ruz-
né body 4,, 4,, A, a jsou-li pro i = 1,2, 3 a,, a; piimky takové, ze a,| a;
a %e a;, a; neprochézeji bodem A; a prochizeji kazdé jednim ze zbyvajicich
danych bodu tak, Ze @, prochazi bodem A,, a, bodem A4; a a; bodem 4,, .
pak priseéiky dvojic pfimek

(pl, Pz) s
(P2 Ps) >
(Ps, 1)

leZi na téze primce. — Toto tvrzeni snadno plyne z vét o stejnolehlosti troj-
thelnikd. :

*) Cty¥stranem zde rozumfme skupinu &tyt piimek, z nich¥ ¥4dné dv8 nejsou rovno-
b&Zné a £4dné t¥i neprochdzeji jednim bodem.
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yrvre

Definici orthocentrické pfimky nyni rozsifime na pripad skupiny étyi pii-
mek, z nichz zadné ti'i neprochazeji tymz bodem a pravé dvé jsou rovnobéiné;
orthocentrickou pfimkou takové étvefice pfimek budeme rozumét kolmiei spus-
ténou na rovnobézky z priseéiku zbyvajicich dvou piimek. Kromé toho pro
jednodussi vyjadfovani zavedeme tyto nazvy: prusecik kazdych dvou z libo-
volné skupiny piimek v roviné nazveme vrcholem té skupiny a spojnici dvou
jejich vrcholu, kterd do ni nepatii, budeme rikat diagonala dané skupiny.
Nyni plati:

By U VP

Obr. 1.

Véta I. Necht body A,, A,, A,, A, nejsou vrcholy rovnobéénika a necht Zddné tis
z mich neleél na téte piimce. Pak tyto body le£t na kruZnict prdvé tehdy, kdyz ortho-
centrickd primka libovolné skupiny P Sty¥ primek s vrcholy v téchto bodech budto
prochdzt praseétkem diagondl té skupiny, na nichE po dvou leZt dané Etyti body,
anebo, neprotinaji-li se tyto diagondly, je s nimi rovnobé&nd.

Dukaz. I. Necht body A4,, 4,, A5, A, lezi na kruznici k. RozliSujme t¥i
moznosti.

a) Body 4,, 4,, 43, A, jsou vrcholy lichobéZnika. Pak je tvrzeni zfejmé,
nebot tétivovy lichobéZnik je rovnoramenny.

Muzeme tedy piedpokladat, Ze skupina P je &tyfstran. Pak jsou mozné dva
pripady.

b) Priiseéik diagonal, na nichz lezi dané étyfi body, lezi uvnitf étyfahelnika
s vrcholy A4,, 4,, 4,, A,. Je-li v tomto étyFahelniku pii nékterém vrcholu
pravy thel, je tvrzeni opét zfejmé; neni-li tomu tak, jsou viecky body oznacené
v obr. 1 navzajem razné a plati (viz obr. 1):

AACP~AN C AP~ N\ A,B,P~ A B,A,P,
nebof tyto trojihelniky maji stejné velky thel pfi vrcholu P a kromé toho
X PAC, = X PCA;=4in — X A)4,4, =% — L 4,434, = X PB, A, =
' = < PA,B, .

Plati tedy

C,P:AP = A,P:B,P= A, :A4,B,,
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a jezto
“ A A10101 ~A BzozAs ,

je
- a':—IS:Z:;—I;=6'1—01:1‘13—02-
Pri tom
{P0101= <PA302,
takze

A PC,0, ~ A P4,0,,

a jezto sobé odpovidajici strany jsou rovnobézné a oba trojuhelniky maji spo-
leény vrehol P, lezi body P, O,, O, na téze piimce.

c¢) Prisecik diagonal, spojujicich vidy dva z danych bodi, lezi vné &tyi-
thelnika 4,4,4,4,. Podle b) je trojihelnik 4,0,4, homologicky s trojihelni-
kem A,0,A4,; jejich odpovidajici si strany se protinaji v bodech 03, O,, P’,
které podle Desarguesovy véty lezi na p¥imce. Jeito body Oy, O, jsou body
orthocentrické piimky daného étyfstranu a bod P’ piislu§ny prisecik jeho
diagonal, je tim véta dokazana i v tomto poslednim pripadé.

II. Dokéazeme nyni, Ze podminka, o niz jsme pravé zjistili, Ze je nutna pro to,
aby body A4,, 4,, 4,, A, leZely na kruZnici, je také postadujici.

To se pouzitim druhé ze Steinerovych vét citovanych na za¢atku snadno do-
kaze v pripadé, Ze jeden z bod 4,, 4,, 45, A,leii uvniti trojihelnika s vreholy
ve zbyvajicich bodech. Kdyby totiz orthocentricka pfimka skupiny P procha-
zela piislu$nym prisedikem diagonal, musela by fidici pfimka paraboly, uréené
primkami skupiny P jako teénami, prochazet vnitikem této paraboly. — Kromé
toho si ¢tenar snadno sam provede jednoduchy diukaz v pfipadé, Ze body
A, A, A,, A, leii na dvou rovnobézkach.

Predpokladejme tedy, Zé body A4,, 4,, 4,, A, nelezi na kruZnici, Ze &tyi-
thelnik s vrcholy v téchto bodech je konvexni a Ze P je étyFstran. V§imnéme si
nejprve piipadu, Ze pruseéik D piisludnych diagonal skupiny P lezi uvniti étyf-
thelnika A,4,4;4,. Necht je oznadeni voleno tak, Ze pfimky 4,4, a 4,4, jsou
diagonaly skupiny P. Bez ujmy obecnosti budeme predpokladat, Ze uhel pfi
vrcholu 4, trojihelnika 4,4,4, je tupy.

Opi$me trojahelniku 4,4,4, kruznici k a necht 4, je jeji prasesik s pfimkou
A,4,. Vedme nyni v trojahelniku 4,4,4, vrcholy 4, a A, rovnobéiku s pro-
t&j8i stranou tohoto trojihelnika a oznalme B,, B, prusetiky téchto pfimek
s diagonalou 4,4,. Déle vztyéme kolmici A, v bodé 4, na pfimku 4,4,
a h, v bodé 4; na pfimku 4,4, Aspoii jedna z piimek 4,, h, protne pfimku
A,A,; protne-li ji jen jedna, je mékterd z piimek A,4,, 4,4, kolmi na
diagonédlu 4,4 ,; dejme tomu, Ze je to piimka A4,4,. Orthocentrum trojihelnika
tvoreného piimkami 4,4,, 4,4,, A,4, lezi potom na p¥imce 4,4, a je rizné
od bodu D, nebot jinak by bylo 4,4; | A;4,a body 4,, 4,, 4,, A, by lezely
na kruznici. Orthocentrum trojahelnika tvoieného pfimkami 4,4,, 4,4, A4,
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vSak nelezi na piimce 4,4,, takie v tomto pfipadé orthocentrickéd piimka
skupiny P nemizZe prochazet bodem D.

Miuzeme tedy predpokladat, Ze obé piimky k,, b, protnou pfimku 4,4,, a to
h, v bodé H, a h, v bodé H,. Jeito neni 4,4, | A,4,, je bod H, rizny od B,
a H, rizny od B,. Podrobny rozbor jednotlivych moznosti polohy bodu vzhle-
dem k bodum 4, B,, B,, H,, H, vede nyni k vysledku, ze v Zddném pfipadé
nemize orthocentricka primka skupiny P prochazet bodem D. Tyto uvahy jsou
sice zdlouhavé, aviak velmi snadné, a proto upoustime od jejich vykladu.

Zbyva pripad, Ze se diagonaly skupiny P protinaji vné ¢tyrahelnika 4,4,4,4,.
Pak zcela obdobnym zptsobem jako v prvni ¢asti dikazu pouzitim Desargue-
sovy véty lze ukazat, Ze prochézi-li orthocentrickd primka takové skupiny
pruseéikem D diagonal, prochazi i orthocentrickd primka té skupiny d&tyt
primek s vrcholy v danych bodech, jejiz diagonaly se protinaji uvniti étyi-
thelnika, priseéikem jejich pFislusnych diagondl, coz je nemozné.

Vé&ta 2. Jsou-li ddny body A,, A,, ..., A, (n = 5), z nichZ Zddné tFi nelefi na
pFimce, pak existuje usporddand skupina n — 3 &wefic téchto boda, kterd md tyto
vlastnosts:

a) kaZdd Gtvefice kromé pront md s piedchdzejict t¥i spoleéné body;

b) Zddnd z nich neobsahuje vrcholy rovnobéinika;

¢) kaZdy z danyjch bodi, patfi do nékteré Stvefice.

Dukaz se provede tplnou indukei. Spravnost tvrzeni se snadno ovéii pro
n = 5. Je-li pak n > 5 a predpokladame-li, Zze véta 2 plati pro n — 1 boda
Ay, A, ..., A,_,, stadi k usporddané skupiné n — 4 Stvefic, kterd je jim prFi-
Tazena podle véty 2, pfipojit jako posledni tu ze dvou étvetic, jez podle prvniho
kroku dikazu odpovidaji skupiné péti bodi skladajici se z posledni ¢tvetice
usporadané skupiny odpovidajici bodim 4,, 4,,..., 4,_, azbodu 4,, ktera
obsahuje bod 4,.

Vé&ta 3. Je-li n prirozené islo, n = 5, pak n boda, 2 nichZ Zddné tFi nele#t na
pFimee, let na kruZnici prdvé tehdy, kdyZ pro kaZdou z n — 3 Ctvefic, které jsou
danym n bodam pFirazeny podle véty 2, plati, Ze orthocentrickd pFtmka libovolné
skupiny Cty¥ primek, kterd md vrcholy v bodech této Etvefice, prochdzt priseéikem
diagondl té skupiny, na nich% leZi body této Etvefice anebo, neprotinaji-li se, je
8 ntmi rovnobéing.

Dikaz. Véta 3 bezprostiedné plyne z véty 1 a 2.

Definice. Skupina n = 4 pfimek se nazyva teénova, pravé kdyz viechny
jeji pfimky se dotykaji téze kruznice.

Vé&ta 4. Skupina Cty¥ pFimek, z nich% £ddné t¥i neprochdzeji tymZ bodem a nejvys
dvé jsou rovnobéiné, je teCnovd prdvé tehdy, kdyZ plati: Sestrojime-li osy dvojic
riznobéZek této skupiny tak, aby Zddnd meprochdzela vnitFkem jednoho z komvex-
nich dtvard, omezenych vdemi pfimkams skupiny, pak orthocentra vsech trojihel-
ntka, tvofengch témito primkamsi, leZi na téZe pFimee. (Viz obr. 2.)
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Dikaz. I. Necht skupina étyf pfimek spliiuje pfedpoklady véty 4. Tvrzeni
véty 4 zfejmé plati v ptipad®, Ze dand skupina je soumérnd podle osy, ktera
jeji ptimky bud neprotind nebo protina ve vrcholech skupiny; neni-li tomu
tak, je snadno patrno, Ze zadné tii osy, sestrojené podle véty 4, neprochéazeji
tymz bodem a #4dné dvé z nich nejsou rovnobéiné. Trojuhelnik tvoieny té-
mito pfimkaminazveme vyznaény, jsou-li pfimky jeho stran osami Ghld (vnéj-
§ich nebo vnit¥nich) p¥i vrcholech nékterého trojuhelnika, tvofeného danymi
pfimkami. Priseéiky vySek vSech vyznaénych trojuhelnikt ziejmé lezi ve
stfedu 8 kruZnice, jiZz se dané pfimky dotykaji. Déle si uvédomme, Ze Styi-
thelnik omezeny zminénymi osami dvojic riznobéiek dané skupiny, které
prochizeji dvéma dvojicemi protéjsich vrchold dané skupiny, je tétivovy;
o tom se lze snadno presvédéit vypodtem jeho thli.

V&imnéme si nyni, Ze kazdy &étyfstran tvofeny osami definovanymi ve véts 4
budto je tétivovy nebo obsahuje vyznaény trojahelnik. Z toho podle véty 1
snadno plyne, Ze orthocentrické piimky vSech téchto Gtyistrant prochizeji
bodem 8§, coz v8ak neni mozné jinak, neZ Ze viecky tyto pfimky splyvaji.

II. Neni-li skupina étyt primek, z nichz zadné tii neprochézeji tymz bodem
a Zadné dvé nejsou rovnobéiné, teénova, je snadno patrno, Ze zadné tii pra-
setiky vySek vyznadénych trojihelnikti nelezi na piimce. Obsahuje-li dana
skupina dvojici rovnobézek, zjistime, Ze orthocentra obou vyznaénych troj-
ahelnikt uréuji ptimku raznou od spojnice prusediktt dvojic os, které se proti-
naji pod pravym tuhlem. .

Véta 5. Je-li dina skupina n = 5 pFimek, z nichZ Zddné t¥i neprochdzejt tymz
bodem, pak existuje usporddand skupina n — 3 Ctvefic téchto primek takovd, Ze
plati:

a) kaZdd Gtvefice kromé pront md s pfedchdzejict tFi spoleéné pFimky;

b) kaZdd z danyjch primek patFt do nékteré étvefice;

c) v kaZdé étverict jsou nejvys dvé rovnobétky.

Dikaz této véty se snadno provede tplnou indukei zcela obdobné jako u
véty 3.

Z véty 4 a 5 ihned plyne

Véta 6. Skupina n = 5 pFimek, z nich? Zidné t¥i neprochdzeji tgmZ bodem, je
teénovd pravé tehdy, kdyZ kaZdd z Ctvefic pFimek, které jsow ‘jt pFifazeny podle
véty 5, spliiuje podminku véty 4.

Pozndmka. V&imnéme si, Ze ve ¢tyfstranu praseéiky téch os (sestrojenych
podle véty 4) dvojic pfimek, které prochazeji protéjsimi vrcholy, lezi na pfimce.
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Pesome

XAPAKRTEPU3AIINA MHOT'OYT'OJIbBHNKOB, OBPASOBAHHBIX
XOPJAMHU N KACATEJIbHBIMI OKPYHHOCTH

JIAIMCJIAB KOCMAHK (Ladislav Kosmék), ITpara.

(ITocrynuno B pepakmuio 2. XTI. 1954 r.)

WaBectHO, 9TO TOYKM IepecedeHMA BBHICOT YeTHIpPeX TPEYTOJbHUKOB, 00paso-
BaHHBIX CTOPOHAMHU TIOJIHOTO YeThIPeXCTOPOHHMKA, JIeRAT HA TPAMOIL; 8Ty NpA-
MYI0 MEI Ha3BIBAEM 0pPMOYEHMPULECKoll nPAMOL 9eTHpeXCTOPOHHNKA . [TaBHEM
pesyapTaToM Hacrosmeil paboT ABIAIOTCA CIeAYIONIe JBe TeOpeMHI:

1. Yembipe mouku 6 nAOCKOCMU, KOMODbE HE AeHCAM 6 BePULUHAL HUKAKO20
napassesoepamme WAl mpaneyuy U u3 KOmopuxr HUKGkUue MpPU He JAexwcam Ha
00HOTL npAMOTL, KeHcam HA OKPYHCHOCMU Mmo20a U moabko mo2da, ecall opmo-
YEHMPUNECKAS NPAMASL RPOUIBONBHO20 YEMbIPELCTNOPOHHUKA C 6ePULUHAMU 8 IMUL
MOYKax nPoxoOUm uepes MOUKU nepecedenus mex e2o 0uazonasell, KA KOMOPHLT

seoscam Danmble uempipe MOUKU WAL , €CAU OHU HeNnePeceKaomcs, OKa NAPaiiesbHa
um.

2. Uemuvipe npamvie, 00pasyoujue 4emvipercmoOPOHHUE, KACAIOMCA OKDPYHC-
HoCmMu mo20a U Mosbko mQeda, ecAu 0OPMOYEHMPbL 6cex MPeYeosbHUK08, 06pa3o-
BAHHBIL GUCCEKMPUCAMU BHEUWHUL Y2a08 (M. e. meX, Komopbie He codepucam 6HY-
MPEHHOCMb GLINYKA020 HUEMBIPETY204bHUKE, 02PAHUYEHH020 OGHHVIMU RDAMbL-
Mu) 06pa30sanHbIL NAPaAML OAKHBIT NPAMBIT, AHCAM KA 00HOL NPAMOL.

ABTOp OKaBBIBAET BTH yTBEP:IEHUA B HECKOJBKO (oiee ofmem Buge u 06-
oblaer NX Ha cayd4ail # > 4 TOYEK M NPAMEIX.

Résumé

UNE CARACTERISATION DES POLYGONES INSCRIPTIBLES ET
CIRCONSCRIPTIBLES

.

LADISLAV KOSMAK, Prague.
(Regu le 2 novembre 1954.)

Les orthocentres des quatre triangles formés des droites d’un quadrilatére
complet sont situés sur la droite qu’on appelle droite orthocentrique de ce quadri-
latére. Les résultats fondamentaux de ce travail consistent en deux théorémes
suivants:
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1. La condition nécessaire et suffisante pour que les quatre points donnés dans
un plan dont nuls trois n’appartient & une méme droite et qui ne sont les sommets
&’ aucun parallélogramme ou trapéze soient situés sur une circonférence est que la
drotte orthocentrique de tout quadrilatére complet avec les sommets dans les points
donnés passe par le point d’intersection des diagonales de ce quadrilatére qus
joignent les points donnés ou, st ces diagonales ne se rencontrent pas, qu’elle soit
paralléle avec elles.

2. La condition mécessaire et suffisante pour que quatre droites du plan dont
nulles trots ne se coupent & un méme point et nulles deux me sont paralléles sotent
tangentes & une circonférence est que les orthocentres de tous les triangles formés
des bissectrices des angles extérieurs (c’est-a-dire n’ayant pas de points communs
avec Uintérieur du quadrilatére convex formé des quatre droites données) formées
des droites données se trouvent sur une drotte.

L’auteur démontre ces théorémes et en donne des généralisations.
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