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Casopis pro pEstovani matematiky, rot. 99 (1974), Praha

O KRIVKACH MAXIMALNI DELKY

MiLosLAY NEKVINDA, Liberec

(Doslo dne 4. listopadu 1971)

OZNACEN({

C(a,b) mnozina viech spojitych funkci v intervalu (a, b)

d(f, a, b) délka k¥ivky K o rovnici y = f(x),a < x < b

V(a,b) mnoZina viech funkei f e C(a, b) s konetnou variaci

M(a, b) mnotZina t&h funkci f € V(a, b), jejichZ graf ma maximalni délku

b
Vf variace funkce f v intervalu {a, b)

u Lebesgueova mira

1. EXISTENCE KRIVEK MAXIMALNI DELKY

Je znamo, Ze exitsuje neklesajici spojitd funkce f v intervalu <0, 1>, f(0) = 0,
f(1) = 1, pro niZ plati d(f, 0, 1) = 2. Vezm&me napf. Cantorovu mnoZinu (diskon-
tinuum) A4 < €0, 1). Je-li (a, b) sty¥ny interval této mnoZiny, definujme f(x) =
= (a + b)/2 pro x € (a, b). V bodech mnoZiny 4 dodefinujme f tak, aby byla spojitd
v €0, 1). Je zfejmé, Ze f je neklesajici v €0, 1, f(0) = 0, f(1) = 1, d(f,0,1) = 2.
Méné trivialni je nasledujici tvrzeni.

Véta 1.1. Existuje funkce f téchto vlastnosti:

1. fje spojita a rostouci v 0, 1);

2.7(0) = 0, (1) = 1;

3.d(f,0,1) = 2.

Ditkaz tohoto tvrzeni byl podén v [1]. Spo&iva v konstrukci posloupnosti {f,}

spojitych rostoucich funkei v intervalu <0, 1), £,(0) = 0, f,(1) = 1, jejichZ grafy jsou
lomené &ary, pfiem? plati:
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L fo(x) =x,0sx=1;

2. Je-li dana funkce f,, pak Ghlovymi body (tj. body, v nichZ m4 prvni derivace
nespojitost a dale body (0, 0), (1, 1)) funkce £, jsou jednak tihlové body funkce f,
a dale body leZici uprostfed mezi dv€ma sousednimi Ghlovymi body funkce f,. Pfitom
Iomené &ry jsou konstruovany tak, aby byl splnén vztah

d(f,0,1)>2 -1
n

Snadno lze pak ukézat, Ze posloupnost {f,} je stejnom&rn& konvergentni v intervalu
<0, 1) a Ze funkce f(x) = lim f,(x) spliiuje poZadavky véty.

n— oo
Je zfejmé, Ze Ize vétu 1.1 formulovat obecngji:

Véta 1.2. Nechf a, b, c, d jsou libovolnd redlnd &isla, a < b. Pak existuje funkce
[ téchto vlastnosti:

1. f je spojitd a monotdnni v intervalu {a, b);

2. f(a)= c’f(b)= d;
3.d(f,a,b)=b—a+|d - |

JestliZe ¢ % d, lze vlastnost 1 zesilit takto:

1'. f je spojitd a ryze monotdnni v intervalu {a, b).

Definice 1.1. Necht kfivka K je grafem funkce fe V(a, b), a < b. Rekneme, Ze
K md maximdlni délku v intervalu {a, b), jestliZe plati

(1.1) d(f,a,b)=b—a+\b’f.

Symbolem M(a, b) oznaéme mnoZzinu viech funkci f € V(a, b), pro n¥Z plati (1.1).

Poznimka. V daliim budeme obvykle uZivat réeni ,,funkce f ma maximéalni délku
v {a, b)>* misto formulace uvedené v definici. Je zfejmé, Ze pro libovolnou funkci

b
feV(a, b) plati vztah d(f,a,b) £ b — a + Vf. Tim je odiivodn&n pojem funkce
maximalni délky. a

Lemma 1.1. Nechf a < ¢ < d £ b a necht f € M(a, b). Pak fe M(c, d).

Lemma 1.2. Nech? a < b < ¢ a necht fe M(a, b), fe M(b, c). Pak fe M(a, c).

Dikaz obou lemmat je trivialni.

Véta 1.3. MnoZina M(a, b) je hustd v C(a, b).
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Dikaz snadno plyne z véty 1,2 a lemmatu 1.2, nebof mnoZina vSech spojitych
funkci v {a, b), jejichZ grafy jsou lomené &ary, je hustd v C(a, b).

Poznadmka. V&u 1.3 Ize formulovat ostfeji: mnoZina viech funkci maximalni
délky v <{a, b), jeZ nejsou konstantni v Zadném intervalu I = {a, b), je husta
v C(a, b).

2. VLASTNOSTI FUNKCI MAXIMALNI DELKY

Da se dokézat, Ze funkce f, zkonstruovana v ditkazu véty 1.1, neni absolutné spo-
jita. Pozdé&ji uvidime, Ze libovoln4 nekonstantni funkce maximalni délky neni abso-
lutné spojita. Nyni zavedeme kvantitativni charakteristiku absolutni nespojitosti libo-
volné funkee f € V(a, b).

Necht f € V(a, b), necht x € {a, b). Necht M, je &iselnd mnoZina spliiujici n4sle-
dujici dvé& vlastnosti:

(i) 0eM,;
(ii) necht ¢ > 0. Pak ¢e M, <>k libovolnému & > O existuje pfirozené &islo n
adislaa; by, i = 1,2,...,n, pro n& plati

(2.1) aga <b;La,<by,<...£a,<b,Zx;

(22)

M:

(b —a;)<9d;

i=1

(23) 3 17(6) ~ () 2 2.

i=1

Je zfejmé, Ze M, je neprazdna, shora omezeni &iselni mnoZina (élslo V f je jeil
horni hranici); je-li ¢ € M, a ¢, € €0, &), pak ¢; € M,.

Definice 2.1. Necht f € V(a, b). Funkci
(24) r(f,a,x) = supM,, xe<a,b)

nazveme redukovanou funkci k funkci f v intervalu {a, b).

Lemma 2.1. Funkce r(f, a, x) je spojitd a neklesajici v <a, b, r(f, a,a) = 0;
r(f, a, x) = 0 pro x € {a, b) <> f je absoltuné spojitd v {a, b).

Lemma 2.2. Nechta < b < c. Pak plati
r(f’ a, x) = T(f, a, b) + r(f’ b, X) pro xe <b: C> d

Tvrzeni obou lemmat plynou bezprostfedné z definice 2.1.
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Lemma 2.3. Necht a < b, nechf'I je interval, I = {a, b). Pak f je absolutné spojitd
v I prdvé tehdy, je-li funkce r(f, a, x) konstantni v I.

Dukaz. Tvrzeni je bezprostfednim dasledkem lemmat 2.1 a 2.2.

Necht U je mnoZina, jejiZ prvky jsou koneénd sjednoceni intervalt (otevfen}"ch,
polootevienych, uzavienych), patficich do <a, b) a prazdnid mnoZina. Ziejmé& plati:

AeA=>AeUA(A =<{a, by ~4); A4,e¥U, i=12,..,n=>

=U4;eA, NA4e¥U.
i=1 i=1

A je tedy algebra mnoZin. Bude-li nutno zduraznit, Ze zdkladni mnoZinu algebry A
je interval <a, b), oznacime ji symbolem A(a, b). Rekneme, Ze systém {4;}7-, mno-
7in z U je skoro disjunktni (resp. Ze A;, 4,, ..., 4, jsou skoro disjunktni), nemaji-li
Z4dné dv€ mnoZiny A4;, A;, i # j systému spoleCnych vnitfnich bodd.

Necht f e V(a, b), necht A € A(a, b) a necht § > 0. Polozme

(2:5) V(0. 1, 4) = sup (0, 3 |1(b) ~ f(an)])

kde a;, b;, i = 1,2, ..., n probihaji viechny kone¢né mnoZiny &isel, pro néZ plati
(1) Ik = <ak9 bk> < A’ k= 19 29 cees Iy
(i) systém {I,};-1 je skoro disjunktni,

@ St <5

Je zfejmé, Ze V(9, f, A) je (pro danou f a dané A € A(a, b)) neklesajici nezdporna
funkce argumentu é € (0, + o). Cislo

(2.6) vi(A) = V(b — a, f, A)
nazyvame variaci funkce f na mnoZing A4 e A. Ziejm& v(<a,x)) =V f pro xe
e<a, b). é
PoloZme
(2.7 (f, A) = lim V(3, f, 4) .
-0+

Je ziejmé, Ze @(f, A) < v/(A). D4 se snadno dokéazat

Lemma 2.4. Nechf A;€ W(a, b), i = 1, 2 jsou skoro disjunktni, necht f € V(a, b).
Pak plati

o(f 4, v 4,) = ¢(f, 4)) + ¢(f, A4) .
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Definujeme funkci ¢(f, a, x) vztahem

(28) .« of,a,x) = ¢(f, <a,x)), xe<a,b).

DokazZeme, Ze plati

Lemma 2.5. Necht fe V(a, b). Pak plati r(f,a,x) = ¢(f,a x)' pro viechna
x € {a, b).

Dikaz. Nechf x € <a, b). Je-li f absolutn& spojita v {a, x), pak ziejm& ¢(f, a, t) =
=r(f,a,t) =0, te<a,x). Nechf tedy f neni absolutné spojitd v {a, x). Pak
(lemma 2.3) r(f, a, x) > 0. Necht ¢ je libovolné &islo, 0 < & < r(f, a, x). DokaZeme,
Ze ¢(f, a, x) 2 e. Vzhledem k definici mnoZiny M, mame & € M, a tedy k libovolnému
8 > 0 existuje konetn4 mnoZina &isel a;, b;, i = 1,2, ..., n, spliiujici vztahy (2.1) aZ
(2.3). To viak znamens, Ze V(5,f,<a,x)) 2 e Tedy lLimV(s,f,<a,x)) =

-0+

= ¢(f, a, x) 2 . ProtoZe ¢ lze volit libovolng blizké k r(f, a, x), jest ¢(f, a, x) =
2 r(f, a, x). Nyni dokéZeme, Ze ¢(f, a, x) < r(f, a, x). Necht r, je libovolné &islo,
r, > r(f, a, x). Sta&i dokazat, Ze ¢(f, a, x) < r,. ProtoZe r; ¢ M,, existuje 6 > 0
tak, Ze pro libovolna &isla a;, b;, i = 1,2, ..., n, pro n&Z plati (2.1), (2.2), plati téz

Y |£(8) — f(a;)] < ry. To viak znamena, Ze V(5, f, <a, x») < r; atedy ¢(f, a, x) =
i=1

= lim V(4, £, {a, x)) < r;. Tim je tvrzeni lemmatu dokazéno.
3-0+

Lemma 2.6. Nechf fe V(a, b), g € V(a, b). Pak pro vSechna x € {a, b) plati
f+g,a,x) < r(f,a,x) + r(g,a,x).

Dtkaz. Necht § > 0. Ziejm& plati V(3,f + g, <a, x)) < V(9, f, <a, x)) +
+ V(5, g, <a, x)). Pfechodem k limit& pro 6 - 0+ s pouZitim lemmatu 2.5 dostane-
me hledané tvrzeni. - ’

Lemma 2.7. Nechf f, je spojitd neklesajici (nerostouci) funkce v {a, b, i = 1, 2.
Pak pro vSechna x € {a, b) plati

r(fl +f2’ a:x) = r(fl’ asx) + "(fz, a’x)‘

Dikaz. Vzhledem k pfedchozimu lemmatu stati dokézat, 7e r(fy + f,, a, x) =
2 r(f1, a, x) + r(f2, a, x) pro x € {a, b). Pro uréitost predpokladejme, %e f, i f,
jsou ob& neklesajici pfipad, kdy f,, f, jsou ob& nerostouci, Ize vySetfit analogicky).
Pfedeviim je zfejmé, Ze nerovnost plati pro x = a. Nechf tedy x € (a, b). Necht V;
jsou libovolna &isla, pro néZ plati ¥; < ¢(f, a, x), j = 1, 2. Pro libovolné § > 0 tedy
plati V; < ¥(8, f}, <a, x)), j = 1, 2. Existuji &sla a}, b}, i =1,2,...,n, a a2, b?
k=1,2,..,n;, pro n& asgal<blgai<bjs..=Zd <b<x
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i (bl—al)<sa i |f®)) — fi(a))| > v}, j = 1,2. Zifejm& existuji &isla a, b,
;1 1,2,...n, a §»=‘;1 <b,£a,<b,<...2a,<b, Sx, i(b‘ - a;) < 29,
pfiemZ ke kaZdému j=1,2 a i =1,2,..., n; existuje ke{1'=21 .., n} tak, Ze
(a{, b’) c {a, byy. Je ziejmé (f; jsou neklesajici), Ze Z |£i(b) — fi(a; )| 2
2 Z 1£i(b1) = fi(ad].

Tedy Zlfx(b;) +£2(b) — (fi(a) + f2(a)| 2 Z(fl(bl) —fi(a)) + Z (f2(bs) —

—fz(a )) > V; + V,. To znamena, 7e V(26, f1 +f2, {a, x)) >V, + Vz, z &hoz
pfechodem k limit& pro 6 — 0+ dostaneme ¢(f, + f,, a, x) = V; + V,. Vzhledem
k volb& V;, ¥, mame podle lemmatu 2.5 r(f, + f, a, x) = r(f}, a, x) + 1(f,, a, x).

Lemma 28. Necht f, g, f — g jsou spojité, neklesajici (nerostouci) funkce
v<{a, b). Pak pro viechna x € {a, b) plati

f—g,a,x)=r(f,a,x)—r(g,a,x).

Dukaz. Podle lemmatu 2.7 plat, r(f, a, x) = r(f — g, a, x) + (g, a, x).

Lemma 2.9. Nech? f € V(a, b), necht c je libovolné redlné ¢islo. Pak pro vsechna
x e {a, b) plati
r(cf, a, x) = ]clr(f, a, x) .

Dikaz. Sta&i se pfesvédcit, Ze V((S,'cf, <a, x)) = |c|V(3, f, <a, x)).
Lemma 2.10. Nech? f € V(a, b). Polo¥me

(2.9 v(x) =Vf, xe<a,b).
Pak pro vSechna x € {a, b) plati

vy, a,x) = r(f, a, x) .

Dukaz. I. Doké4Zeme, Ze r(f, a, x) < r(v,, a, x) pro x € {a, b). Toto tvrzeni viak
snadno plyne ze vztahu v (y) — v{(x) 2 |f(») — f(*), a S x <y < b.

II. Nyni ukaZeme, Ze r(f, a, x) 2 r(vy, a, x) pro x € <a, b). Pro x = a je tvrzeni

zfejmé. Nechf x € (a, b), necht & a J jsou libovoln4 kladna &isla. Pak existuji &isla
a; by, i = 1,2, ..., n, splitujici podminky (2.1), (2.2) a podminku

V(5, vy, <a, X)) — & < z::l(v,(b,) —va)).
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Ke kaZdému i = 1,2, ..., n existuji &isla ¢, d}, j=1,2,..,n;, a; S cd<d <

Sca<dyS...sc,<d b, vib)— va;) —¢eln < j f(d) = f(c})|. Z¥ej-

m¢ systém & intervalt (c}, d}y, j=1,2,...,n,i= 1,2, J,= rll je skoro disjunktni

a 12 (dj — ¢j) < 6. To znamena, Ze V(3,f,<a,x)) ;il illf(d}) = f(c))| >
5 -

> Zn: (vAb) — viay)) — & > V(8, vy, <a, x)) — 2e. Pozadované tvrzeni vyplyvé z po-

sleld=nliho vztahu pfechodem k limité pro é — 0+, nebotf ¢ je moZno volit libovoln&

malé.

Lemma 2.11. Nech? f e V(a, b), nechf v, je definovand vztahem (2.9). Pak plati
d(vs, a,b) = d(f, a, b).

Dtikaz. Je obdobny ditkkazu lemmatu 2.10.
Disledek. f e M(a, b) prdvé tehdy, jestlize v, € M(a, b).

Véta 2.1. Nechf f € V(a, b). PoloZme

rix) =r(f,a,x), xe<da,b).
Pak plati
Hry, a,x) =ry(x) pro xe<a,b).

Dikaz. Vzhledem k lemmatu 2.10 Ize pfedpokladat, Ze f je neklesajici v {a, b).
Predeviim je zfejmé, Ze r(ry, a, x) < ry(x) pro x € <a, b). Stadi tedy dokazat, Ze
r(ry, a, x) = ry(x). Pro x = a je nerovnost zfejma. Necht x € (a, b), necht ¢ > 0.
Existuje 4 > 0 takové, Ze plati

@) 5€(0, 4) = V(5, f, <a, x)) < ry(%) + % .

Zvolme 8, € (0, 4). Pak existuje skoro disjunktni systém intervald {,};-, takovy, Ze
plati

(ll) Z”(Ik) < 51 s vf(UIk) > rl(x - f:—,
k=1 k=1 2

kde v, je definovéana vztahem (2.6). Oznaime E = ( I, E; = {a, x) — E. Ze vztahii
k=1
(), (ii) vyplyva: je-li {J,}r1 libovolny skoro disjunktni systém intrevald, J, < E;,

k=12..,m Y uJ) <4 -6, pak
k=1
(iid) v(UJ) <e.
k=1
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To znamen4, 7e V(4 — 6,,f, E;) < ¢ a tedy ¢(f, E,) < ¢ (¢ je definovana vztahem
(2.7)). Dokéazeme, Ze plati

(iv) v (E) Se.

Nechf v, (E,) > &. Pak existuje skoro disjunktni systém intervald {J;}r=y, J =
={ap by < E;, k=1,2,...,m, Y (r(b) — ri(a)) = e+ &, & > 0. ProtoZe
k=1

pro kazdé k = 1,2, ..., m jest ry(b,) — ry(a,) = @(f, {as, b.)), existuje (pro kazdé
k=1,2,..., m) skoro disjunktni system intervala {I}}%,, I} = <ap by, j =

=1,2,...,n, Z I < (4 = 8,)|m, Z v (I%) > ry(by) — ri(a) — & [m. Je ziej-
i=1 i=1
mé, Ze systém intervald {If} i=12,..,m, k=1,2,...,m je skoro disjunktni,

I < Ey, Z/‘(Ik) <4-93;a ”f(I?') > Y (ri(bs) — ri(a) — &y = &, coi je ve
kj k=1

sporu s (111) Tedy plati (iv).

JelikoZ plati (r, je neklesajici) r,(x) = v,,({a, x)) = v,,(E) + v,,(E,), mame podle
(iv) v,,(E) 2 r(x) — &. Tim je dokazano, Ze plati: k libovolnému J, € (0, A) existuje
skoro dlsJunktm systém intervald {I,}i-y I, = a,x), k =1,2,...,n, pro n&z
Zp(lk) <6y, Y v,(I) = ryx) —e To viak znamend, Ze V((Sl, ry, <a, x)) =

1

g rl(x) — & Pro 8; » 0+ dostaneme vzhledem k libovolnosti ¢ ¢(ry, <a, x)) =
= r4(x). Podle (2.8) a lemmatu 2.5 vyplyvé z posledni nerovnosti r(r,, a, x) 2 r4(x).
Tim je véta dokazana.

Disledek. Necht fe V(a, b). Pak funkce Vf— r(f, a,x) je absolutné spojitd
v<{a, b).

Dukaz. Nechf x € {a, b). Oznaéme v(x) = V f, r,(x) = r(f, a, x). ProtoZe funkce

v, 1y, Uy — 1y jsou neklesajici v (a, b), vyplyva z lemmatu 2.8 vztah (v, — ry,
a,x) = r(vy, a, x) — 1(ry, a, x). Jezto r(vy, a, x) = r(f, a, x) = ry(x) (lemma 2.10)
a r(ry, a, x) = ry(x) (véta (2.1), jest r(v, — ry, a, x) = 0 pro x € {a, b). Z lemmatu
2.1 pak vyplyva, Ze funkce v, — r, je absolutné spojita v {a, b), coZ jsme m&li dokazat.

Necht f je spojitd a neklesajici v <a, b). Bud déno déleni D intervalu <{a, b):
a=xy<%x; <..<x,=>b Oznalme A4;=(x; f(x)), i=0,1,...,n k, =
= (f(x) = fic))|(xi — xi-1), ;= arctgk;, I, =0(4i-1,4), i=12,..,n
Necht L= L(D) je funkce, jejimZ grafem je lomena &ara s Ghlovymi body 4;, i=
=0,1,..., n. Necht a € (0, n/4>; necht &; = &,(9, «) respektive &, = S,(D, «) je
mno¥ina téch ie{l,2,...,n}, pro n& plati k; <tga respektive k; > cotga;
nechf €3 = G3(D, @) = {1,2,...,n} — S; — &,. Plati
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Lemma 2.12. Nech? f je spojitd a neklesajici v {a, b) a necht f € M(a, b) (viz de-
finici 1.1). Necht « € (0, n|4). Pak k libovolnému ¢ > 0 existuje 5 > 0 tak, %e plati:

je-li ® libovolné déleni intervalu {a, b), pro né% plati
(® d(L,a,b)> b —a+f(b) — f(a) — 9,
pak Y I, <e.

i€©,

Dikaz. Pfedpokladejme opak. Pak existuje ¢ > 0, Ze pro libovolné § > 0 existuje
d&leni D intervalu <{a, b) takové, Ze je splnéna podminka (i) a

(i) Ylh=¢2c¢.

ie®s3

Zvolme 6 = ¢ (cos a + sina — 1). Necht D je d&leni, spliiujici podminky (i), (ii).
ProtoZe f ma maximalni délku v kaZzdém intervalu {x;_,, x;>, i = 1,2, ..., n, mame
Y d(f, x;- 1, %) = Y, I;(cos a; + sin a;). JelikoZ pro x e {a, w[2 — a) plati cos x +
ie®S;3 ieS3

+sinx 2 cosa + sina a a,€<a, n[2 — a) pro i€ S;, dostaneme Y. d(f, x;y,

ieS3
x;) 2 Y I{cosa + sina) = g;(cosa + sina). Z toho vyplyva, Ze d(f,a,b) =
n ieS3
=Y d(f,xi-p,x) 2 Y, d(fyXi—y,x;) + gy(cosa +sina) a tedy Y LS
i=1 ieS1uS2 eG1US2

< Y d(f,x;-1, x;) S d(f, a, b) — gy(cos & + sin«). Z posledniho vztahu a ze
ieG1uG2
vztahu (i) vyplyvad d(L,a,b)= Y L+ Y]
ie®1US:2 [
- 1), tj. (e, 2¢) d(L,a,b)=<d(f,a,b) — elcosa + sina — 1) = d(f, a, b) -5,

coZ je spor s (i). Tim je lemma dok4zano.

< d(f, a, b) — g(cos a + sin a —

Vita 2.2. ‘Necht f(€)V(a, b). Pak f e M(a, b) prdvé kdy? pro viechna x € {a, b)
plati x
nf,a,x)=Vf.

Dukaz. Lze pfedpokladat (Ilemma (2.10), Ze f je neklesajici. V tomto p¥ipadé je
V f = f(x) — f(a) a jelikoZ f(x) — r(f, a, x) je téZ neklesajici, pfejde podminka v&ty
v ekvivalentni podminku

(i) \ r(f,a,b):f(b)—f(a).

1. Ditkaz postatitelnosti. Necht plati (i), necht ¢, & jsou libovolna kladna &isla. Pak
existuji &isla ay, by, i = 1,2, ..., n pro néZ plati

(i) afa,<bfa,<by<..=5a,<b,=b, Y(by—a)<5é,
i=1

3060 = 1(a) > 56) = (@) .
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Necht
(lll) As AL, Bl; A2a BZ’ L] Am Bn’ B

jsou body grafu funkce f: A = (a,f(a)), 4; = (a,f(a), B, = (bsf(b)), i=
=1,2,...,,n, B = (b, f(b)). Nechf L je funkce, jejimz grafem je lomena ¢4ra s thlo-
vymi body (iii).
Z 1(ii) vyplyva Z,l (45 By) zi;(f(b;) — f(a)) > f(b) — f(a) — & o(4, 4y) +
' + ZQ(B” Ai+1) + Q(B", B) > b - a— 5. Tedy d(f, a, b) ; d(L’ a, b) > b -
i=1
— a + f(b) — f(a) — & — §. Je#to ¢, 6 mohou byt libovoln& mal4, mame d(f, a, b) =
2 b — a+ f(b) — f(a), tj. fe M(a, b).
II. DokaZeme, 7¢ podminka (i) je nutna. Necht ¢, § jsou libovolna kladna &isla.
Necht a € (0, #/4) spliiuje podminky
(iv) (b-a)tga<e2, (f(b)—fla)tga <6.
Podle lemmatu 2.12 existuje 8, < 0 tak, Ze plati: je-li D libovolné dé€leni intervalu
{a, b), pak (ve shod& s oznadenim lemmatu 2.12) plati

(v) d(E,a,b)>b—a+f(b)—f(a)—51=>Zl,-<1s.
ieG3 2

Necht D je déleni spliiujici levou stranu implikace (v) Ztejmé plati (f je neklesajici)
Z (f(x)) = f(x-1) < (b — a)tga < 3¢ (podminka (iv)), z (F(x) = f(xi-y)) <

ieS;

< Z I; < 4 (podminka (v)) a tedy Z (f(x) = f(xi=y) < f(b) f(a) — e. Jelikoz
Z (J: — Xi—1) < (f(b) — f(a)) tg < s (vztah (iv)), méme V(4,f,<a, b)) 2
2 z (f(x,) — f(xi=1)) > f(b) — f(a) — &, tedy (vzhledem k libovolnosti &)

V(é f <a, b)) Z f(b) — f(a). JelikoZ & bylo libovolné kladné &slo, dostaneme
(lemma 2.5) r(f,a,b) = o(f, a, b) = lim V(4, f, <a, b)) = f(b) — f(a). ProtoZe
30+

plati r(f, a, b) < f(b) — f(a), je podminka (i) a tim i v&ta doké4zéna.

Disledek. Necht f e V(a, b), necht ry(x) = (f, a, x) pro viechna x € {a, b). Pak
r, € M(a, b).

Dukaz. ProtoZe je r, neklesajici, sta¥i podle véty 2.2 dokazat, %e r(ry, a, x) =
= ry(x) — ry(a) = r((x) (nebot r,(a) = 0), coz je tvrzenim véty 2.1.

Lemma 2.13. Necht f je absolutné spojitd v {a, b), necht g € M(a, b). Pak pro
vSechna x € {a, b) plati

x x *
a a a
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Diukaz. Zfejmé stadi dokdzat podminku pro x = b. Nechf ¢ > 0. Existuje 6 > 0
takové, Ze plati

() AeU(a,b), uA)<d=v/d)<e.

Podle v&ty 2.2 existuje 4, € A(a, b), u(4, < 8, v(4,) > \b’g — ¢ (v je definovana
vztahem (2.6)). Polozme A, = {a, b) — A,. ProtoZe plati (podmmka @) v(4y) <&,
mame v,(4,) > V f — & Zuvedenych vztahi vyplyva v, (4,) 2 v,(4,) — v,(4;) >
> \b’g — 2, vfa+g(A2) = vf(Az) - v,(4;) > Vf —2 a tedy v, (<a, b)) =
= v“g(Al) + vp44(ds) > V f+ V g — 4de. Protoze 3 Je libovolng malé mame
V(f+ g) = vs.,(Ka, b)) 2 Vf-:Vg ProtoZe plati V(f+ g) < Vf+ Vg, je

lemma dokazano.
Véta 2.3. Nech? f je absolutné spojitd v {a, b) a necht g € M(a, b). Pak plati
b
d(f + g,a,b) =d(f,a,b)+ Vg.

Dikaz. Podle lemmat 2.11 a 2.13 stac¢i vétu dokazat za pfedpokladu, Ze f, g jsou
neklesajici v {a, b). V tomto pfipadé ma tvrzeni véty tvar

d(f + g, a, b) = d(f, a, b) + g(b) - g(a) .

I. Necht D: a = xy < x; < ... < x, = b je libovolné déleni intervalu {a, b).
Oznatme 4, = (%, f(x:) + 9(x), A = (% f(x4))> k =1,2,...,n. Zfejm& plati
0(Ai-1, 4) < 0(Ai-1, A) + 9(x) — g(xe-1): k = 1,2, ..., n, z&hoZ vyplyva vztah
d(f + g, a, b) < d(f, a, b) + g(b) — g(a). Soutasn je zfejmé, Ze pro libovolné ne-
klesajici spojité funkce f, g v {a, b) plati

(2.10) d(f, u,v) < d(f + g, u,v) < d(f, u,0) + g(v) + g(u),

jestlize asu<v<h.

II. Nyni dokiYeme, Ze plati d(f + g, a, b) = d(f, a, b) + g(b) — g(a). Necht
¢ > 0. ProtoZe funkce f je absolutn& spojita v (a, b), existuje 6 > 0 tak, Ze plati:
je-li {J,}x=1 libovolny skoro disjunktni systém intervald, J, = {a, by, k = 1,2, ...
..., m, pak

0 Tum) <= Tel<e.
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ProtoZe g € M(a, b), existuji (podle véty (2.2) &isla a;, by, k = 1,2,..,n,a < ay <
<b;<a,<b,=...<a,<b, £ b tak, Ze plati

() Tbo-a)<s. Yo - o) > o(b) - o0)- o

Je zfejmé, Ze &islo 6 v podminkach (i), (ii) miZe byt libovoln& malé (napf. § < ).
Oznaime by = a, a,,, = b. Ze vztahu (2.10) vyplyva

(iif) éd(f + g, by, Gxi1) 2 2d(f bi, Gy 1) -

Jest d(f, a, b) = z d(f, ai, by) + Z d(f, by ak“) z (i) vyplyva Zd(f a, by) <
= Z {(b — a0 +f(bk) f(ak)} < ¢ + 6,tedy Zd(f: by, ay41) > d(f ab)—¢e—
- 5 z &ehoZ vzhledem k (iii) vyplyva

(iv) id(f+ g, by, agrq) > d(f,a,b) —e — 6.
k=0

Dale jest podle (2.10) d(f + g, a;, by) = d(g, as, by) > g(by) — g(ay), k = 1 2,.
z &ehoZ podle (ii) dostaneme

0 3407+ g, @ b) > a(b) — o(a) — 2.

Ze vztahu (iv), (v) vyplyvéa snadno, Ze d(f + g, a, b) > d(f, a, b) + g(b) — g(a) —
— 2¢ — 4. JelikoZ ¢, & lze volit libovoln& mal4, plati d(f + g, a, b) = d(f, a, b) +
+ g(b) — g(a), &imZ je potfebné tvrzeni dokézano.

Lemma 2.14. Nech? fe M(a, b). Pak plati
f)=0

pro skoro vSechna x € {a, b).

Dukaz. Oznaéime-li vf(x) = V f, x e {a, b), pak pro skoro vSechna x e {a, b)

plati |f'(x)| < vj(x) (dokonce |f'(x)| = v}(x) skoro viude v <a, b)). JelikoZ v, e
€ M(a, b) (disledek lemmatu 2.11), sta&i tvrzeni lemmatu dokazat za pfedpokladu, ze
f je neklesajici v {a, b). V tomto pfipadg je f'(x) = 0 skoro viude v {a, b). Polozme
fi(x) = [ f'(¢) dt. Funkce f, je absolutn& spojita a neklesajici v <a, b). Pfedpokla-
dejme, Ze f'(x) > 0 na mnoZin& kladné miry. Pak f,(b) > 0, z &noZ vyplyva
d(f, a, b) > b — a. JelikoZ f — f, je neklesajici v <a, b}, jest podle (2.10) d(f — f;,
a,b) £ d(f,a, b). Z véty 2.3 vyplyva d(f — fy, a, b) = d(f;, a, b) + f(b) — f(a)
a tedy d(f, a, b) > (b — a) + f(b) — f(a), coZ je spor. Tim je lemma dokazano.
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Lemma 2.15. Nechff € V(a, b). Pak pro viechna x € {a, b) plati

J' [f'@®|dt=Vf—-r(fax).

Diikaz. PoloZme fi(x) = [7|f'(t)| dt. Jest pro skoro viechna x € <a, b fi(x) =
= |f'(x)|. JelikoZ r(f, a, x) € M(a, b) (disledek vity 2.2), plyne z lemmatu 2.14
r(f, a, x) = 0 skoro viude v {a, b). PoloZme v/(x) = V£, x € {a, b). ProtoZe je

vj(x) = |f'(x)| skoro viude v <a, b), mame v)(x) — r'(f, a, x) = |f'(x)| skoro viude
v {a, b). JelikoZ funkce f; a funkce v/(x) — r(f, a, x) (disledek véty 2.1) jsou abso-
lutn& spojité v <a, b) a maji skoro viude v {a, b) stejné derivace, existuje konstanta C
takova, Ze plati f,(x) = v{(x) — r{f, a,x) + C, x € <a, b). Dosadime-li v tomto
vztahu x = a, dostaneme C = 0. Tim je lemma doké4zano.

Vita 2.4. Necht f € V(a, b). Pak f € M(a, b) prdvé kdy#

fi(x)=0
skoro viude v {a, b).

Dikaz. Nutnost podminky vyplyva z lemmatu 2.14. Necht tedy je f'(x) = 0 skoro
viude v <a, b). Pak fy(x) = [7(f'(t)dt = 0 pro viechna x € {a, b). Z lemmatu

2.15 pak vyplyva, Ze V f = r(f, a, x) pro viechna x € {a, b), coZ podle véty 2.2 zname-
a
n, %e f € M(a,b). Tim je véta dok4zéna.

Poznadmka. Funkce fe V(a, b) se nazyvé singulérni, jestlize f’(x) = 0 skoro
viude v <a, b). V&ta 2.4 tedy tvrdi, Ze f € M(a, b) pravé tehdy kdyZ f je singulérni
v {a, b).

Lemma 2.16. Nech? f je absolutné spojitd v {a, b). Pak

b
d(f, a, b) = J JI + f(x)] dx .
Dikaz. Je podéan v [2], str. 543.

Véta 2.5. Necht f e V(a, b) Pak plati
b b b
d(f, a, b) = J JIL+ ()] dx + V f = j 17/(9)] dx..

Dikaz. PoloZme fy(x) = 7 |f'(t)| dt, v{(x) = V f pro x € {a, b). Z lemmatu 2.15
vyplyvé, %e v/x) = r(f, a, x) + f,(x); funkce f, je absolutn& spojiti v <a, b) a
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r(f, a, x) € M(a, b) (disledek véty 2.2). Z lemmatu 2.11 a véty 2.3 nyni plyne
(@) d(f, a, b) = d(v;, a, b) = d(fy, a, b) + r(f, a, b).

Jelikoz r(f, a, x) € M(a, b), jest (véta 2.4) r'(f, a, x) = 0 skoro viude v {a, b) a tedy
|f'(x)] = vj(x) = fi(x) skoro viude v <{a, b). Podle lemmatu 2.16 médme
b b
@ e = [0+l ex = [ VI a.

Podle lemmatu 2.15 jest

(iif) r(f, a, b) = \:’f - Iblf’(x)l dx.

Dosazenim do (i) ze vztahi (ii), (iii) dostaneme tvrzeni véty.

Poznamka. Funkce maximalni délky byly vySetfovany z pon€kud jiného hlediska

v [1].
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Zusammenfassung

UBER DIE KURVEN VON MAXIMALER LANGE

MiLosSLAV NEKVINDA, Liberec

Es sei K eine Kurve, die durch die Gleichung y = f(x), a < x < b gegeben ist.
Es sei vorausgesetzt, dass f stetig im Intervall <{a@, b) und von beschrinkter
Schwankung ist. Von der Kurve K soll gesagt werden, dass sie von maximaler Linge

b

ist, wenn die Beziehung d(f, a, b) = b — a + Vf gilt, wobei d(f, a, b) die Linge
b a

der Kurve K und Vf die Schwankung der entsprechenden Funktion f im Intervall

{a, b) bedeuten. In der Arbeit werden die Eigenschaften von Kurven maximaler
Lénge untersucht. Es wird u. a. gezeigt, dass der folgende Satz gilt: Eine Kurve K ist
genau dann von maximaler Linge. wenn die ihr entsprechende Funktion f singular
ist.
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