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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 99 (1974), Praha 

O KŘIVKÁCH MAXIMÁLNÍ DÉLKY 

MILOSLAV NEKVINDA, Liberec 

(Došlo dne 4. listopadu 1971) 

OZNAČENÍ 

C(a, b) množina všech spojitých funkcí v intervalu <a, b} 
d(f, a, b) délka křivky K o rovnici y = f(x), a S x = b 
V(a, b) množina všech funkcí fe C(a, b) s konečnou variací 
M(a, b) množina těch funkcí fe V(a, b), jejichž graf má maximální délku 
b 

V/ variace funkce / v intervalu <a, fc> 
a 

fi Lebesgueova míra 

1. EXISTENCE KŘIVEK MAXIMÁLNÍ DÉLKY 

Je známo, že exitsuje neklesající spojitá funkce / v intervalu <0,1>, /(O) = 0, 
/(l) = 1, pro niž platí d(f, 0,1) = 2. Vezměme např. Cantorovu množinu (diskon-
tinuum) A c <0,1>. Je-li (a, b) styčný interval této množiny, definujme f(x) = 
= (a + b)j2 pro x e (a, b). V bodech množiny A dodefinujme/tak, aby byla spojitá 
v <0,1>. Je zřejmé, že / je neklesající v <0, 1>, /(O) = 0, /(l) = 1, d(f, 0,1) = 2. 
Méně triviální je následující tvrzení. 

Věta 1.1. Existuje funkce f těchto vlastností: 

1. /je spojitá a rostoucí V <0,1>; 
2. /(O) -= 0, /(l) = 1; 
3. d(/,<U) = 2. 

Důkaz tohoto tvrzení byl podán v [1]. Spočívá v konstrukci posloupnosti {/„} 
spojitých rostoucích funkcí v intervalu <0, l>,/„(0) = 0,/„(l) = 1, jejichž grafy jsou 
lomené čáry, přičemž platí: 
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i. f0(x) = x, o ^ x S i; 
2. Je-li dána funkce /„, pak úhlovými body (tj. body, v nichž má první derivace 

nespojitost a dále body (0, 0), (1,1)) funkce/„+1 jsou jednak úhlové body funkce/, 
a dále body ležící uprostřed mezi dvěma sousedními úhlovými body funkce/,. Přitom 
lomené čáry jsou konstruovány tak, aby byl splněn vztah 

4 f . , 0 , l ) > 2 - ! . 
n 

Snadno lze pak ukázat, že posloupnost {/„} je stejnoměrně konvergentní v intervalu 
<0,1> a že funkce/(x) -= lim/n(x) splňuje požadavky věty. 

n-+oo 

Je zřejmé, že lze větu 1.1 formulovat obecněji: 

Věta 1.2. Nechť a, b, c, djsou libovolná reálná čísla, a < b. Pak existuje funkce 
f těchto vlastností: 

1. f je spojitá a monotónní v intervalu <a, b}; 
2.f(a) = c,f(b) = d; 
3. d(f, a, b) = b - a + \d - c\. 

Jestliže c =# d, lze vlastnost 1 zesílit takto: 

V. f je spojitá a ryze monotónní v intervalu <a, b}. 

Definice 1.1. Nechť křivka K je grafem funkce fe V(a, b), a < b. Řekneme, že 
K má maximální délku v intervalu <a, b>, jestliže platí 

(1.1) d(f,a,b) = b~a + Yf. 
a 

Symbolem M(a, b) označme množinu všech funkcí fe V(a, b), pro něž platí (1.1). 

Poznámka. V dalším budeme obvykle užívat rčení „funkce/má maximální délku 
v <a, b>" místo formulace uvedené v definici. Je zřejmé, že pro libovolnou funkci 

b 

feV(a, b) platí vztah d(f, a, b) S b — a + Y f. Tím je odůvodněn pojem funkce 
maximální délky. a 

Lemma 1.1. Nechť a ^c < d ^ b a nechť feM(a, b). Pak fe M(ct d). 

Lemma 1.2. Nechť a < b < c a nechť fe M(a, b), fe M(b, c). Pak fe M(a, c). 

Důkaz obou lemmat je triviální. 

Věta 1.3. Množina M(a, b)je hustá v C(a, b). 
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Důkaz snadno plyne z věty 1,2 a lemmatu 1.2, neboť množina všech spojitých 
funkcí v <a, b>, jejichž grafy jsou lomené čáry, je hustá v C(a, b). 

Poznámka. Vetu 1.3 lze formulovat ostřeji: množina všech funkcí maximální 
délky v <a, ž>>, jež nejsou konstantní v žádném intervalu I cz <a, b>, je hustá 
v C(a9 b). 

2. VLASTNOSTI FUNKCÍ MAXIMÁLNÍ DÉLKY 

Dá se dokázat, že funkce/, zkonstruovaná v důkazu věty 1.1, není absolutně spo­
jitá. Později uvidíme, že libovolná nekonstantní funkce maximální délky není abso­
lutně spojitá. Nyní zavedeme kvantitativní charakteristiku absolutní nespojitósti libo­
volné funkce fe V(a9 b). 

Nechť fe V(a9 b)9 nechť x e <a, b>. Nechť Mx je číselná množina splňující násle­
dující dvě vlastnosti: 

(i) OeMx; 
(ii) nechť e > 0. Pak e e Mx o k libovolnému 5 > 0 existuje přirozené číslo n 

a čísla ai9 bi9 i = 1, 2,..., n, pro něž platí 

(2.1) a ^ a1 < bt ^ a2 < b2 S ... ^ an < bn g x ; 

(2.2) Z(6|-fl,)<í; 
i = i 

(2.3) tlfibd-fiadl^e. 
ť = l 

X 

Je zřejmé, že Mx je neprázdná, shora omezená číselná množina (číslo V/ je její 
horní hranicí); je-li z e Mx a et e <0, e>, pak ex e Mx.

 a 

Definice 2.1. Nechť/ e V(a9 b). Funkci 

(2.4) r(/, a, x) = sup Mx , xe <a, b} 

nazveme redukovanou funkcí k funkci f v intervalu <a, b>. 

Lemma 2.1. Funkce r(f9a9x) je spojitá a neklesající v <a, fe>, r(f9a9a) = 0; 
r(/, a, x) = 0 pro x e <a, b> ofje absoltuně spojitá v <a, b>. 

Lemma 2.2. Nechť a ^ 6 ^ c . Pafc p/ař/ 

r(/, a, x) = r(/, a, b) 4- r(/, b, x) pro x e <&, c> . 

Tvrzení obou lemmat plynou bezprostředně z definice 2.1. 
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Lemma 2.3. Nechť a < b9 nechťl je interval, I c <a, b>. Pak f je absolutně spojitá 
v I právě tehdy, je-li funkce r(f, a, x) konstantní v I. 

Důkaz. Tvrzení je bezprostředním důsledkem lemmat 2.1 a 2.2. 

Nechť 5Í je množina, jejíž prvky jsou konečná sjednocení intervalů (otevřených, 
polootevřených, uzavřených), patřících do <a, b> a prázdná množina. Zřejmě platí: 

_4e2í<=>^'e2í(A '= <a, b>-A); Ate9t9 i = 1, 2,..., n => 

=->LMie9I, n ^ e S t . 
i = l i = l 

31 je tedy algebra množin. Bude-li nutno zdůraznit, že základní množinu algebry 91 
je interval <a, b}, označíme ji symbolem <&(a, b). Řekneme, že systém {-4ř}i=i mno­
žin z 91 je skoro disjunktní (resp. že Al9 Al9 ..., An jsou skoro disjunktní), nemají-li 
žádné dvě množiny Ai9 Aj9 i 4= j systému společných vnitřních bodů. 

Nechť f e V(a, b), nechť A e 9I(a, b) a nechť d > 0. Položme 

(2.5) V(d,f9 A) = sup (0, t \f(bt) - f(aí)\) , 
i = l 

kde ai9 bi9 i = 1, 2,..., n probíhají všechny konečné množiny čísel, pro něž platí 

(i) Ik = <afc, bky c A, k = 1, 2, ..., n, 

(ii) systém {/*}£= i je skoro disjunktní, 

(iii) i n(ik) <s. 
k = í 

Je zřejmé, že V(<5,f, A) je (pro danou f a dané A e 2l(a, &)) neklesající nezáporná 
funkce argumentu 5 e (0, + co). Číslo 

(2.6) vf(A) = V(b-a,f,A) 
X 

nazýváme variací funkce f na množině A e 21. Zřejmě vf((a, x}) = Vf pro x e 
e <a, í>>. 

Položme 

(2.7) 0(L .4) = lim V(5,f, A) . 
a->o + 

Je zřejmé, že 0(f, A) ^ *v(-4). Dá se snadno dokázat 

Lemma 2.4. Nechť At e $í(a, b), i = 1, 2 Jsow skoro disjunktní, nechť fe V(a, b). 
Pak platí 

<KMi u ^2) = #(/> ̂ 1) + <K/> ^2) • 
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Definujeme funkci <p(f, a, x) vztahem 

(2.8) , - K / a , x ) = ^(/,<a,x», xe<a,b>. 

Dokážeme, že platí 

Lemma 2.5. Nechť fe V(a, b). Pak platí r(f, a, x) = <p(f, a x) > pro všechna 
x e <a, by. 

Důkaz. Nechť x e <a, b>. Je-Ii/absolutně spojitá v <a, x>, pak zřejmě (p(f, a, t) = 
= r(f, a, ť) = 0, t e <a, x>. Nechť tedy / není absolutně spojitá v (a, x>. Pak 
(lemma 2.3) r(f, a, x) > 0. Nechť e je libovolné číslo, 0 < e < r(f, a, x). Dokážeme, 
že <p(f, a, x) — e. Vzhledem k definici množiny Mx máme e e Mx a tedy k libovolnému 
5 > 0 existuje konečná množina čísel ah bh i = 1, 2,..., n, splňující vztahy (2.1) až 
(2.3). To však znamená, že V(S,f, <a, x » = e. Tedy lim V(S,f, <a, x » = 

= <p(f> a, x) ^ e. Protože e lze volit libovolně blízké k r(f, a, x), jest cp(f, a, x) ^ 
^ r(f, a, x). Nyní dokážeme, že q>(f, a, x) ^ r(f, a, x). Nechť rt je libovolné číslo, 
r t > r(f, a, x). Stačí dokázat, že q>(f, a, x) íg r±. Protože rx £ Mx, existuje ó > 0 
tak, že pro libovolná čísla ai9 bi9 i = 1, 2,..., n, pro něž platí (2.1), (2.2), platí též 

n 

Z |/(M "" /( a /) | < ri- To však znamená, že V(<5,/, <a, x » ^ rx a tedy q>(f, a, x) = 
i-=l 

= lim V(d,f, <a, x » ^ rx. Tím je tvrzení lemmatu dokázáno. 
d-*0 + 

Lemma 2.6. Nechť fe V(a, b), g e V(a, b). Pak pro všechna x e <a, ž>> platí 

K/ + Q>
 a > x ) -S K/> a >*) + K#> a >*) • 

Důkaz. Nechť 8 > 0. Zřejmě platí V(<5,/ + g, <a, x » = V(S, f, <a, x » + 
+ V(<5, g, <a, x». Přechodem k limitě pro 5 -> 0+ s použitím lemmatu 2.5 dostane­
me hledané tvrzení. 

Lemma 2.7. Nechťft je spojitá neklesající (nerostoucí) funkce v <a, b>, i = 1, 2. 
Pafc pro všechna x e <a, b} platí 

K/i + /-> a> x) = K/i> a> x) + K/2> a> *) • 

Důkaz. Vzhledem k předchozímu lemmatu stačí dokázat, že r(f± + f2, a, x) ^ 
-̂  K/i' a> x ) + K/2> a> x) P r o x G <a> &>• ^ r o určitost předpokládejme, že ft i / 2 

jsou obě neklesající případ, kdy fí9f2 jsou obě nerostoucí, lze vyšetřit analogicky). 
Především je zřejmé, že nerovnost platí pro x = a. Nechť tedy x e (a, b}. Nechť Vj 
jsou libovolná čísla, pro něž platí V, < (p(fj9 a, x), j = 1, 2. Pro libovolné 5 > 0 tedy 
platí Vy < V(<5,/;, <a, x», j = 1, 2. Existují čísla a\9 b\9 i = 1, 2,..., nx a a*, b\ 
k = 1, 2,..., n2, pro něž a á -?i < M á <*2 < H ^ ... ^ aJ

nj < bj
nj ^ x, 
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£ (b{ - a{) < 8 a £ \fj(b{) - / /af) | > V,, j = 1, 2. Zřejmě existují čísla ah bh 
Í = I Í = I » 

i = 1, 2,..., n, a = ai < bx = a2 < b2 g ... š. 0„ < &„ ^ *> Z (*>,- - a*) < 2<5, 
i = l 

přičemž ke každému I = 1, 2 a i = 1, 2,..., ny existuje ke {1, 2,..., n} tak, že 
n 

<aj, &|> c: <at, ř>t>. Je zřejmé (/, jsou neklesající), že £ |/X&t) - L(a,)| ž 

žÍ\fAbJd-fj(aJd\-
Ted/ £ |/.(6.) + f2{bí) - (t.(fl|) + /2(a,))| ^ Z (ti(*«) - / i M + É C/W ~ 

i = l í = l i = l 

- fifat)) > vi + *2- T o znamená, že V(2<5, / t + / 2 , <a, x » > Vx + V2, z čehož 
přechodem k limitě pro <5 -> 0+ dostaneme <p(/i + /2, a, x) ^ Vx + V2. Vzhledem 
k volbě Vj, V2 máme podle lemmatu 2.5 r(fx + f2, a, x) = r(fu a, x) + r(/2, a, x). 

Lemma 2.8. Nechť f, g, f — g jsou spojité, neklesající (nerostoucí) funkce 
v <a, b>. Pak pro všechna x e <a, b> p/ař/ 

K / ~ 9> <*> x ) = K/> a> * ) ~ K#> a> x ) • 

Důkaz. Podle lemmatu 2.7 plat̂  r(/, a, x) = r(f — #, a, x) + r(g, a, x). 

Lemma 2.9. Nechť fe V(a, b), nechť c je libovolné reálné číslo. Pak pro všechna 
x e <a, b> platí 

r(cf, a, x) = |c|r(/, a, x) . 

Důkaz. Stačí se přesvědčit, že V(<5, cf, <a, x » = |c|V(<5,/, <a, x». 

Lemma 2.10. Nechť fe V(a, b). Položme 

(2.9) Vf(x) = Yf, xe<a,b>. 
a 

Pak pro všechna x e <a, b> platí 

r(vf, a, x) = r(f, a, x) . 

Důkaz. I. Dokážeme, že r(f, a, x) g r(vf, a, x) pro x e <a, b>. Toto tvrzení však 
snadno plyne ze vztahu vf(y) — vf(x) ^ \f(y) - /(x)|, a ^ x < y ^ b. 

II. Nyní ukážeme, že r(/, a, x) ^ r^y, a, x) pro x e <a, b>. Pro x = a je tvrzení 
zřejmé. Nechť x e (a, b>, nechť £ a <5 jsou libovolná kladná čísla. Pak existují čísla 
ař, bh i = 1, 2,..., w, splňující podmínky (2.1), (2.2) a podmínku 

V(ô, vf, <ö, x » - є < £ (f/(Ь,) - Vj[a,)) . 
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Ke každému i = 1, 2,..., n existují čísla c), d), j = 1, 2,..., nh at ^ c\ < d[ ^ 

á cj < rfi ^ ... S < < < á *i, */(*i) - »/(<*!) " «/» < I / W ) ~/('/)|- Zřej-
1=i 

mě systém S intervalů <cj, dj>, j = 1, 2, ..., n i } z = 1, 2,..., n je skoro disjunktní 
a Z W - c j ) < í . To znamená, že V(8, f, (a, x » = £ £ |f(dj) - f(cj)| > 

ť j i = l 1=1 
n 

> Z (vA^i) — vAat)) ~~ 8 > V(S> vf> <a> * » "" 2e. Požadované tvrzení vyplývá z po-
i = l 

sledního vztahu přechodem k limitě pro <5 -> 0 + , neboť s je možno volit libovolně 
malé. 

Lemma 2.11. Nechťfe V(a, b), nechť vf je definovaná vztahem (2.9). Pafc platí 

d(vf, a, b) = d(f, a, b) . 

Důkaz. Je obdobný důkazu lemmatu 2A0. 

Důsledek, fe M(a, b) právě tehdy, jestliže vf e M(a, b). 

Věta 2.1. Nechť fe V(a, b). Položme 

rx(x) = r(f, a, x) , xe <a, b> . 
Pak platí 

r(ri9 a, x) = rt(x) pro x e <a, b> . 

Důkaz. Vzhledem k lemmatu 2.10 lze předpokládat, žefje neklesající v <a, &>. 
Především je zřejmé, že r(rx, a, x) ^ rt(x) pro x e (a, b}. Stačí tedy dokázat, že 
r(rí9 a, x) ^ rt(x). Pro x = a je nerovnost zřejmá. Nechť x e (a, b>, nechť e > 0. 
Existuje A > 0 takové, že platí 

(i) S e (0, A) => V(S,f, <fl, x}) < rx(x) + *- . 

Zvolme Sl e (0, A). Pak existuje skoro disjunktní systém intervalů {/*}£= i takový, že 
platí 

(ii) ÍM<*i, vAVh)>r1(x)-8-, 
k = l fc=l 2 

n 

kde vf je definována vztahem (2.6). Označme E = (J Ik9 Ex = <a, x> — E. Ze vztahů 
* = i 

(i), (ii) vyplývá: je-li {«/*}£= i libovolný skoro disjunktní systém intrevalů, Jk c Eí9 
m 

k = 1, 2,..., m, £ HA) < 4 - íi, pak 
fc=i 

m 

(iii) ťX U -I*) < e • 
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To znamená, že V(A - Sl9f9 E^ ^ a a tedy $(/, .Ei) ̂  e (0 je definována vztahem 
(2.7)). Dokážeme, že platí 

(iv) vri(Ex) á e . 

Nechť ivlvEi) > £• Pak existuje skoro disjunktní systém intervalů {Jk}k=u Jk = 
m 

= <0*> &k> ̂  El9 k = 1, 2,..., m, X(ri(bk) - r^a*)) = £ + £!, et > 0. Protože 
fc=i 

pro každé k = 1, 2,.. . , m jest ri(b*) — r^a*) = $(/, <afc, bk», existuje (pro každé 
k = 1, 2,..., m) skoro disjunktní systém intervalů {/*}"=i, i) c <afc, bfc>, j = 

nic nk 

= 1, 2,..., n* £ Kfy < (A - di)Im> X! vÁlkj) > rÁbk) - riK) ~ 6i/m. Je zřej-
1=i i = i 

mé, že systém intervalů {/*}, j = 1, 2,..., wk, fc = 1, 2,..., m je skoro disjunktní, 
m 

-5 c £ i ' E .*(-/) < - - « ! » £ »/(-/) > Z M*») - rifa) - «i = «, což je ve 
*,./ *,./ * = 1 

sporu s (iii). Tedy platí (iv). 

Jelikož platí (rx je neklesající) rt(x) = vri(<a, x » = t?Pl(.E) + ^(Ei) . máme podle 
(iv) i>rivE) = r^x) — e. Tím je dokázáno, že platí: k libovolnému ó1 e (0, A) existuje 
skoro disjunktní systém intervalů {lk}k=iy> h c= <A X>> k = 1, 2,..., W, pro nějž 

n n 

Y.K^k) < <>u "Lvri(h) = r i ( x ) ~ £- To však znamená, že V(8l9 rl9 <a, x » = 
fc=l * = H 

_ rx(x) — e. Pro o*! -+ 0+ dostaneme vzhledem k libovolnosti s Q(rl9 <a, x » = 

= rj(x). Podle (2.8) a lemmatu 2.5 vyplývá z poslední nerovnosti r(rl9 a9 x) _ ri(x). 
Tím je věta dokázána. 

X 

Důsledek. Nechť feV(a9b). Pak funkce V/— r(f9a9x) je absolutně spojitá 
v <a, b>. 

Důkaz. Nechťx e <a, b>. Označme vf(x) = V/, rx(x) = r(/, a, x). Protože funkce 
a 

vf> ru vf ~* r i J S 0 U neklesající v <a, b>, vyplývá z lemmatu 2.8 vztah r(vf — r l 9 

a9 x) = r^y, a, x) — r(ri, a, x). Ježto r(vf9 a, x) = r(/, a, x) = rx(x) (lemma 2.10) 
a r(ri, a, x) = ri(x) (věta (21), jest r(vf — rl9 a, x) = 0 pro x e <a, b>. Z lemmatu 
2.1 pak vyplývá, že funkce vf — rx je absolutně spojitá v <a, b>, což jsme měli dokázat. 

Nechť/ je spojitá a neklesající v <a, b>. Buď dáno dělení D intervalu <a, b>: 
a = x0 < Xi < ... < xn = b. Označme A{ = (xž, /(xř)), -i = 0,1,..., n; kt = 
= (/(**-) - / ( * Í - I ) ) / ( * I ~ *i-i)> a i = a r c t g K h = Q(Ai-i> AÍ)> » == 1, 2, ..., n. 
Nechť £ = £(£>) je funkce, jejímž grafem je lomená čára s úhlovými body Ai9 i== 
= 0,1,..., n. Nechť a e (0, TI/4>; nechť <Z± = Slv-D, a) respektive @2 = <32(D, a) je 
množina těch ie {1,2,..., n}, pro něž platí ki<tga respektive fc^cotga; 
nechť ®3 = S 3 ($, a) = {1, 2,..., n} - S i - S 2 . Platí 

37 



Lemma 2.12. Nechťf je spojitá a neklesající v <a, b} a nechť fe M(a9 b) (viz de­
finici 1.1). Nechť (ie (O,7i/4>. Pak k libovolnému e > O existuje S > O tak9 že platí: 

je-li I> libovolné dělení intervalu <a, b}9 pro něž platí 

(i) d(L9 a, b) > b - a +f(b) - / ( a ) - 5 , 

pak Z '/ < fi-
ie©3 

Důkaz. Předpokládejme opak. Pak existuje e > O, že pro libovolné S > 0 existuje 
dělení 1) intervalu <a, í>> takové, zeje splněna podmínka (i) a 

(ii) Z 'i = fii = £ • 
Í€©3 

Zvolme 5 = e (cos a + sin a — 1). Nechť I> je dělení, splňující podmínky (i), (ii). 
Protože / má maximální délku v každém intervalu <xř_ l 5 xř>, i = 1, 2,..., n, máme 
Z d(/, X| . l s Xi) = Z ^ (cos ař + sin ať). Jelikož pro x e <a, 7i/2 — a> platí cos x + 

ie®3 ie<§3 

+ sin x ^ cos a + sin a a ař e <a, nj2 — a> pro i e ®3, dostaneme Z á(/, Xj-i, 
Í6©3 

xř) = Z /.{cos a + sin a) = e^cos a + sin a). Z toho vyplývá, že d(f9 a, fc) = 
II ie®3 

= Z <*(/» xi-i> xd = Z d(/> xi-i> *i) + £ i ( c o s a + s i n a) a t e dy Z li ^ 
i = l Í € © l U © 2 Í€@iU®2 

-š Z **(/> xi-i> xí) = ^(/> a> &) "" e i ( c o s a + s i n a)« Z posledního vztahu a ze 
ie@iu®2 

vztahu (ii) vyplývá d(L9 a, b) = Z 'i + Z '- = ^(/> a> &) "" e i ( c o s a + sin a — 
ie(5iu©2 ie©3 

- 1), tj. (et = e) d(£, a, b) ^ á(/, a, b) - e(cos a + sin a - 1) = d(/, a, b) --<5, 
což je spor s (i). Tím je lemma dokázáno. 

Věta 2.2.'Nechť f(e)V(a9 b). Pak fe M(a9 b) právě když pro všechna x e <a, b} 
platí x 

r(f, a, x) - V/. 
a 

Důkaz. Lze předpokládat (lemma (2.10), že/je neklesající. V tomto případě je 
X 

V/ = f(x) — f(a) a jelikož/(x) — r(f9 a, x) je též neklesající, přejde podmínka věty 
a 

v ekvivalentní podmínku 

(0 r(f,a,b)=f(b)-f(a). 
I. Důkaz postačitelnosti. Nechť platí (i), nechť e, 5 jsou libovolná kladná čísla. Pak 

existují čísla ai9 bi9 i == 1,2,..., n pro něž platí 
n 

(ii) a áí <*i < í>i ^ <*2 < &2 ^ ••• -S <*„ < 6„ = b , Z (fci - a 0 < s > 

i = l 
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Nechť 

(ni) A, Al9 Bí9 A2, B2, ..., An, Bn, B 

jsou body grafu funkce /: A = (a,f(a)), At = (aiff(at), Bt = (*>,-,/(&*))> i = 
= 1, 2,..., n, B = (b, f(b)). Nechť L je funkce, jejímž grafem je lomená čára s úhlo­
vými body (iii). 

Z^ii) vyplývá t e(Ak, Bk) žÍ(f(bt) - f(at)) > f(b) - f(a) - e, Q(A, A,) + 

' +\ Q(Bt, At+,) + Q(B„, B)>b-a-5. Tedy d(f, a, b) £ d(L, a,b)>b-
i=l 

— a + f(b) — f(a) — e — <5. Ježto e, 5 mohou být libovolně malá, máme d(f, a, b) ^ 
žb-a+ f(b) - f(a), tj. feM(a, b). 

II. Dokážeme, že podmínka (i) je nutná. Nechť s, 5 jsou libovolná kladná čísla. 
Nechť a e (0,7i/4> splňuje podmínky 

(iv) (b - a) tg a < e/2 , (/(b) - /(a) tg a < 8 . 

Podle lemmatu 2.12 existuje ó1 < 0 tak, že platí: je-li I) libovolné dělení intervalu 
<a, b>, pak (ve shodě s označením lemmatu 2.12) platí 

(v) d(L,a,b) > b - a + f(b) - f(a) ~ <5X =-> £ / * < ; * . 

Nechť £ je dělení splňující levou stranu implikace (v). Zřejmě platí (/je neklesající) 
Z (/(*i) - / ( * -i) < (b - a) tg a < ie (podmínka (iv)), £ (/(xř) - / ( x ^ ) ) = 

ie<Si ie®3 

š Z li < ie (podmínka (v)) a tedy £ (/(xř) - /(*<_,) < /(fc) - /(a) - e. Jelikož 
i6©3 ie© 2 

X ( x i 7 x ř > 1 ) < ( / ( b ) ~ / W ) t g a < á (vztah (iv)), máme V(5,/, <a, 6 » = 

= Z (/(xí) ~~ / ( X Í - I ) ) > f(b) - /(<0 - £> tedy (vzhledem k libo volnosti e) 
V(<5,/, <a, í>>) ^ / ( b ) - / ( a ) . Jelikož 5 bylo libovolné kladné číslo, dostaneme 
(lemma 2.5) r(f, a, b) = <p(f9 a, b) = lim V(S,f9 <a, b}) ž /(&) - f(a). Protože 

3-+0 + 

platí r(f, a, b) ^ /(&) — f(a), je podmínka (i) a tím i věta dokázána. 

Důsledek. Nechť fe V(a, b), nechť rx(x) = r(f, a, x) pro všechna x e <a, b>. Pafc 
rj e M(a, b). 

Důkaz. Protože je rx neklesající, stačí podle věty 2.2 dokázat, že r(ru a, x) = 
= rt(x) - rt(a) = rt(x) (neboť r^a) = 0), což je tvrzením věty 2.1. 

Lemma 2.13. Nechť f je absolutně spojitá v (a, &>, nechť g e M(a, b). Pak pro 
všechna x e <a, 6> platí 

V(/ + 0) = V/ + V0. 
a a a 
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Důkaz. Zřejmě stačí dokázat podmínku pro x = b. Nechť e > 0. Existuje 5 > 0 
takové, že platí 

(i) A e <H(a, b) , fi(A) < d => vf(A) < e . 

b 

Podle věty 2.2 existuje Ax e 9l(a, b), n(A1 < ó, vg(At) > V g — a (vf je definována 

vztahem (2.6)). Položme A2 = <a, b} — Av Protože platí (podmínka (i)) vf(A^) < s, 
b 

máme vf(A2) > V/— s. Z uvedených vztahů vyplývá vf+g(Aí) = vg(Aí) — vf(Ai) > 
b a b 

> V g - 2e, vf+g(A2) = vf(A2) - vg(A2) > V/ - 2e a tedy vf+g«a, b}) = 
a b b a 

= v/+g(Ai) + v/+g(A2) > V/ + V# — 4e. Protože e je libovolně malé, máme 

V (/ + g) = t;/+ff«a, b» ^ V/ + V a. Protože platí V (/ + g) ^ V/ + V a, je 
a a a a a a 

lemma dokázáno. 
Věta 2.3. Nechť f je absolutně spojitá v <a, í>> a nechť g e M(a, b). Pak platí 

b 

d(f+g,a,b) = d(f,a,b) + Vg. 
a 

Důkaz. Podle lemmat 2.11 a 2.13 stačí větu dokázat za předpokladu, že/, g jsou 
neklesající v <a, b}. V tomto případě má tvrzení věty tvar 

d(f + g, a, b) = d(f, a, b) + g(b) - g(a) . 

I. Nechť I): a = x0 < xx < ... < xn = b je libovolné dělení intervalu <a, b>. 
Označme Ak = (xk,f(xk) + g(xk)), Ák = (xk,f(xk)), fc = 1, 2,..., n. Zřejmě platí 
Q(Ak-l9 Ak) ^ ř2(Áfc-i, Ák) + g(xk) - g(xfc_i), fc = 1, 2,..., n, z čehož vyplývá vztah 
d(f + g, a, b) ^ d(f, a, b) + g(b) - g(a). Současně je zřejmé, že pro libovolné ne­
klesající spojité funkce/, g v <a, b> platí 

(2.10) d(f, u, v) = d(f + g, u, v) = d(f, u, v) + g(v) + g(u) , 

jestliže a ^ u < v ^ b . 

II. Nyní dokážeme, že platí d(f + g, a, b) § d(f, a, b) + g(b) - g(a). Nechť 
e > 0. Protože funkce / je absolutně spojitá v <a, b>, existuje 5 > 0 tak, že platí: 
je-li {Jjfc-=i libovolný skoro disjunktní systém intervalů, Jk c <a, b>, fc = 1, 2,... 
..., m, pak 

0) Iл(Л)<«5=>2>/(Л)<є. 
(.=1 t = l 
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Protože g e M(a, b), existují (podle věty (2.2) čísla ak, bk, k = 1, 2,..., n, a ^ a t < 
< bx ^ a2 < b2 ^ ... g an < bn ^ b tak, že platí 

00 £(**-«*)<*, É (#*) - tfM > 9(b) - g(*)~ a • 
*=i jt=i 

Je zřejmé, že číslo 5 v podmínkách (i), (ii) může být libovolně malé (např. 3 < s). 
Označme b 0 = a, an + í = b. Ze vztahu (2.10) vyplývá 

n n 

(ÍÍÍ) Z d(f + #> fcfc> <**+0 = Z 4 / *>*> <**+1) • 
Jt = 0 k = 0 

n n n 

Jest d(f, a, b) = £ d(f, ak, bk) + £ d(f, bk, ak+1); z (i) vyplývá £ d(f> ak> h) š 

ž Í {(h - ak) + f(bk) - f(ak)} <e + 6, tedy £ d(f, i t , o t + .) > d(f, a ,b) - e -
k=í k=0 

— (5, z čehož vzhledem k (iii) vyplývá 
n 

(iv) £ d ( / + 0> b*> a*+i) > d(/> a> b) " 8 - 5 * 
k = 0 

Dále jest podle (2.10) d(f + g, ak, bk) = d(g, ak, bk) > g(bk) - g(ak), k = l,2,...,n, 
z čehož podle (ii) dostaneme 

n 

(v) £ d(f + g, ak, bk) > g(b) - g(a) - e . 

Ze vztahu (iv), (v) vyplývá snadno, že d(f + g, a, b) > d(f, a, b) + g(b) — g(a) — 
— 2e — 5. Jelikož e, 5 lze volit libovolně malá, platí d(f + g, a,b) ^ d(f, a,b) + 
+ g(b) — g(a), čímž je potřebné tvrzení dokázáno. 

Lemma 2.14. Nechť fe M(a, b). Pak platí 

/'(*) = ° 
pro skoro všechna x e <a, b>. 

a: 

Důkaz. Označíme-li vf(x) = Vf, x e <a, b>, pak pro skoro všechna x e <a, b> 

platí |f'(x)| ^ i?}(x) (dokonce |f'(x)| = vf(x) skoro všude v <a, b». Jelikož t^ e 
e M(a, b) (důsledek lemmatu 2.11), stačí tvrzení lemmatu dokázat za předpokladu, že 
fje neklesající v <a, b>. V tomto případě jef'(x) ^ 0 skoro všude v <a, b>. Položme 
fx(x) = Jíf'(0 dř. Funkce f! je absolutně spojitá a neklesající v <a, b>. Předpoklá­
dejme, že f'(x) > 0 na množině kladné míry. Pak fi(b) > 0, z čenož vyplývá 
d(fi> a, b) > b — a. Jelikožf — ft je neklesající v <a, b>, jest podle (2.10) d(f — f l 5 

a, b) = d(f, a, b). Z věty 2.3 vyplývá d(f - fl9 a, b) = dfo, a, b) + f(b) - f(a) 
a tedy d(f, a, b) > (b — a) + f(b) — f(a), což je spor. Tím je lemma dokázáno. 
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Lemma 2.15. Nechťfe V(a, b). Pak pro všechna x e <a, b> platí 

*\f'(t)\dt = \f-r(f,a,x). г 
Důkaz. Položme fx(x) = J* |/ '(0| df. Jest pro skoro všechna x e <a, b>//(x) = 

= |/'(x)|. Jelikož r(f, a, x) e M(a, b) (důsledek věty 2.2), plyne z lemmatu 2.14 
X 

r'(f, a, x) = 0 skoro všude v <a, b>. Položme ^(x) = V/, x e <a, b>. Protože je 
a 

v}(x) = |/'(x)| skoro všude v <a, b>, máme u}(x) — r'(f, a, x) = |/'(x)| skoro všude 
v <a, b>. Jelikož funkce fx a funkce vf(x) — r(/, a, x) (důsledek věty 2.1) jsou abso­
lutně spojité v <a, b> a mají skoro všude v <a, b> stejné derivace, existuje konstanta C 
taková, že platí ft(x) = ^(x) — r(/, a,x) + C, xe <a, b>. Dosadíme-li v tomto 
vztahu x = a, dostaneme C = 0. Tím je lemma dokázáno. 

Věta 2.4. Nechť fe V(a, b). PakfeM(a, b) právě když 

/'(*) = o 
skoro všude v <a, b>. 

Důkaz. Nutnost podmínky vyplývá z lemmatu 2.14. Nechť tedy je/'(x) = 0 skoro 
všude v <a, b>. Pak fx(x) = J* (/'(ř) dí = 0 pro všechna x e <a, b>. Z lemmatu 

X 

2.15 pak vyplývá, že V/ = r(/, a, x) pro všechna x e <a, b), což podle věty 2.2 zname-
a 

ná, že / e Aí(a,b). Tím je věta dokázána. 

Poznámka. Funkce fe V(a, b) se nazývá singulární, jestliže /'(x) = 0 skoro 
všude v <a, b>. Věta 2.4 tedy tvrdí, žefeM(a, b) právě tehdy když/je singulární 
v <a, b>. 

Lemma 2.16. Nechťf je absolutně spojitá v <a, b>. Pak 

d(/,a,b)= fV[l+/'2(x)]dx. 

Důkaz. Je podán v [2], str. 543. 

Věta 2.5. Nechť fe V(a, b). Pak platí 

d(f, a9 b) = f V[l +/,2(*)] dx + V/ - f *|/'(*)| dx . 
Ja * Ja 

x 
Důkaz. Položme ft(x) = Jí |/'(ř)| dt, vf(x) = V/pro x e <a, b>. Z lemmatu 2.15 

a 

vyplývá, že v/x) = r(/, a, x) + /i(x); funkce ft je absolutně spojitá v <a, b> a 
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r(f, a, x) e M(a, b) (důsledek věty 2.2). Z lemmatu 2.11 a věty 2.3 nyní plyne 

(i) d(f, a, b) = d(vf, a, b) = d(fu a, b) + r(f, a, b) . 

Jelikož r(f, a, x) e M(a, b), jest (věta 2.4) r'(f, a, x) = 0 skoro všude v <a, b> a tedy 
|/'(x)| = vf(x) = fl(x) skoro všude v <a, fe>. Podle lemmatu 2.16 máme 

(ii) d(fu a, b) = f V [ l + /í2(x)] dx = í V [ l + f'2(x)] dx . 
J a J a 

Podle lemmatu 2A5 jest 

(iii) r(f, a, b) = V/ - f |/'(x)| dx . 
« Ja 

Dosazením do (i) ze vztahů (ii), (iii) dostaneme tvrzení věty. 

Poznámka. Funkce maximální délky byly vyšetřovány z poněkud jiného hlediska 
v[ťj. 
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Zusammenfassung 

ÜBER DIE KURVEN VON MAXIMALER LÄNGE 

MILOSLAV NEKVINDA, Liberec 

Es sei K eine Kurve, die durch die Gleichung y = f(x), a ^ x g b gegeben ist. 
Es sei vorausgesetzt, dass / stetig im Intervall <a, 6> und von beschränkter 
Schwankung ist. Von der Kurve K soll gesagt werden, dass sie von maximaler Länge 

b 

ist, wenn die Beziehung d(f, a, b) = b — a + V/ gilt, wobei d(f, a9 b) die Länge 
b a 

der Kurve K und V/ die Schwankung der entsprechenden Funktion / im Intervall 
a 

<a, fe> bedeuten. In der Arbeit werden die Eigenschaften von Kurven maximaler 
Länge untersucht. Es wird u. a. gezeigt, dass der folgende Satz gilt: Eine Kurve K ist 
genau dann von maximaler Länge, wenn die ihr entsprechende Funktion f Singular 
ist. 
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