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Casopis pro pEstovini matematiky, ro¥. 99 (1974), Praha

ULOHY A PROBLEMY

Uloha &. 1. Budte dany tfi body A3, 4,4, S neleZici v jedné pfimce. Necht bod
Ay; (A4) je stfedem svazku paprskit X, (Z,,). Ze svazku Zy3 (2,4) Vyberte
viechny dvojice paprski a,, a; (az, a,), kterym lIze ve svazku 2,4 (213) pfifadit
dvojice a,, a4 (ay, a;) tak, aby kaZd4 Ctvefice a4, a,, a3, a, omezovala t&tivovy
Styfiuhelnik, vepsany do kruZnice k o stfedu S.

1) Naleznéte planimetrickou konstrukci, ktera 4dané ptifazeni umoZni.

2) Ukaite, Ze pfipustnou trojici bodi 4,3, 4,4, S je kaZd4 trojice, kdy body A,,,
Ajs, S tvofi trojihelnik ostrouhly, kde P je pata vysky, spusténé z bodu S na stranu
Ay 3A,,. P je spoletny prisedik kruZnic c;, opsanych &tyfem trojuhelnikiim, tvofenym
pfimkami a;, a, a,, na nichZ leZi strany uvaZovaného t&tivového Ctyfuhelnika
(i, j» k, m je libovolna cyklick4 permutace &isel 1, 2, 3, 4).

Uloha & 2. Body 4; (i = 1,2,3,4) jsou vrcholy rovinného &tyfihelnika [4,].
Oznadme Q,, paty kolmic, spuiténych z bodu A, na strany a Ghlopfi¢ku daného &tyi-
thelnika [A;], jeZ neprochézeji bodem 4, (r, s je libovolna kombinace 2. t¥idy &isel
Jj» k, m; i, j, k, m libovolna cyklick4 permutace &isel 1, 2, 3, 4). Trojice bodtr Q}; p¥i
pevném i uréuji kruZnice g,.

Ukatte, Ze plati:

1) kruZnice g, (i = 1, 2, 3, 4) se protinaji v jednom bod¥ B,

2) tvofi-li napt. body 4, (i = 1, 2, 3) pevny trojuhelnik, zatim co bod A4, se v rovin&
tohoto trojihelnika libovoln€ pohybuje tak, Ze Zadna trojice bodd 4, 4,44, A1 A3A,,
A,A3A, neleZi v piimcee, opisuje bod B Feuerbachovu kruZnici pfislusného pevného

trojuhelnika. Josef Brejcha, Brno

Regeni dlohy & 1 (autor Josef Kral) z rog. 97 (1972), str. 334.

Uloha: Necht U je resolutivni mnoZina s hranici U* + @ v harmonickém prostoru
X (viz [1]) a ozna&me pro kazdy kompakt K = X symbolem C(K) prostor viech
spojitych (kone&nych) realnych funkci na K. Ka?dé funkci f e C(U*) je tedy pfifa-
zena harmonické funkce HY na U, kter4 je zobecn&nym felenim (v Perronové smyslu)
Dirichletovy tlohy pfislu$né k mnoZin€ U a okrajové podmince f. Necht U, znadi
mnoZinu viech x e U*, pro n& lim HY(y) = f(x) pro kaZdou funkci fe C(U*).

U

y—=x ye

MnoZina U se nazyva semireguldrni, jestliZe pro kaZdou funkci f € C(U*) lze pfislus-
nou funkci H} roziitit na F € C(U U U*). Je-li U semiregulérni, pak U, je kompaktni.
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Obraceni tohoto tvrzeni neplati v Bauerovych harmonickych prostorech. Rozhod-
néte, zda obracené tvrzeni plati v Brelotovych prostorech (nebo alespoti v harmonic-
kém prostoru indukovaném klasickymi harmonickymi funkcemi na n-rozmérném
euklidovském prostoru X = R"), tj. rozhodnéte o spravnosti nésledujiciho

Tvrzeni. Necht' X je Brelotiv prostor a bud U = X relativné kompaktni oteviend
(a tedy resolutivni) mnoZina, U* % 0. Pak U je semireguldrni, pravé kdyz U, je
kompaktni.

V [4] je dokézano, Ze tvrzeni uvedené v uloze plati pro jistou tfidu harmonickych
prostor@ (specialng pro klasické harmonické funkce na R"). Nyni ukdZeme (véta 5),
Ze zminéné tvrzeni obecné v Brelotovych prostorech neplati.

1. Oznadeni. Je-li M mnoZina v topologickém prostoru, oznaime M jeji uzavér
a int M jeji vnitiek.

Nyni budeme uvaZovat prostor X = E; a klasické harmonické funkce. Necht G,
je Lebesgueova oblast v E; s iregularnim hrotem x. Pfedpokladejme, Ze G, je ne-
prazdna oteviena mnoZina s hladkou hranici, pro niz G; = Gy, a pro y z uzavéru
mnoZiny G = G, — G, ozna¥me symbolem p, vymet (balayage) Diracovy miry ¢,
soustfedéné v bod¥ y na mnoZinu E; — G. (Pro z € G je tedy pu, harmonickd mira
pfislu$na mnoZing€ G a bodu z.) ProtoZe bod x je iregularni bod souvislé mnoZiny G,
nosi¢ miry p, obsahuje mnoZinu G, viech regularnich bodét mnoZiny G ([3], lemma
3.8). Odtud plyne, Ze

(1 0 < u(GH) < 1.

2. Lemma. Nechf'c > 0 a necht'f je funkce na G* takovd, Ze f(GY) = {0}, f(G§) =
= {c}. Potom H > 0na G a

(2 lim inf HY(y) < c.

y—=x, yeG
Dukaz. Existuji x, € G konvergujici k x, pro n&Z miry u,, konverguji slab& k yu.
([3]; lemma 3.1). Specialng&
lim Hf(x,) = c. n(G?) .

n— oo

Z (1) plynou nerovnosti 0 < pu,(Gg) < 1 a tedy plati (2). ProtoZe pro jisté x, € G je
H{(x,) > 0a funkce f je nezaporn4, je Hf > Ona G.

3. Lemma. Nechf g € C(G?}). Potom existuje prdvé jedno c e R! tak, %e Dirichle-
tova uloha pFislusnd k mnoZiné G a funkci

%*
f= /g na Gj
N\c¢ na Gj
md klasické FeSent.
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Ditkaz. Z lemmatu 2 plyne, Ze konstanta ¢ s uvedenou vlastnosti existuje nejvyse
jedna. OznaZme p!. restrikci miry p, na G} a poloZme (srv. s (1))

3) ’ ¢ = [ui(GH]™". ki)

Stadi ukazat, 7e Dirichletova dloha p¥islu$nd k mnoZin& G a okrajové podmince

po/9—c na G;
N0 na Gp

mé klasické feSeni. K tomu oviem sta¥i zkoumat chovéni funkce HY v okoli bodu x.
Je-li viak x, € G, x, — x a miry u,, konverguji slab& k mife y, existuje « € €0, 1) tak,

Ze
p=oa.g + (1 —a)p,

([2], Corollary 7.2.6). Vidime, Ze
lim HY(x,) = 0 + (1 — «) . [pi(g) — c. ui(GT] = 0 = h(x).

n— oo

Tim je lemma dokazano.

4. Lemma. Necht F je uzaviend podmnoZina G, a necht G, — F je souvisld mnoZi-
na. Oznaéme A~ systém vSech spojitych funkci na G, — F, které jsou harmonické
na G, — F a konstantni na Gy; necht xo € G, — F. Jestlize k,€ A" je neklesajici
posloupnost s limitou k a k(x,) < o, potom k € A'.

Dikaz. Sestrojme neprazdnou otevienou mnoZinu G, s hladkou hranici, pro niz
F c G, = G, c G,

Z klasické Harnackovy véty vyplyva, Ze k je harmonicka funkce na oblasti G, — F.
Toto je zcela zfejmé, pokud x, € G, — F. Z ptedpokladu k(y) = + oo pro viechna
y € GY plyne snadno podle lemmatu 3 (srv. rovnost (3)), Ze k(z) = + oo pro kaZdé
z e Gy. Je tedy pravda, e funkce k je v ka¥dém pfipad€ kone&na v n&kterém bod¥
z Gy — F.

Necht m > n jsou ptirozena &isla a w € Gg. ProtoZe funkce k je omezena na kom-
paktni mno%in& Gf = G, — F, je posloupnost {k,(w)} omezena (srv. opdt s (3)).
Z principu maxima pro harmonické funkce dostivime nerovnost

@) sup{(km — k) (2); z€Go — G1) Ssup{(kn — k»)(2); zeGi U {w}}.

Posloupnost {k,} konverguje stejnomémn¥ na G} (podle Diniho véty) a ze (4) tedy
snadno plyne, Ze k je spojita funkce na G, — G,. Nyni se jiZ snadno diikaz tvrzeni do-
kon¢i.

5. Véta. Necht G, a G, maji stejny vpznam jako v odst. 1. Necht X je Alexandro-
vova kompaktifikace G,. Pro kaZdou otevFenou mnoZinu V < X oznalime .#(V)
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mnoZinu vSech redlnych spojitych funkci na 'V, jejichZ restrikce na V n G, jsou fe-
Seni Laplaceovy rovnice na V i G,. Potom (X, X) je Brelotiw prostor, na ném#
konstanty jsou harmonické. Mno%ina U = G, — G, = X neni semireguldrni a pri-
tom U, = G} je kompaktni.

Diikaz. Prostor X je zfejmé& lokaln& souvisly a nema Zadné isolované body. Z lem-
matu 3 plyne, Ze regularni mnoZiny vzhledem k 5 tvofi basi X. Pomoci lemmatu 4
a klasické Harnackovy véty se snadno odvodi, Ze J# ma Brelotovu konvergenéni
vlastnost. (X, ) je tedy Brelotiv prostor.

UvaZujme nyni otevienou mnoZinu U = G, — G,. Ka%dy bod z G7 je regularni
bod mnoZiny U. Z lemmatu 2 plyne, Ze idedlni bod o ({w} = X — G,) je iregularni
bod mnoZiny U a tedy U, je kompaktni. Na U* = G} U {w} definujme funkci h tak,
aby h(G}) = {0} a h(w) = 1. Kdyby mnoZina U byla semiregularni, existovala by

lim H(y) =

y—o yelU

Pro funkci f definovanou v lemmatu 2 by pak existovalo klasické feSeni Dirichletovy
ulohy pFislu§né k mnoZin& G a funkci f, coZ je spor s (2).

MnoZina U neni tedy semiregularni a diikaz véty je hotov.

6. Poznamka. Tvrzeni, Z¢ (X, #) je Brelotiv prostor, je uvedeno ‘bez ditkazu
v [2] (Excersice 6.3.10). Na jiny pfiklad harmonického prostoru s analogickymi
vlastnostmi, uvedeny v &lanku C. Constantinescu (Rev. Roum. Math. Pures Appl. 10
(1965), 267 —170), mne upozornil J. LUKES.

Zvolime-li x, € G, a uvaZujeme harmonicky podprostor X, = X — {x,} prostoru
(X(#), dostavame priklad nekompaktniho Brelotova harmonického prostoru, v n¥m#
oblast U m4 uzavfenou mnoZinu regularnich bodii a neni semiregularni.
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