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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 86 (1961), Praha 

ОБ ЭКВИВАЛЕНТАХ АСИМПТОТИЧЕСКИХ ЗАКОНОВ 
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ РАЗЛИЧНЫХ МНОЖЕСТВ ПРОСТЫХ ЧИСЕЛ 

О. М. ФОМЕНКО, Краснодар (СССР) 

(Поступило в редакцию 23/XII1959 г.) 

Для произвольного бесконечного множества Ш простых чисел вводятся 
аналоги известных функпдй п(х)9 #(х), уКХ), и доказывается теорема, харак
теризующая их совместное асимптотическое поведение. 

Известный асимнтотическжй закон распределения простых чисел в натураль
ном ряду, заключающийся в том, что 

(1) Ф) ~ ; — , 
Ъхх 

имеет и другие формы, эквивалентные (1), например, 
(2) %Ъхр~х. 

р^х • • • •• 

В настоящей заметке мы докажем одагу общую теорему, из которой будет 
следовать, в частности, эквивалентность (1) ж (2), а также и Другие предло
жения. 

Пусть Ш — некоторое бесконечное множество простых чисел. Введем по 
аналогии с известными функциями Чебышева функции 

(3) Ы*)т2Ър9 Ых)**1*Ьр, реШ, 
р^х р*^х • . . 

причем вторая сумма распространяется по всем комбинациям простых р е 5$ 
и натуральных к с условием р* <5 х (х > 0). Без труда устанавливаем, что 

(4) фф) = 9ф) + Ы**) + Ы**) + • • • 

Группируя члены с одним и тем же ру получим 

(5) ^Ш(*) = Е П — ] ъ х р , р е Ж . 
р^х\Шр2 

Обозначим через пт(х) число простых/? 1* х,р еШ. Имеем 

(6) Ых) йФт(х)^%Ъхх~пт(х)Ых, реШ. 
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Рассмотрим выражения 

*ы(х) %(х) фт(х) 

Р(х) ' Р(х) Ы х ' Р(х) Ы х * 

где Р(х) — некоторая функция, определенная и положительная на (0, со). 
Пусть 9 1 ъ 912, Шд, п ъ п 2 , п 3 , соответственно, верхние и нижние пределы этих 
выражений при х -* оо. В силу (6) имеем 

Пусть 0 < а < 1; далее предполагаем, что х > 1. Ясно, что 

Шх) - Е 1пР - {**»(*) - %1(*а)} 1п х* « 

= {я_(х) - *_(**)} а 1п х ; гс^х*) < Xй . 

Поэтому 

(7) ' %(*) > (%(4 _ ̂ _Д 
Р(х)Ых {Р(х) Р(х)} 

][^ЕЬР(Р^ГГГ ТЖЩфЩЩЩуЧТО 

(8) У~ш<Р(х)<х/>, 

где /? постоянно, 0 < а < /?, а г удовлетворяет условию 0 < в < / ? — а и мо
жет быть выбрано сколь угодно м а л ы м (А <̂  В эквивалентно А = О(В)). 
Фиксируем а и устремляем х к оо. Тогда 

х* 
Р(х) 

Поэтому 91 2 _ а 9 1 ь п 2 _ стх. Отсюда 91 2 _ Щъ п2 _ $%* Теперь м ы ви
дим, что для того, чтобы получить равенства Шх -* 91:2 « 91$, пА = п 2 —' п3# 
нужно брать Р(х) с /? = 1 (как нетрудао видеть, если Р(х) удовлетворяет усло
вию (8) с некоторым /?, то это /? единственно), И з всего сказанного в ы т е ш и 

Теорема. Пусть п^(х), ^ ( х ) , ф^(х) имеют вышеуказанный смысл» Р(х) — 
положительная на, (0,оо) функция, удовлетворяющая условию 

х*~* < Р(х) 4Х0

 9 

где е > 0 может быть выбрано сколь угодно малым, ($ > 0 и постоянно. Рас
смотрим выражения 

ПШ(Х) &щ(х) */^(х) 

Р(х) ' Р(х) Ы х' Р(х) Ы х' 

Пусть У1и 91 2,91 3, п 1 5 п 2 , щ — их соответственные верхние и нижние пределы 
при х -*• оо. Тогда имеют место соотношения 

(9) д г ^ ^ з ^ ^ ^ . П д ^ П з ^ П ! , Ю - ^ ^ , Щ^РПц 
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В частности, если ($ = 1, то 

(10) «йх = Ш2 « 9с3> п х = п 2 = п 3 . 

Из этой теоремы, конкретизируя 93? и Р(х), по большей части непосред
ственно можно получать различные следствия. Приведем некоторые из них. 

1. Для обычного множества простых чисел в качестве непосредственного 
следствия получаем теорему 3 из главы 1 книги [1]. 

2. Известно, что (элементарное доказательство см. в [2]) 

(И) ^ Л / ) - ; — , — . 
ф(к) ш х 

Нетрудно видеть, что этот закон в силу нашей теоремы эквивалентен соот
ношению 

(12) Е Ър--?-. 
Р^Х ф(к) 

рш1(тййк) 

3. Гипотетический закон распределения „близнецов", как известно (см. 
[3]), таков: 

(13) п2(х) ~ с 
( Ь x ) 2 

1 
где п2(х) — число „близнецов" рх>рх + 2 в отрезке (1, х), с = 2 П( 1 — 

*>Л (р - 1) 
В силу теоремы этот закон эквивалентен соотаошежшщ (рх — меньшее из 
„близнецов") 

(14) 2 Ьхрх ~ с ~ , 
Р1&Х ШХ 

(15) V 1 п ^ ~ с — . 

Если ввести по аналогии с известной функцией Мангольдта функцию Ах (п) 
(Ах(п) = Ырх, если п « рх, Ах(п) « 0 для остальных и), то (15) запишется так: 

(16) Е^М-с-. 
»*х 1д X 

4. Рассмотрим группы ю т простых чисел рХрт, 1?1>от + 2Аг1?..., рХр7П + 2кх + 
+ ... + 2 ^ ^ ^ Если наложить на четные числа 2кх, 2к2, „,,Укт^х некоторые 
естественные условия (см. [4]), то можно предполагать, что (см. [3,] [5]) 

х 
О7) ^2*1,2*г,...,2*т-1(^) ~ А „ , т » 
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где пгкХ9гъ29..л,гът-1(х) - число групп простых чисел риш р1>т + 2к19 ...9р1т -̂  
+ 2кх н- ... + 2кт„х в отрезке (\9 х)9 А — некоторая постоянная величина. 
В силу нашей теоремы эта гипотеза эквивалентна соотновшениям 

(18) X Ырит~А Х 

І—1 •«• -• » '« rx Ч 

Pl,m£x Q.ПX) 
m - 1 

Л , m ś X ( ІПX) И 
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Výtah 

O EKVIVALENTNÍCH FORMÁCH ASYMPTOTICKÝCH ZÁKONŮ 
ROZDĚLENÍ RŮZNÝCH MNOŽIN PRVOČÍSEL 

O. M. FOMENKX), Krasnodar (SSSR) 

V Slánku se zavádějí pro libovolnou nekonečnou množinu SDí prvočísel peWt 
funkce 

**(*) = £ ! > M*) = Z top > Ým = Z t&p; 
, P^x _P3»* p*Š>x 

přitom se poslední součet vztahuje na všechny dvojice (p9 k)9 p eWl9 k přirozené, za 
podmínky pk S x (x > 1). 

Věta. Nechť F(x) je kladná funkce v (0, co) a splňuje podmínku 

F(x)^0(xp)9 x?~e = 0(F(x))9 

kde B > Oje libovolně malé a ji > Oje konstantní. Nechťfunkce 

nm(x) &<w{x) Ýmjx) 
F(x) ' F(x)ínx> F(x)ínx 
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majipro x -» oo limes superior %tt9 ?ft:2, 3R;3 a pro x -» co ftmes inferior nl9 n2, n3. 
P0forap/tft7 

3t2 £ 3t3 £ 9»! , n2 £ n3 ^ ttx, 3t2 è H^i, n2 = JSXÎ! . 

Dâle se uvâdëji aplikace této vëty. 

Résumé 

SUR DES FORMES ÉQUIVALENTES DES LOIS ASYMPTOTIQUES 
DE RÉPARTITION DE DIFFÉRENTS ENSEMBLES DE NOMBRES 

PREMIERS 

O. M. FOMENKO, Krasnodar (URSS) 

Dans cet article, on introduit les fonctions 

%Î(X) = Z l î • M * ) = Z l nP > ^ ( x ) = Z lnP > 
p^x p^x p*£.x 

SD? étant un ensemble quelconque de nombres premiers p e3)ï; la dernière somme est 
étendue à toutes les combinaisons de premiers p e SDî et entiers k, avec la condition 
pk <^ x9 x > l. 

Théorème. Soit F(x) une fonction positive sur (0, co), satisfaisant à la condition 

F(x) = 0(xfi),, ^ ~ e = O(F{x)), 

s étant un nombre positif arbitraire et p une constante positive. Considérons les rapports 

nsm(x) 9à£x) j/m(x) 
F(x) ' F(x)hxx9 F(x)lnx* 

Soient î^ , 9l2, 5ft3, n1? n2, n3 /eurs limites supérieures et inférieures pour x -* oo. 
^/ors 

9t2 = S»3 = 9f*i , n2 g n3 g nx , Sd2 è PSti, ni =- j8nt. 

On montre ensuite quelques applications de ce théorème. 
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