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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 83 (1958), Praha 

ROZKLAD KONEČNÉHO PRAVIDELNÉHO GRAFU NEPÁRNEHO 
STUPKA NA DVA FAKTORY 

ANTON" KOTZIG. Bratislava DT:5i3.ifl.ooi 

(Došlo dne 8. října 1956) 

V článku odvodzuje sa nutná a postačujúca podmienka pre existen-
ciu rozkladu konečného pravidelného grafu (2n + l)-ého stupna na 
dva faktory a to na faktor n-tého a faktor (n + l)-ého stupna pri Tu-
bovolnom prirodzenom čísle n. 
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Najstaršie problémy z teorie konečných graf o v1), ktoré boli riešené, sú 
problémy tohoto druhu: ake podmienky musí splňovat graf G, aby v G existo­
val uzavretý ťah (nazývaný tiež eulerovskou ciarou) obsahujúci všetky hrany 
grafu G. Už L. ETJLEB, vr. 1736 dokázal, že nutnou podmienkou pre existenciu 
takéboto ťahu je táto podmienka: G je súvislý graf, v ktorom každý uzol je 
uzlom parného stupna. Dókaz, že uvedená podmienka je tiež postačujúca, 
vykonal HIEBHOLZEB r. 1873. Iný základný problém z teorie graf o v rieši 
známa Listingova veta z r. 1847 o rozklade grafu na systém otvorených ťahov 
(jej dókaz podal až LUCAS V r. 1882), ktorá hovoří, že v súvislom grafe G, 
ktorý má 2m (m > 0) uzlov nepárneho stupna, existuje vždy taký systém otvo­
rených ťahov @== {P l 3 P 2, .... Pm}> že každá hrana grafu G je hranou právě 
jednoho ťahu e @ a systém © s touto vlastnosťou obsahuje najmenej m otvo­
rených ťahov. Systému © otvorených ťahov s uvedenou vlastnosťou, ktorý má 
právě m ťahov, budeme ďalej hovoriť Listingov systém ťahov: 

Vzhladom na to, že počet uzlov nepárneho stupna v lubovolnom grafe je 
parny (dókaz tohoto tvrdenia vykonal už ETJLEB r. 1736), připomenuté vety 
riešia úplné problém existencie takého rozkladu sůvislého grafu na minimálny 
počet ťahov, že každá hrana grafu je hranou právě jednoho ťahu (odkazy na 
príslušnú Hteratúru najde čitatel v [1]). 

Na možnosti použitia týchto dávno známých poznatkov pri riešení niekto-
rých problémov z teorie pravidelných grafov poukázal som v nedávno uveřejně­
ných článkoch (Poznámky k Listingovej vete o rozkladoch grafu na ťahy, 

x) V celom článku pod grafom rozumie sa vždy konečný graf. 

27 



Časopis pro pěst. mat. 81 (1956), 396—404 a práca [2]). V tomto článku odvodím 
~7 vychádzajúc z připomenutých poznatkov a navážujúc na oba svoje články — 
nutnú a postačuj úcu podmienku pre existenciu rozkladu pravidelného grafu 
(2n + l)-ého stupňa na faktor n-té\\o a faktor (n + l)-ého stupňa pri lubo-
volnom prirodzenom čísle n. 

Chcem tak ukázat, že studium ťahov (otvorených i uzavřených, najma 
eulerovských čiar) z róznych hladísk skrývá ešte vela možností rozvoj a teorie 
grafov i ked niektoré zo základných otázok v tomto směre sú už dávno zod-
povedané. 

Poznamenajme, že napr. o podmienkach pre existenciu rozkladu pravidel­
ného grafu nepárného stupňa aspoň na dva faktory — až na malé výnimky — 
nie je takmer nic známe. Výnimku t u tvoria pravidelné grafy tretieho stupňa 
neobsahujúce mosty, o ktorých dokázal P E T S R S E N V r. 1891, že sa dajú vždy 
rozložit na dva faktory a tak zvané párne pravidelné grafy (pod párnym gra-
fom sa rozumie graf, ktorý neobsahuje žiadnu kružnicu s nepárnym počtom 
hrán), o ktorých je známe (pozři [1]), že sa dajú vždy rozložit na n lineárnych 
faktorov. Pokial ide o ostatné pravidelné grafy nepárného stupňa, dali sa 
skoro všetkj r doteraz známe poznatky o možnostiach ich rozkladu na dva 
faktory zhrnút do niekolko málo poznámok (ako t o urobil napr. Konig v [1], 
str. 195) týkajúcich sa najma úlohy, ktorú hxajú mosty pri takýchto rozkla-
doch. Domnienka Petersenova z r. 1891, podlá ktorej pravidelný graf nepárné­
ho stupňa nedá sa rozložit na faktory (t. j . takýto graf je primitivný) len 
vtedy, ked obsahuje mosty, nebola doteraz ani vyvrátená, ani potvrdená, 
ackolvek už dlhú dobu p u t a pozornost mnohých matematikov. 

Dokažme platnost tejto v e t y : 
Praviddný graf (2n -f- l)-ého stupňa G (kde n je lubovolné prirodzené číslo) 

o 2m uzloch dá sa rozložit na faktor n-tého a faktor (n + l)-ého stupňa právě 
vtedy, ked v G existuje Listingov systém fahov, ktorého každý tah má nepárny 
počet hrán 

D ó k a z . I . Nech v G existuje Listingov systém tahov © = {P 1 ? P 2 , ..., P m } , 
v ktorom každý t a h má nepárny počet hrán, a nech t a h P ř e <S je popísaný 
touto postupnostou prvko v e f t 

p . = Ul(i), hu2(i), uji), ..., h2r^u2ri(i), u2ri(i) ; (i = 1, 2, ..., m) , 
kde ux(i) sú uzly, hx^x+1(i) sú hrany a hrana hx^x+1(i) je incidentná s uzlami 
liji) =4= ux+i{i) (a? = 1, 2, ..., 2rt — 1). 

V grafe G, ktorý pozostáva z prvkov a len prvkov istého otvoreného tahu 
grafu G, sú koncové uzly tahu uzlami nepárného s tupňa v G a ostatné uzly 
€ G sú uzlami parného s tupňa v G. Pretože lubovolný uzol u e G je uzlom ne-
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parného stupňa v G a lubovolná hrana e G patří právě do jedného tahu Listin -
govho systému, je každý uzol e G nepárny počet krát (tedy najmenej raz) 
koncovým uzlom ťahov é @. Ak označíme gt počet uzlov e G, ktoré sú koncové 

co 00 

právě v t ťahoch, platí D0 == O a ďalej: 2m = ^?r . qr = ( 2 t?r) + £2 + 2 g s + 
00 r = O • r =•= O 

+ 3D4 + . . . ; avšak ]? É?r = 2m, preto O.?. = 0 pre r > 1. Výsledok Oj = 2m. 

Eubovolný uzol u e Cr je koncovým uzlom právě jedného ťahu e ©. 
Medzi symbolmi ^ ( i ) , kde i e {1, 2, ..., m}, # e {2, 3, ..., 2r,-— 1} musí 

byť právě n takých, ktoré označujú uzol u, lebo každý iný uzol otvoreného 
ťahu než koncový uzol súsedí s dvoma hranami v postupnosti Piy s ktorými je 
incidentný, a pretože u e G je uzlom (2n + l)-ého stupňa v G, musí byť (okrem 
toho, že je raz koncovým uzlom) právě n-krát vnútorným uzlom ťahov e ©. 

Rozdělme hrany grafu 67 do tried H0, Hx takto: do triedy Hx zařaďme všetky 
hrany h2x_12x(i), kde i = 1, 2, ..., m; x = 1, 2, ..,, r i } a do triedy H0 zařaďme 
všetky ostatné hrany e G. 

Lubovolný uzol u e G je incidentný právě s w hranami triedy H0, lebo vnú-
torný uzol ťahu e @ je incidentný právě s jednou hranou ťahu patriacou do 
H0 a hrana ťahu e @, s ktorou je incidentný koncový uzol ťahu, patří do Hx 

(vieme už, že lubovolný uzol ueG je wkrát vnútorným uz.om ťahov e ©). 
Množina hrán H0 je preto množinou hrán istého faktora n-tého stupňa G0 

grafu G. Množina H1 ostatných hrán grafu G je množinou hrán faktora G1} 

ktorý je zrejme faktorom (n + l)-ého stupňa grafu G. 
Ak teda existuje v G Listingov systém ťahov ©, v ktorom každý ťah má 

nepárny počet hrán, potom G se dá rozložit na dva faktory G0, Gl9 z ktorých 
G0 je n-tého, G1 je (n + l)-ého stupňa. 

I I . Nech existuje rozklad grafu G na faktory G0, Gx, pričom G0 je faktorom 
n^-tého stupňa v G (a teda G± je faktorom (n + l)-ého stupňa v G). 

Označme znakom H0 resp. Hx množinu hrán faktora GQ resp. Gv Označme 
uzly grafu G znakmi ul9 u2, ..., u2m a utvořme graf G' z grafu G tak, že spojíme 
novou hranou tíi uzly ui9 ui+m pre všetky i e {1, 2, ..., m}. Označenie uzlov 
e G volme přitom tak, aby graf G' bol súvislý. Toho vždy možno doeieliť, lebo 
G má najviac m komponent a ku G přidáváme m nových hrán; teda dvojice 
uzlov, ktoré spájame, možno voliť tak, aby G' bol súvislý graf. 

Položme H0 = H0 + {tíx, tí2, . . ., h'm}; H'x = H^ Platí: graf G' má tie isté 
uzly ako graf G a lubovolqý uzol ueG' je incidentný právě s (n + 1) 
hranami e Hó a j e incidentný právě s (n + 1) hranami e H^. Pretože množiny 
H0, H± sú zrejme disjunktně, sú tieto množiny množinami hrán faktorov 
G'0, G't, ktoré sú oba faktormi (n + l)-ého stupňa v G'. 

V práci [2] som dokázal, že v grafe G' existuje taká eulerovská čiara E, 
že ak obiehame po jej hranách, striedavo prechádzame cez hranu e H'0 a cez 
hranu e H[. 
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Všetky hrany h'. (i = 1, 2, ..., m), ktoré sme přidali ku grafu G, aby vznikol 
graf G', patria do H'0. Teda medzi dvoma po sebe idúcimi prechodmi cez hrany 
e {hx, h2, ..., hm} pri obiehaní po eulerovskej čiare E přejdeme nepárny počet 
hrán e G. Ak preto zrušíme v E všetky hrany e {h[, h2, ..., hm}9 rozpadne sa 
eulerovská ěiara E na m otvorených ťahov, z ktorých každý: 1. obsahuje len 

Obг. 1. 

prvky e G; 2. má nepárny počet hrán (že sú to otvorené ťahy je zřejmé z toho, 
že každý uzol e G je incidentný právě s jednou hranou e {h[, h2,..., h'm}). 
Pretože lubovolná hrana e G vyskytuje sa právě v jednom z týchto ťahov, 
uvedeným spósobom konstruovaný systém otvorených ťahov je Listingovým 
systémom ťahov, v ktorom každý ťah má nepárny počet hrán. 

Ak teda v G existuje rozklad na faktor n-tého a faktor (n + l)-ého stupňa, 
potom existuje v G Listingov systém ťahov, v ktorom každý ťah má nepárny 
počet hrán. 

Rozklad grafu G na faktor n-tého a faktor (n + l)-ého stupňa existuje právě 
vtedy, keď v G existuje Listingov systém ťahov, v ktorom každý ťah má ne­
párny počet hrán. Dókaz vety je vykonaný. 

Poznámka. Ak v pravidelnom grafe (2n J- l)-ého stupňa G neexistuje 
taký Listingov systém ťahov, v ktorom každý ťah má nepárny počet hrán, 
neznamená to ešte,že G je primitivný graf. Graf G znázorněný na obrázku 1 je 
pravidelný graf siedmeho stupňa, ktorý se dá rozložit na faktor piateho a 
faktor druhého stupňa (hrany faktora piateho stupňa sú znázorněné plnými 
ciarami, hrany kvadratického faktora čiarami přerušovanými, v. obr. 1); teda G 
nie je primitivný graf. Avšak G nedá sa rozložiť na faktor tretieho a faktor štvr-
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tého stupňa (z toho podlá nasej vety vyplývá, že neexistuje v G taký Listingov 
systém ťahov, v ktorom každý ťah má neparný počet hrán), lebo G obsahuje 
uzol u, ktorý je incidentný s piatimi mostami hl9 h2, hz, hí%, h5, a je známe, že 
faktor nepárneho stupňa 1'ubovol'ného pravidelného grafu obsahuje všetky 
mosty grafu (pozři [1] str. 195). Podobný graf pre n > 3 si čitatel snadno zo-
strojí sám. 
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Резюме 

РАЗЛОЖЕНИЕ КОНЕЧНОГО ПРАВИЛЬНОГО ГРАФА 
НЕЧЕТНОЙ СТЕПЕНИ НА ДВА МНОЖИТЕЛЯ 

АНТОН КОЦИГ (Anton Kotzig), Братислава 

(Поступило в редакцию 3/Х 1956 г.) 

В работе выводится необходимое и достаточное условие для того, чтобы 
существовало разложение конечного правильного графа (2п + 1)-ой сте­
пени на два множителя (п-той. и (п +1)-ой степени). Доказана следующая 
теорема: 

Пусть G — конечный правильный граф (2п + \)-ой степени (где п — 
произвольное натуральное число), имеющий 2т вершин. Граф G разлагается 
на два множителя (п-той и (п + 1)-OH степени) тогда и только тогда, 
если в G существует система ©, состоящая из открытых ветвей Zx, Z%, . . ., 
..., Zm, причем 
• 1. Каждое из ребер графа G принадлежит точно одной ветви из @, 

2. Каждая ветвь имеет нечетное число ребер. 

Zusammenfassung 

DIE ZERLEGUNG EINES ENDLICHEN REGULÁREN GRAPHEN 
UNGERADEN GRADES IN ZWEI FAKT0REN 

ANTON KOTZIG, Bratislava 

(Eingelangt 8. X. 1956) 

In der Arbeit wird die notwendige und hinreicttende Bedingung fur die 
Existenz der Zerlegung eines endlichen reguláren Graphen (2n + l)-en Grades 
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in zwei Faktoren (n-ten und (n + l)-en Grades) abgeleitet. Folgender Satz 
wird bewiesen: 

Es sei G ein beliebiger endlicher regulärer Graph (2n + \)-en Grades (n ist 
eine beliebige ganze positive Zahl), welcher 2m Knotenpunkte enthält. Der Graph 
G zerfällt in zwei Faktoren (n-ten und (n + l)-en Grades) dann und nur dann, 
wenn in G ein System © von offenen Zügen © = {.Zl5 Z2, ..., Zm) mit den Eigen­
schaften 

1. jede Kante des Graphen G geh&irt genau zu einem Zuge aus @, 
2. jeder Zug besitzt eine ungerade Anzahl von Kanten, existiert. 
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