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Casopis pro p&stoviani matematiky, ro¢. 83 (1958), Praha

ROZKLAD KONECNEHO PRAVIDELNEHO GRAFU NEPARNEHO
- STUPNA NA DVA FAKTORY

ANTON KOTZIG. Bratislava DT:513.19.001
(Doslo dne 8. fijna 1956)

V élénku odvodzuje sa nutnd a postadujica podmienka pre existen-
ciu rozkladu koneéného pravidelného grafu (2m + 1)-ého stupia na
dva faktory a to na faktor n-tého a faktor (» + 1)-ého stupiia pri Tu-
bovolnom prirodzenom ¢&isle n.

1

Najstarsie problémy z teorie konedénych grafov?), ktoré boli rieSené, st
problémy tohoto druhu: aké podmienky musi spliiovat graf @, aby v G existo-
val uzavrety tah (nazyvany tieZ eulerovskou &iarou) obsahujtci vietky hrany
grafu G. Uz L. EuLer vr. 1736 dokazal, %e nutnou podmienkou pre existenciu
takéboto tahu je tdto podmienka: G je stvisly graf, v ktorom kazdy uzol je
uzlom pérneho stupiia. Dokaz, Ze uvedend podmienka je tieZz postadujica,
vykonal HrermOLzER r. 1873. Iny zdkladny problém z teorie grafov riesi
znama Listingova veta z r. 1847 o rozklade grafu na systém otvorenych tahov
(jej dokaz podal aZ Luvcas v r. 1882), ktord hovori, Ze v stvislom grafe @,
ktory m4 2m (m > 0) uzlov nepérneho stupiia, existuje v#dy taky systém otvo-
renych tahov &= {P,, P,, ..., P, }, Ze kazdd hrana grafu G je hranou prave
jedncho tahu ¢ & a systém & s touto vlastnostou obsahuje najmenej m otvo-
renych tahov. Systému & otvorenych tahov s uvedenou vlastnostou, ktory ma
prave m tahov, budeme dalej hovorit Listingov systém tahov.

Vzhladom na to, %e podet uzlov nepdrneho stupiia v Iubovolnom grafe je
parny (ddkaz tohoto tvrdenia vykonal uZ EurLer r. 1736), pripomenuté vety
rieSia Gplne problém existencie takého rozkladu stvislého grafu na minimany
podet tahov, Ze kazdd hrana grafu je hranou prave jednoho fahu (odkazy na
prisludni literatiru najde éitatel v [1]).

Na moznosti pouzitia tychto ddvno zndmych poznatkov pri rieSeni niekto-
rych problémov z teorie pravidelnych grafov poukézal som v neddvno uverejne-
nych &lédnkoch (Poznidmky k Listingovej vete o rozkladoch grafu ma fahy,

1) V celom élanku pod grafom rozumie sa vidy koneény graf.
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Casopis pro pést. mat. 81 (1956), 396 —404 a praca [2]). V tomto &ldnku odvodim
— vychéadzajde z pripomenutych poznatkov a navizujic na oba svoje &lanky —
nutni a postatujicu podmienku pre existenciu rozkladu pravidelného grafu
(2n + 1)-6ho stupiia na faktor n-tého a faktor (n - 1)-ého stupna pri Iubo-
voInom prirodzenom éisle n.

Checem tak ukédzat, Ze $tidium fahov (otvorenych i uzavrenych, najmé
eulerovskych &iar) z roznych hladisk skryva eSte vela mozZnosti rozvoja tedrie
grafov i ked niektoré zo zakladnych otdzok v tomto smere st uz ddvno zod-
povedané.

Poznamenajme, %e napr. o podmienkach pre existenciu rozkladu pravidel-
ného grafu neparného stupila aspoil na dva faktory — az na malé vynimky —
nie je takmer ni¢ zndme. Vynimku tu tvoria pravidelné grafy tretieho stupia
neobsahujiice mosty, o ktorych dokdzal PETsRSEN v r. 1891, Ze sa daji vidy
rozloZzit na dva faktory a tak zvané parne pravidelné grafy (pod parnym gra-
fom sa rozumie graf, ktory neobsahuje Ziadnu kruZnicu s neparnym podtom
hran), o ktorych je zndme (pozri [1]), Ze sa daji vZdy rozlozit na » linedrnych
faktorov. Pokial ide o ostatné pravidelné grafy neparneho stupiia, dali sa
skoro vSetky doteraz zndme poznatky o moinostiach ich rozkladu na dva
faktory zhrnit do niekolko malo poznamok (ako to urobil napr. Konig v [1],
str. 195) tykajtcich sa najmé tGlohy, ktord hraji mosty pri takychto rozkla-
doch. Domnienka Petersenova z r. 1891, podla ktorej pravidelny graf neparne-
ho stupna nedd sa rozlozit na faktory (t. j. takyto graf je primitivny) len
vtedy, ked obsahuje mosty, nebola doteraz ani vyvratend, ani potvrdens,
atkolvek uz dlhd dobu pita pozornost mnohych matematikov.

2

Dokazme platnost tejto vety:

Pravidelnyj graf (2n 4+ 1)-ého stupria G (kde n je Tubovolné prirodzené Eislo)
o 2m wuzloch dd sa rozloZit na faktor n-tého a fakior (n -+ 1)-ého stupria prdve
vtedy, ked v G existuje Listingov systém tahov, ktorého kaZdy tah md mepdrny
polet hrdn

Dékaz. I. Nech v @ existuje Listingov systém tahov & = {P, P,, ..., P},
v ktorom ka’dy tah mé nepirny podet hran, a nech tah P; e & je poplsany
touto postupnostou prvkov e G:

Py = w,(3), hy,2(8);, Ua(9), - o hapyg 00, (2), Upp(8) 5 (B=1,2,...,m),
kde u, (i) s uzly, Agp.q1(2) sﬁ hrany a hrana h,,.,(2) je incidentnd s uzlami
Upli) = Upn(i) (@ = 1,2, ..., 2 — 1),
V grafe @, ktory pozostava z prvkov a len prvkov istého otvoreného fahu

grafu G, st koncové uzly tahu uzlami neparneho stuptia v @ a ostatné uzly
e G st uzlami parneho stupiia v G. Pretoze Tubovolny uzol u ¢ @ je uzlom ne-
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pérneho stupila v ¢ a lubovolnd hrana e G patri prave do jedného tahu Listin-
govho systému, je kazdy uzol ¢ @ neparny polet krat (tedy najmenej raz)
koncovym uzlom tahov ¢ &. Ak oznadéime p; podet uzlov € G, ktoré st koncové

o] @
prave v t tahoch, plati gy = 0 a dalej: 2m = > r. 0, = (> 0,) + 05 + 205 +
© r=0 ‘T 0
+ 30, + ...; aviak > o, = 2m, preto g, = 0 pre » > 1. Vysledok g, = 2m.
r=0

Lubovolny uzol u € G je koncovym uzlom prave jedného tahu ¢ &.

Medzi symbolmi wu,(¢), kde te{1,2,...,m}, ®e{2,3,...,2r; — 1} musi
byt prave n takych, ktoré oznaduji uzol u, lebo kazdy iny uzol otvoreného
tahu nez koncovy uzol sisedi s dvoma hranami v postupnosti P;, s ktorymi je
incidentny, a pretoZe u ¢ G je uzlom (2n -+ 1)-ého stuptia v G, musi byt (okrem
toho, Ze je raz koncovym uzlom) prave n-krdt vnitornym uzlom fahov ¢ &.

RozdeIme hrany grafu G do tried H,, H, takto: do triedy H, zaradme vietky
hrany hgy,_;04(t), kde 1 = 1,2, ...,m; 2 = 1,2, ..., 7, a do triedy H, zaradme
vietky ostatné hrany e G.

Lubovolny uzol u € @ je incidentny prave s n hranami triedy H,, lebo vni-
torny uzol tahu € & je incidentny préve s jednou hranou tahu patriacou do
H, a hrana tahu ¢ &, s ktorou je incidentny koncovy uzol tahu, patri do H,
(vieme uZ, Ze Iubovolny uzol u ¢ G je nkrat vnitornym uzlom tahov ¢ &).
Mnozina hran H, je preto mnoZinou hran istého faktora n-tého stupia G,
grafu G. MnoZina H, ostatnych hran grafu G' je mnoZinou hran faktora @,
ktory je zrejme faktorom (n -+ 1)-ého stupna grafu G.

Ak teda existuje v @ Listingov systém tahov &, v ktorom kazdy tah ma
neparny podet hran, potom @ se da rozlozif na dva faktory G,, G,, z ktorych
@, je n-tého, G, je (n + 1)-ého stupiia.

II. Nech existuje rozklad grafu G na faktory G,, @, pritom G, je faktorom
n-tého stuptia v @ (a teda G, je faktorom (n -~ 1)-ého stupiia v G).

Oznatme znakom H, resp. H, mnoZinu hran faktora G, resp. &,. Oznadme
uzly grafu G znakmi u,, u,, ..., %,,, & utvorme graf G’ z grafu @ tak, %e spojime
novou hranou k; uzly %;, %;., pre vietky ie {1, 2, ..., m}. Oznalenie uzlov
¢ @ volme pritom tak, aby graf G’ bol savisly. Toho vidy moZno docielit, lebo
@ mé najviac m komponent a ku G priddvame m novych hran; teda dvojice
uzlov, ktoré spajame, mozno volit tak, aby G’ bol stivisly graf.

Polofme Hy = Hy -+ {hy, b, ..., hy,}; Hy = H,. Plati: graf G’ m3a tie isté
uzly ako graf G' a lubovolny wuzol e G’ je incidentny prave s (» + 1)
hranami ¢ H, a je incidentny prave s (n -~ 1) hranami ¢ H;. PretoZe mnoZiny
Hg, Hy s6 zrejme disjunktné, sd tieto mnoZiny mnoZinami hran faktorov
Gy, Gy, ktoré st oba faktormi (n + 1)-ého stupiia v 6.

V préci [2] som dokdzal, Ze v grafe G’ existuje takd eulerovska &iara E,
e ak obiehame po jej hranich, striedavo prechddzame cez hranu ¢ Hy a cez
hranu e H;.



Vietky hrany k; (i = 1, 2, ..., m), ktoré sme pridali ku grafu G, aby vznikol
graf G, patria do Hj. Teda medzi dvoma po sebe idiicimi prechodmi cez hrany
€ {hy, kg, ..., hy,} pri obiehani po eulerovskej ¢iare K- prejdeme neparny podet
hran e @. Ak preto zrusime v E vietky hrany e {%y, hy, ..., b}, TOZpadne sa
eulerovsks diara E na m otvorenych tahov, z ktorych kazdy: 1. obsahuje len

— ~

Obr. 1.

prvky e @; 2. mé neparny podet hréan (%e sa to otvorené fahy je zrejmé z toho,
%e ka?dy uzol € @ je incidentny prive s jednou hranou e {ky, ks, ..., bp}).
PretoZze Iubovolnd hrana e G vyskytuje sa prive v jednom z tychto fahov,
uvedenym spdsobom konstruovany systém otvorenych fahov je Listingovym
systémom tahov, v ktorom kazdy tah mé neparny podet hrin.

Ak teda v @ existuje rozklad na faktor n-tého a faktor (n + 1)-ého stupiia,
potom existuje v G Listingov systém tahov, v ktorom kazdy fah mé neparny
podet hran. '

Rozklad grafu @ na faktor n-tého a faktor (» 4+ 1)-ého stupiia existuje prave
vtedy, ked v @ existuje Listingov systém fahov, v ktorom kazdy tah m4 ne-
pérny podet hran. Dékaz vety je vykonany.

Poznamka. Ak v pravidelnom grafe (2n g 1)-6ho stupiia G neexistuje
taky Listingov systém tahov, v ktorom kaZdy fah mé neparny podet hran,
neznamend to efte,%e @ je primitivny graf. Graf @ zndzorneny na obrazku 1 je
pravidelny graf siedmeho stupiia, ktory se d4 rozlozif na faktor piateho a
faktor druhého stupria (hrany faktora piateho stupnia si znizornené plnymi
diarami, hrany kvadratického faktora diarami pferuéovan;’rmi, v.obr. 1); teda &
nie je primitivny graf. AvSak @ ned4 sa rozloZit na faktor tretieho a faktor Stvr-
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tého stupiia (z toho podla nasej vety vyplyva, Ze neexistuje v & taky Listingov
systém tahov, v ktorom kaZdy tah ma neparny podet hrén), lebo G obsahuje
uzol u, ktory je incidentny s piatimi mostami hy, ky, ks, ky, s, & je zndme, Ze
faktor neparneho stupiia Iubovolného pravidelného grafu obsahuje vSetky
mosty grafu (pozri [1] str. 195). Podobny graf pre » > 3 si Sitatel snadno zo-
stroji sdm.
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Peswoume

PA3JIOKEHNE KOHEYHOI'O ITPABUJIBHOI'O TPADA
HEYETHOH CTEIIEHU HA JIBA MHOMUTEJIA

AHTOH HKOIIUI' (Anton Kotzig), Bparucnasa
(ITocrynuno B pegarxnuio 3/X 1956 r.)

B paGore BEIBOETCS HEOGXOAEMOE ¥ HOCTATOYHOE YCIOBHE IJISA TOTO, ITOOBI
CYIIECTBOBAJIO Pa3iI0OKeHHe KOHEYHOTO IpaBmibHOTO Trpada (2n + 1)-o# cre-
OeHW Ha ABa MHOKATENA (n-To# m (n -+ 1)-0i cremenm). loxasara ciemyomas
TeopeMma:

IIyemv G — romeunwri npasuavrvlii epag (2n + 1)-0i cmenenu (20e n —
NPOU3BOABHOE HAMYPALLHOE YUCA0), umelowull 2m eepwun. I'pag G passazaemces
Ha dsa mmomcumenss (n-moii u (n —+ 1)-oii cmenenu) moeda u moavko moeda,
ecau ¢ G cywecmesyem cucmema &, cocmosuias us omepuimuix semeeis Zy, Z,, ...,

vvy L, NPUUEM
+ 1. Kancdoe us pebep epaga G npurnadaemcum mourno 00wrol eemsu us &,
2. Kaocdas 6emsv umeem newemmoe wucao pebep.

Zusammenfassung

DIE ZERLEGUNG EINES ENDLICHEN REGULAREN GRAPHEN
UNGERADEN GRADES IN ZWEI FAKTOREN

ANTON KOTZIG, Bratislava
(Eingelangt 8. X. 1956)

In der Arbeit wird die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die
Existenz der Zerlegung eines endlichen reguldren Graphen (2n 4 1)-en Grades
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in zwei Faktoren (

n-ten und (n + 1)-en Grades) abgeleitet. Folgender Satz
wird bewiesen: .

Es sei G ein beliebiger endlicher regulirer Graph (2n - 1)-en Grades (n ist
eine beliebige ganze positive Zahl), welcher 2m Knotenpunkte enthilt. Der Graph
(G zerfdllt in zwei Faktoren (n-ten und (n -+ 1)-en Grades) dann und nur dann,

wenn in G ein System & von offenen Ziugen © = {Z,, Z,,

veey Zy} mit den Bigen-
schaften '

1. jede Kanie des Graphen G gehdrt genau zu etnem Zuge aus S,
2. jeder Zug besitzt eine ungerade Anzahl von Kanten, existiert.
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