Casopis pro péstovani matematiky

Jan Marik
Poznadmka o délce Jordanovy kiivky

Casopis pro péstovdni matematiky, Vol. 83 (1958), No. 1, 91-96

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/108183

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1958

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized

documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these
Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/108183
http://dml.cz

Casopis pro péstovani matematiky, roé. 83 (1958), Praha

POZNAMKA O DELCE JORDANOVY KRIVKY

JAN MARIK, Praha DT:513.83
(Doslo dne 17. dubna 1957)

Autor dokazuje, Ze délka Jordanovy kfivky s vnittkem G je supre-
mem mnoZiny &isel

f (3’1)1(2,‘, E/) + av2(xs ?/)) dz dy ,
oz oy
G

kde v, v, jsou polynomy, spltiujici nerovnost v3(, y) + 3w, y) =1
pro viechna [z, y] ¢ G.

1. Symbol E, (resp. E,) oznaduje mnozinu viech redlnych (resp. komplex-
nich) é&isel. Dvojici redlnych disel [z, ] ztotoZiiujeme s komplexnim &islem
x + 4y. Funkei dvou redlnych proménnych budeme tedy poklddat téz za
funkei komplexni proménné nebo naopak. Redlnou (resp. imagindrni) dast
komplexni funkce f budeme vidy znadit symbolem f, (resp. f,).

Bud f spojitd komplexni funkce, definovand v intervalu <a, d>. Necht
f(@) = f(b) a necht plati implikace

(b tae<a, b), 0 < [t; — to| < b — a) = f(tx) *+ f(t) -
Potom mmnozinu C = f({a, b)) nazveme Jordanovou k¥ivkou (a fekneme, Ze
funkee f uréuje Jordanovu kfivku C). MnoZina F, — C mé dvé komponenty
a k¥ivka C je jejich spoleénou hranici. Tyto komponenty jsou oviem oblasti

(t. j. oteviené souvislé mnoZiny). Jedna z nich je omezen4; ta se nazyva vnittek
k¥ivky C. Druhé (neomezend) oblast se nazyva vnéjsek C.

Je-li h komplexni (nebo realnd) funkce v intervalu <{a, b), polozime
var (h, a, b) = var (k) = sup 2, |h(t;) — h(t;-1)| ,
D j=1

kde D={a =t <t <..<t, =0} probihd vSechna déleni intervalu
{a, b).

Jestlize funkee j v intervalu <{a, by uréuje touz Jordanovu k¥ivku C jako
funkee ¢ v intervalu <c, d>, je var (f, @, b) = var (g, ¢, d); tuto hodnotu (kters
oviiem nemusi byt koneénd) nazveme délkou k¥ivky C.
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Pro libovolnou komplexni funkei % v intervalu <{a, b) plati

max (var (hy), var (k,)) < var (h) < var (hy) 4~ var (h,) , ()

/

jak se snadno dokéze. (Zde jsou oviem — podle imluvy — funkce &, k, redlné
aje h = hy, + th,.)

Mnozinu v8ech spojitych komplexnich funkei 2 v intervalu (a, b), pro néz
je var (h) << co, oznadime symbolem V(a, b). Dale bud V(a, b) mnozina viech
heV(a,b), pro néz h(a) = h(b).

Jsou-li zg, z; body oblasti G c E,, existuje heV(0,1) tak, Ze A(0) =z,
h(1) ==z, (K0, 1) c G.

Je-li heVy(a,b), miZzeme na mnoziné E, — h({a, b)) definovat funkei

ind;, predpisem
. . 1 (lh(t)
ind;, z = 5 f“‘(})‘—_r; .

Potom nabyva funkce ind, jen celo¢iselnych hodnot a je konstantni na kazdé
komponenté mnoziny B, — h(<a, b)); je-li |z| dostateéns velké, plati inds z = 0.
(Viz [1], odst. 4.)

2. Bud heVya,b). Pro j =1,2 bud z; = x + 1y;, kde x,y,c By, y, <y,
(resp. z; = x; + 1y, kde x;, ye By, x, < x,); bud J useka o koncovych bodech
21, 29. Necht body 2y, 2, nepatti do h({a, b)) a necht existuje prdvé jedno t e {a, b),
pro néZ h(t) e J; ddle piedpoklddejme, Ze t e (a, b) a Ze funkce hy (vesp. hy) je ryze
monotonni v bodé t. Potom plati

[ind, z; —ind, z,| = 1. (2)

Diakaz. Viz [1], odst. 7, vzorce (19) a (26).

3. Necht funkce f (= f, + tfs), definovand v intervalu <a, b), uréuje Jordanovu
eFivku C. Bud M mnoZina véech te (a, b), v nich md funkce f, lokdlnt extrém -
(ostry mebo meosiry). Bud G wnitfek mebo wnéjéek kiivky C. Necht x,y;e E,
Y.< Yo < Yo 25 = 1y, (j = 0, 1, 2); necht zye C' a necht tseéka o koncovych
bodech z,, z, je Edsts G. Potom e fL(M) U {f,(a)}.

Dikaz. Necht z + f(a). Rozeznivejme dva piipady.

1. Existuji 71, 1, tak, ze n; < 9, a Ze usetka J o koncovych bodech x + 7,
x + i, je sasti C. MiZeme uréit &isla ay, b; (@ < a, < b, < b) tak, e z non e
e h(<a, a>) U f1(<by, b)) a tedy J c f(<ay, by>). Protoze na mnozing <a,, b,>
je zobrazeni f homeomorfni, je f~*(J) opét tisedka. Pro ¢ e f~1(J) je viak fi(f) =
= x; odtud plyne ze f(M).

II. Takova disla 7, 7. neexistuji. Potom miZeme piedpokladat, Ze z,, 7,
non € C a tedy 2, 2, € G. Protoze G je oblast, existuje g € V(0, 1) tak, ze g(0) =
= 2, g(1) = 25, 9(<0, 1)) € G. Bud U otevieny kruh o st¥edu z, a poloméru &
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takovy, ze U n ¢(<0, 1)) = §; bud U, (resp. U_) mnozina téch bodii z U, je-
jich% prvni soufadnice je vétsi (resp. mensi) nez x. Poloime A(t) = g(t) pro
te 0,1y, h(t) =z, + (t — 1)(z; — 25) pro fe<1,2). Potom je heV (0, 2).
Protoze G = E, — G je oblast disjunktni s £(<0, 25) C G, je funkce ind, kon-
stantni na @; z podobného davodu je funkece ind, konstantni také na kazdé
z mnozin U, U_. PoloZzime-li na pt. z, == z, + }¢, 2 = 2, — }¢, plyne snadno
7 (2) (kde oviem piSeme z_, z, misto z,, z,), Ze funkce ind, ména U, jinou hod-
notu nez na U_. Nemtze tedy platit zdroveli G o U, + 01 G n U_ + 0. Je-li
na pi. @ n U, = 0, zjisti se snadno, ze v bodd t,, kde f(t,) = z,, ma funkee f,
lokaIni maximum; je tedy opravdu z e f,(4).

4. Je-li AcE, te K, bud

AL = Ex;xe B, o+ it ¢ A], A} =Ely;yeB,t -+ iyeAd].

Lebesgueovu miru v E, budeme znagit yu;, (K = 1, 2). Slova ,,skoro vsude‘,
,,méFitelnd mnozina‘* a pod. se vidy budou vztahovat k mife u,; ze souvislosti
bude patrné, které k je minéno.

Bud 4 omezend méfitelnd neprazdna ¢ast E,. Bud P, (resp. B ,) mnozina,

viech realnych (resp. komplexnich) polynomi g(x;, #;), spliiujicich vztah
! (%, 25)| = 1 pro kaizdy bod [y, z,]e 4. Pro k =1, 2 polozme

I|4]x = sup f %‘?’—cdyz, kde o€V ;
A

dale bud

0 7
= [ (52 553)%, kde 0= o - igge B
A

Snadno se zjisti (viz [2], odst. 4, str. 523), ze
max (|| 4}, [|4]ly) = [|4] = |4l + [[4]ls - (3)
5. Necht funkce [ (= f, + if,) definovand v intervalu {a, by uréuje Jordanovu
" kffivku C; bud G vnitiek C a bud A takovd méfitelnd mnofina, e G c A c G.
Pologme v; = var (f;) (j = 1, 2). Potom plati
v =[Alle, vy =[4]:- (4)
Dikaz. Pro z e E; bud ¢(x) podet prvké mnoZiny f;*(z) (je-li tato mnozina

nekoneénd, polozime ¢(x) = o). Podle Banachovy véty (viz [3], str. 280) je
funkee g méfitelnd a plati

fq du, = v, . (5)

\
Bud napted ||4||; < oo. Podle [2], odst. 33 (str. 545) existuje mnozina K c E,,
ktera ma tyto vlastnosti:

1) Je (B, — K) = 0.
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2)> Ke kazdému xe K existuji &isla o, < g, < ... < a,‘ < B, (r celé = 0)

tak, Ze mnozina A, je ekvivalentni*) se sjednocenim U oj, B;); polozime-li
j=1

r =y, je
~f1/) dpy = ||4], . (6)

Dale bud M mnozina téch bodt ¢ e (@, b), v nichz m4 funkce f, lokdlni extrém;
bud

T = {fla }Uf1 v (E, — K).

Snadno se zjisti, Ze mnozina f,(M) je spoce’ma; je tedy Ml(T) = 0. Zvolme

re B, — T a sestrojme podle 2) ¢isla «;, ;. Protoze 4 c G, je U «;, B3) c ()3

j=1
r

protoze viak zmnone f,(M) u {fi(a)}, je (podle odst. 3) aj, 8;) c Gi. Polo-

zime-li jesté g, = — oo, &,y = 00, zjistime podobné, Ze U (B)> i) € (Hy —

j=
— @)3. Je tedy C2 = {xy, f1, ---» % Br}; Vidime, Ze g(x) = 2r = 2y(z). Odtud
a7 (5), (6) plyne v, — [[A].
Bud nyni v; < . Pro kazdé » je hranice mnoziny A2 &asti mnoziny C;,
kterd mé ¢(x) prvki; mnozina A3 ma tedy nejvys g(z) komponent. Podle (5) je
fq du, < o0; podle [2], odst. 20 (str. 535—536) je tedy [|4], = "fq du, < o0.

Je li tudiz ||4||, = o0, je téZ v, = oo. Tim je dokézano, Ze v kazdem piipadé
plati v, = ||4]||,; dikaz vztahu v, = ||4]|; je podobny.

Pozndmka 1. Ze vztaht (1), (3), (4) plyne, Ze plati var (f) < oo, pravé kdyz
4]l < 0.

Poznamka 2. Bud var (f) < oo (a tedy ||4|| < o0). Zvolme z ¢ f,({a, b>) —
— T (snadno se zjisti, Ze takové x existuje a Ze y(x) = 1) a uréeme ¢&isla y;, ¥,
tak, abychom méli y; << oy < y, < ;. Protoze ind;z = 0 pro vSechna z =
=z + 1y, kde y < «;, plyne snadno z (2), Ze |ind, (x + 1y,)| = 1. Je-li tedy x
hodnota funkce ind; z na vnittku @ kiivky C, je x = 4- 1.

6. Jsou-li g, » komplexni funkece (na téze mnoziné), pak symbolem [y, /]
(skaldrni soudin) budeme rozumét (redlnou) funkei g:h; + goh,. Déle piSeme

Evl 8?)2

dive = + — pro kazdy komplexni polynom w(z,, x,).

1. Bud @ vnitfek Jordanovy kfivky, wréené funkei f v intervalu {a, b>. Pfedpo-
kladejme, e funkce fi, f» jsou absoluiné spojité. Bud » hodnota funkce ind; rna G;
bud © komplexni funkce, splitujict rovnost

tx 7(t) = f'(£)

*) Rekneme Ze mnoziny P, @ jsou ekvivalentni, jestli¥e u,(P — Q) = (@ — Py=0.
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pro skoro vSechna t e {a, by. Potom plati

b
f[v(f)> n] d,ul = é'.div v d‘ltz (7)
pro kaZdy komplexnt polynom v.

Dikaz. Podle Greenovy véty (viz [1], odst. 10) dostavame = [div v du, ==
G

b b b b
=afvl(f) df, — [vo(f) dfy = {(vl(l‘) fo — valf) f1) duy = %{[v(f), ] dpty.

8. Bud G wvnitiek Jordanovy kitvky C, kterd md délku d (0 < d < ). Bud A
méfitelnd mno¥ina takovd, ¢ G c A c G. Potom plati ||A|| = d.

Dikaz. Podle pozndmky 1 v odst. 5 staéi vySettit piipad, kdy d < oo
(a tedy téz ||4|| < o). MuZeme proto piedpokladat, ze funkee f, kterd urduje
k¥ivku C, ,,mé za parametr oblouk®, t. j., Ze f € V(0, d) a Ze var (f, 0, f) =t pro
kazdé ¢ €(0, d). Potom jsou funkee f,, f, absolutng spojité a plati |[f'(£)] = 1 pro
skoro v8echna te {0, d>. (Viz [3], str. 123, Theorem (8.4).) Ozna¢me hodnotu
funkece ind; na mnoZiné ¢ pismenem x a definujme v intervalu <0, d) komplexni
borelovskou funkei 7 timto piedpisem: Jestlize f'(t) existuje (0 < ¢ < d) a ma
prostou hodnotu 1, bud %(f) = — 4 f'(t); pro ostatni ¢ poloZme (na p¥.) z(f) = 1.
Déle definujme na mnoziné C funkei » vztahem

v(2) ==z(t), kde =z ={f(t).

Protoze pro kazdé n > % je zobrazeni f intervalu <0,d — %_‘) homeomorfni,
je » borelovskd funkce. PoloZzme kone&né

Pp(B) = w(f~(B))
pro kazdou borelovskou mnozinu B c C. Snadno se zjisti, Ze p je mira a Ze pro
kazdou. omezenou borelovskou funkei w na C plati Cf wdp = f w(f) duy; pro

kazdy komplexni polynom v je tedy (viz (7))
4
Cf[v, v]dp =0f[v(f), ) du, = (!div vdu, = !div vdu, .

Odtud plyne podle [2], odst. 18 (str. 534), Ze p(C) = ||4]|; je tedy opravdu
4]l = d.

LITERATURA

[1] J. Krdl a J. Ma#tk: Der Greensche Satz, Uex. mar. :xypHau, 7 (82), 1957, 235 —247.
[2] J. Ma#tk: The surface integral, Yex. mar. sypHai, 6 (81), 1956, 522 —558.
[3] S. Saks: Theory of the integral, New York. ’

95




Peswome

BAMETKA O JJIMHE $KOPITAHOBOW KPMBON

fIH MAPHUK (Jan Matik), IIpara
(lTocTymumo B pegarumio 17/IV 1957 r.)

B paGore [2] pnsi BCAKOTO W3MEpEMOro OrpaEmYeHHOr0 MHOMKectBa A C B,
oupepmenero umeno ||4|, KoTopoe mrpaer BajKHYI POIb B TEODHE HOBEPXE-
HOCTHOTO WHTerpaia. B Hacrosmeil paGore AOoKa3aHa CleAyIOMas TeopeMa:

ITycmy G — obaacms, aerncawan erwympu (Naockoii) scopdarosoli Epusol
dununs ¢ (0 < & < ©0); nycmv A — usmepumoe mmoonecmso, G c A cG.
Tozda ||A|| = .

Zusammenfassung

EINE BEMERKUNG UBER DIE LANGE EINER JORDANSCHEN
KURVE '

JAN MARIK, Praha
(Eingelangt 17. IV. 1957)

In der Arbeit [2] wird jeder beschrinkten messbaren Menge A c &, eine
Zahl ||A|| zugeordnet, welche in der Theorie des Oberflichenintegrals eine
wichtige Rolle spielt. In diesem Artikel wird der folgende Satz bewiesen:

Es sei G das Innere einer (ebenen) Jordanschen Kurve von der Linge d (0 <
< d = ©). Wenn eine messbare Menge A die Bedingungen G c A c G erfullt,
dann gilt ||4]| = d.
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