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Casopis pro p&stovani matematiky, rot. 83 (1958), Praha

O JISTYCH TRIDACH FUNKCI SPOJITYCH

MILOSLAV JUZA, Praha DT:517.131
(Doslo dne 6. bfezna 1957)

V ¢&ldanku je pfimou konstrukei proveden diikaz véty 1, kterou do-
kézali AUERBACH a BANACH v prédci [1] methodou kategorii. Ke kon-
struktivnimu dbtkazu je wuZito methody, pouZité E. STEINITZEM
v préci [3]. Jako snadny dtsledek véty 1 se dostane véta 2.

Slovem ¢islo se v tomto ¢lanku vSude, pokud neni vyslovné feéeno jinak,
rozumi vidy redlné ¢islo; slovem funkce se v§ude rozumi funkce jedné reilné
proménné.

Véta 1. BudiZ 0 < o < v < 1. Potom existuje funkce f(x), kterd splituje
Lipschitzovu podminku ¥ddu o,1) ale pro kazdé éislo x, jest

v, v — |7

Existenci takové funkce po prvé dokdzali AUERBACH a BANACH v préci [1]
methodou kategorii. V tomto &lanku dokéZeme vétu 1 pifmou konstrukei
takové funkce.

ot oT

Budiz tedy 0 < ¢ < 7 =< 1. PoloZzme n = [3;:"] + 1. Potom jest n > 3*7°,

e . 1 &

takZe n °* >3, n* > 3°7° > 1, tedy
1

ne

1
T

—n o —1)>2.

Tedy existuje nejmensi pfirozené ¢islo m takové, Ze
1 1 .
nT<m<n’ (2)
1
a Ze m mé tou% paritu jako n. ProtoZe jest m > n® = n, jest &islo (m + n)
ocelé kladné a mensi nez m.

1) T. j. existuji &isla d > 0, K > 0 tak, Ze pro v — x,| < d]e @) — f(wg)] = Kl — ayle
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Budeme definovat &sla Az, im+s k DPYirozend, I celé, ¢ = 1, 2, ..., m, taktos

1 .
Ay imes = re L,2,...,8m +mn);

1 .
A1,1m+i=_7: zzi_!g(m—{—-n)-i,-l,...,m; ) (3)

Ak+1,(l—1)m+i = A;C,z . Al,i 5 k = 1, 2, 3, ...;’i: = ]., 2, ey M.
Z¥ejmd pro [ cel§, k = 1, 2, ..., plati

m mk
ZAk+l,(l—l)m+i = Ak,l s Z Ak+1,i =1, (4)
i=1 =1

[l = = . (8)

Budi% A,, mnoZina viech &isel tvaru —l— I celé, k plirozené. Budeme defino-
vat na mnoZiné 4,, funkei ¢(x) predplsem
1
q)(lo—*—;f;i):lo-f— ZAL‘,‘IZ’ locelé, Z=O, 1: '“smk'_l; k=1) 2?"' (6)
i=1

ProtoZe plati (4), je funkce ¢(z) timto pfedpisem na mnoZiné 4,, jednoznaéné
urdena.

BudteZ p, g celd &isla, p > g, k& ptirozené, [7,%] = [—7%76] Potom plati

k
HEREEIE
Nebotf necht __p_k = [ ] + 3:&1,6 , q,,qu = [%] + %; potom podle (6) a (5)
plati

o) o) = B - .

Dy
Ay _b5h—-% _P—4
Z ks — im g+1|Ak zl nk nk

i=q+1

Déle pro kazdé celé I a kaZdé pFirozené & plati

P—q
nk

141 l 1 :
q’(W)—‘P(W) = (8
Y AN 14+1 l l I, 1+1
Nebot neni-li - celé, pak[ - ]z[%_k] ='l°’ﬁé=l°+}n}i’ e
l 1
=1, + 17:; a podle (6) a (5) mame
I+1 /A Ltl L 1
lq’( mE )_q’(ﬁ) = iglAlc,i— iZIAk,i =Mk,l,+1l=m-
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l+1 l mk — 1

Je-li viak =, celé, potom P (lo— 1) + - el podle (6),
(4) a (5) dostaneme
141 l sl
!‘P( ik ) (p(;n_’“)' = |l — (lo -1+ igl Als,i)) =
m‘l ; l
l <h +
Je- h , ly celé, k piirozené, x € 4,,, potom

— 111
(o2

< (1 + -n;_Tl) L (9)

nk

l
¢lz) — ¢ (ﬁ)

Mm~¢@$ﬁ

To plyne ihned z (8), je-li = b + —. Jestlize x < by + —, pak existuji
p
Aoliloy .., 0L, Em—1pror=1,...,14, tak, Ze & = Z‘) ﬁlkiga podle
(7) plati
@ — o] < o3 ) - o{B) 5 10( 5 L) - oS L) <
¢ ? 77’I/k ? fony I)nk"l"L P mk i-—_—#___ll(p o) ml+e ¥ = mEt+e]| =
i m\lﬁ‘” 1 m—11
P ) A T
z této nerovnosti a z (8) déle plyne ‘
ly+ 1 I l ly+1
= <5 = o = o) < o) = o5 <
1
< (”'1;?1 + 1) E’

coZ je druba z nerovnosti (9).
Nyni dokéZeme, #e funkce ¢(*) spliiuje na mno%in& 4,, Lipschitzovu pod-

; s . 1 e .
minku ¥adu ¢. Budiz totiZ z e dm» Y e 4,,, 0 <y — z < o Existuje piirozené

1 1 1 I+1 ,
dislo y a celé ¢islo I tak, Ae——ﬁSy—x<;n~;,W<x§__W. Pro ¢éislo
1
y.pak plati bud —l- <y = l—%\ nebo + ! Sy < ZA%% ale v kazdém
piipadé podle (9) plam
1+1 m—1\ 1
(x)—¢('7n_/\) <(1-L'n—l)ﬁ’
1+1 m— 1) 1
l(y)“¢(f\)<(1+n_1);?;,
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tedy

o) — o) <2(1 + 2 L.

1/ nv

1
Protoze |z —y| = a podle (2) jest m” <, tedy pro 0 <y — & <

= v
dostaneme
)= 20l g (1 + 222 L a1 4 220)

Skuteéné tedy funkce ¢(z) spliiuje na A.,,, Lipschitzovu podminku ¥adu o.

Z posledntho vysledku viak plyne, %e ¢(z) je na A, stejnomérné spojité.
Existuje tedy funkce f(x) definovans a stejnomérné spojit4 na mnozing viech
redlngch disel takové, e pro x e 4, je f(x) = p(z).?) Funkece f(x) spliuje
Lipschitzovu podminku ¥4du ¢ na mnoZiné viech reslnych &isel. Nebot jsou-li

z, y libovolna redlnd &isla, 0 < |z — y| < %{’ existuji &isla x,, %5, ...} Y1, Y2» -+
Zi€ Ay, Y€ Ay, x; + 9, tak, %e lim x; = , limy; = y, a v disledku spoji-
200 i—0
tosti funkee f(x) podle (10) plati
@) = f)] _ i @D — f8] _ o (1 Lme 1) _
o=yl e [m— il —1

Déle pro kazdé &islo x, plati (1). Nebof existuji celd éisla by k=1,2,..,
tak, Ze

l 1
ﬁ’;gxﬂ< l”_l; )

Podle (8) dostaneme

I a kel R

tl L

mk mk

Protoze podle (2) je ”_" > 1, jest

MRl

L+l L[|

mk m¥

(11)

k—-»oo

JestliZe pro nekone&nd mnoho % je 7—;2 = =,, potom (1) jiZ plyne z (11). JestliZe

pro skoro véechna % je 7—2‘; < x,, pak pro tato k jest

L. L,+1 be
mk -

h+1 b
0<|m— T “nE

TmE T mk

[/ 1
k?:; ___xol<

0 ’ 0 <
2) Viz t¥eba [2], véta 177.
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a tedy

L+ 1 L L+1 I,
) () e ) () - fiw

L+l L[ T L+l T Lo |

mE | o Pl

ProtozZe limita levé strany je co a pravé strana je soudet nezdpornych séitanci,
musi limes superior asponl jednoho z téchto séitanct byti roven oo. Odtud
plyne (1) i pro tento piipad.

Dokazali jsme tedy, Ze funkce f(x) spliuje v8echny podminky ve v&t& 1.
Poznamenejme jesté, Ze podle (6) je f(0) = 0.

Z véty 1 snadno plyne tato

Pomocna véta. BudteZ ddna redlnd Cisla p, q, 1 < p < q. Pak existuje funkce
[(x) definovand a spojitd na mnoZiné vsech redlnych Eisel a majici tyto vlastnosti:

2 ¥y

1. pro kaZdé éislo r = q a ka#dé éislo x, plati

i @) = f@l .

Z->%, lx - xo{ ’ (12)
I1. pro kaZdé &islo s < p a kaZdé Eislo x, jest
lim sup M = 00 : (13)
Z =Ty ].’E - xol ’
II1. f(0) = o.
2

Dtkaz. Polozme o =

s r=i, takZze jest 0 <o <7 <1 a uva-
»+q 4
zujme funkei f(x) z véty 1.

1. Existuje ¢islo K tak, %e pro |z — x| < —”17 je Lf(—x)—:—f—(fz‘ﬂ < K, tedy

[z — xopre
L ptq
Ug)—lf—j%w < K ? a tedy pro kazdé &slo 7 > 3(p + q) a tedy tim
]
spife pro kazdé r = g plati
2tg
|f(x) - .f(xo)lf — l.f(x) - f(xo)‘ 2 . lf(x) . f(xo)lr**(p*—q) S

lr — | & — |
< KW+ [fa) — flzg K5+

a tedy v disledku spojitosti funkce f(x) plati (12).



: z) — f(z z) — flxy)lP
IT. Jest lim sup—I—f-(”)-——f‘g—f)—L = o0, tedy téz lim sup Lf—(—l)x—;—f%ril— = o,
> o 2% 0
|z — 2|7
Budiz z,, z,, ... posloupnost takova, e lim z; = =, @) + f(z,),
PR I.’,Uz - xol
tosti funkce f(z) mit

lf(xz) f(xo)\ hm lf(xl) (xo)lp
00 l-’r b mol 40 IZU — xcl
a tedy plati (13).
III. Z poznamky na konci dikazu véty 1 vidime, Ze f(0) = 0.

= o0. Potom — protoZe s < p — budeme v disledku spoji-

]:fg [f(@:) — fo)|*=? = o0

Véta 2. BudiZ m ptirozené &islo. Pak existuje funkce f(t) definovand a spojitd
na mnoziné vech redlnyjch Eisel a majict tyto vlastnosti:

1. je-li P(x) libovolny nekonstanini polynom stupné mendtho nef m, nemd
funkce P(f(2)) vlastni derivaci v Zddném bodé;

II. existuje polynom Q(x) stupné m takovy, Ze funkce Q(f(£)) md aspoti v jednom
bodé derivact rovnou nule. A

Dukaz. Je-li m = 1, stadi za funkei f(¢) vziti libovolnou konstantu. Budiz
m > 1. PoloZme p = m — 1, ¢ = m a f(f) budiz funkce spliujici podminky
I, IT, IIT pomocné véty.

I. Budiz P(x) nekonstantni polynom stupné mensfho nez m, i, redlné us]o
Dokéizeme, Ze funkce P(f(t)) nems vlastni derivaci v bodg t,.

Oznadime f(¢,) = z,. Existuje p¥irozené &islo s < m takové, Ze pro derivace
polynomu P(z) v bodé z, plati

Pl(zy) = P"(%,) = ... = PC~D(z,) = 0, PO)(z,) *+ 0.

Podle Taylorovy véty plati

[P@) — Pla)| = o POE) (@ — 20y

pii demz |£ — xy| = |@ — x,|. ProtoZe viechny derivace polynomu jsou spojité,
existuje &islo ¢ > 0 tak, %e pro z, pro nd% |xr — z,| < ¢, plati

[PO(2)] > 3P (o)]-
Snadno zjistime, Ze pro z, pro néi |x — | < &, plati
1 1
P@) — Plao)| > 5 - 57 - PO - o — ol - (14)
Protoze funkce f(t) je spojité, existuje &islo 6 > 0 tak, %e pro ¢, pro néz

[t — to| << 6, plati [f(?) — f(t,)| < . Pro t, pro n&% [t — t,| < 8, tedy podle (14)
plati

[P(f(E)) — P(fEo))] > C - 1f() — f()l*
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. i , 1 .
kde klademe pro zkriceni C' = — - a |P®(,)| > 0. Odtud zjistime, %e pro ¢,
pro nék |t — ¢,| < 4, plati

P(f(t)) — P(f(t)) ) — f))
i t—1 !> ¢ D

Jest viak s = m — 1 =p a tedy podle pomocné véty plati (13). Tedy tim
apie lim sup | L) — PUHE)
i—t, l t — tO

= oo a tedy funkce P(f(t)) nemd vlastni
derivaci v bods t,.

II. Dokézeme, Ze funkce (f(f))” ma v bodé 0 derivaci rovnou nule. Jest

s _ L @)™ — (o)™ [f(t) — f(o)|™
totiz f(0) = 0, takze =] = F— 0]
podle pomocné véty vzorec (12) pro r = m a funkee (f(t))” mé tedy v bod& 0
nulovou derivaci. Stadéi tedy polozit Q(z) = x™.

, a protoze g = m, plati
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PesomMe

0 HEKOTOPLIX HJIACCAX HEIPEPLIBHBLIX @OYHHKIUN

MUJIOCJIAB I03A (Miloslav Juza), IIpara

(Hocrymumo B pejarmimo 6/IIT 1957 r.)

aT

Hyers 0 <0 <7< 1. [Monokum n = [3%77°] 4+ 1; mnycts m — HaTy-
1 1

pabHEOe YHCIO TaKoe, 9TO »° < Mm << 27, M — YeTHOe WM HeIeTHOe BMECTC

l
¢ n. Ha mHOMecTBe A,, Bcex gmcel BHAA o The l—muenoe, k—HaTypansHOe,

ompepnenmm QysRIMO @(z) mo opmydne (6), e BenuamHE A ; ONPENENeHS! WO
dopmynam (3). Torma ¢(z) ymoBieTBOPAET ycioBmio JIEImMOA HOPANKA o.
Ecnn reneps f(r) — HenpepnBEOe pacmApenue Gyaxnma ¢(z) HA MHOMECTBO
BCEX BENICCTBEHHBIX umcel1, T0 Yynrnus f(*) ymosmersopser ycaosmio Jlunmu-
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Ia IOpAAKAa ¢ Ha BCeM 3TOM MHO;KecTBe. HpoMme Toro, Nisd Hee HMEET MeECTO
fopmyna (1) gua moboro z, CymecrsoBanme Taxoi QyHKIEA OHIIO BIEPBHE
JJOKasaHO MeTOJOM KaTeropmi B crathe [1].

VI3 cymecrBOBaHHA TAaKOH (QYHROIUE HETPYIHO NOKA3aTh CIAEKYIOLIYIO Teo-
pemy:

IIyecre m — Harypansuoe rueno. Torpa cymecrsyem ¢pyurnus f(¢), ompene-
JIHAAS W HeTPEePHBHASA HA MHOMKECTBe BCEX BOMIeCTBEHHHIX UMCeN, MMeIoMmas
caemyIolme cBoicTea:

1. ecim P(z) — np160if HEmMOCTOAHHBIN MONAHOM CTENEHM MEHBINE 72, TO
¢yexumsa P(f(f)) se obmagaer cobcTBeHHON TPOM3BOXHON HU B KAKOH TOYKe;

IT. cymectByer monmumuoM Q(x) crememm m Ttakoif, wro Qymrmma Q(f(t)
1iMeeT B HEKOTOPOM TOYKE MPOMNBOAHYIO, PABHYI0 HYJIO.

Résumé
SUR CERTAINES CLASSES DE FONCTIONS CONTINUES

MILOSLAV JUZA, Praha
(Recu le 6 mars 1957)

at

Soit 0 < ¢ < 7 < 1. Posons 7 = [37-°] + 1 et soit 7 un nombre naturel
1 1

de la méme parité que n et tel que n* < m < n°. Sur I’ensemble 4, de tous
les nombres -7;&!;, ou I est entier, k naturel, définissons la fonction ¢(x) par la

formule (6), ou les quantités 4, ; sont définies par les formules (3). La fonetion
() satisfait & la condition de Lipschitz d’ordre o. Si maintenant f(z) signifie
le prolongement continu de la fonction g(x) sur 'ensemble de tous les nombres
réels, la fonction f(x) satisfait & la condition de Lipschitz d’ordre o sur cet
ensemble tout entier. De plus, la fonction f(z) vérifie aussi la formule (1) pour
chaque z,. L’existence d’une telle fonction a été démontrée pour la premiére
fois par la méthode des catégories dans le Mémoire [1].

De I’existence d’une telle fonction, il résulte aisément le théoréme suivant:

m étant un nombre naturel, il existe une fonction f(f) définie et continue
sur I’ensemble de tous les nombres réels et jouissant des propriétés suivantes:

I. pour tout polynéme P(x) non-constant, dont le degré est plus petit que m,
la fonction P(f(f)) n’admet de dérivée finie en aucun point;

II. il existe un polynéme Q(z) du degré m tel que la fonction Q(f(t)) admet
une dérivée égale & zéro dans un point au moins.
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