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Casopis pro péstovini matematiky, ro<. 83 (1958), Praha

RUZNE

DIRICHLETOVA ULOHA

RUDOLF VYBORNY, Praha ’ DT: 517.947.42
(Doslo dne 19. éervna 1957)

V dlanku se vySetfuje funkeiondlni prodlouZeni Dirichletovy twohy.

Je dobie znamo, Ze pro m = 3 nemusi byt Dirichletova tloha Yefitelna
v m-rozmérné oblasti ani tehdy, je-li hraniéni funkce spojitd. O. PERRONEM
a N. WieNereM [1], [2] byly vypracoviny metody, podle nichZz je kazdé spo-
jité hraniéni funkei f ptitazena harmonickd funkece W, kterd splyva s YeSenim
Dirichletovy tlohy, jestliZe fefeni existuje. Je znamo, Ze Perronova i Wienerova
konstrukece vede k tému? zobeendnému Fefeni Dirichletovy tlohy (viz na pi.
[31)-

A. F. Mox~a [4] piedlozil problém, zda toto zobecnéné reSeni je jedinym
funkciondlnim prodlouzenim klasické Dirichletovy tlohy. Presnéji fedeno:
necht

1. A; je operator, piifazujici kazdé funkei spojité na hranici omezené oblasti
G funkei harmonickou*) v G; :

2. A;(P) splyva s Fefenim Dirichletovy ulohy, je-li pro funkei f Dirichletova
uloha, TeSitelns;

3. 4, je distributivni operator, t. j. A,y 7oz, = 14y, + C4;;

4. m S 4(P) = M v G, je-li m £ f(P) = M na hranici G.

Je AP) = W4P) v G@% Problém roziesil M. V. KELDYS [5], ktery dokézal
spravnost této rovnice.

Ukazme, e poZadavky 1—4 mozno zeslabit. Tak na p¥. lze podminky 1, 2, 4
nechat beze zmény a podminku 3 nahradit slab&f podminkou

3. Ay 4 =4, + Ay,
To 1ze dokéazat tak, %e z 3' odvodime 3 pro racionalni ¢, a ¢, a 4 pouzijeme k li-
mitnimu pfechodu od raciondlnich &isel ¢, a ¢, k irraciondlnim. Tak vzniké
pfirozené otazka, zda podminku 3 neni mozno viabec opustit. DokédZzeme, Ze to
je mozné, kdyz poZadavek 4 nahradime pozadavkem ponékud silnéj§im.

*) Jejiz hodnotu v bod& P znadime Ag(P).
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Vé&ta." Bud W,(P) Perronovo zobecnéné FeSeni Dirichletovy ulohy. Bud A, ope-
rdtor, ktery splituje podminky 1 a 2 a pro néjz plati:

4'. Je-li K konstanta a f; = f, + K na hranici oblasti G, potom A, (P) <
=4,(P)+ Kv G,

Potom Wx(P) = A(P) v G.

Poznimka. Spliuje-li operdtor 4, podminky 1—4, spliiuje i 4. Neni viak
ihned patrno (plyne teprve z dokazované véty), ze operator spliiujici pozadavky
1, 2 a 4" sphiuje 1 podminky 1—4. .

Dukaz véty. Sta¢i dokazat, Zze W,(P) = 4,(P) ve viech reguldrnich bodech
hranice, nebot dvé omezené harmonické funkee splyvaji v @, jestlize maji ve
v8ech regularnich bodech hranice oblasti stejné limitni hodnoty, jak dokézali
Evans a KgLLoe. Bud @ reguldrni bod, potom existuje funkce V', harmonické
v @, spojitd v ¢ a takova, Ze V(@) = 0, V(P) > Opro P + . Hrani¢ni hodno-
ty funkce V, v bodé P oznaéme @(P). Bud ¢ libovolné kladné éislo. K nému
existuje okoli U bodu @ tak, Ze pro body P eU plati f(P) < f(Q) + =.
Protoze funkce Vy mé vné U kladné infimum, a protoZe funkece f je omezend,
Ize zvolit konstantu C tak, Ze vné U plati f(P) < Co(P) + f(Q) + & . Tedy
viude na hranici oblasti G plati f(P) < Ce(P)+ H(Q) + ¢. Podle 4" je
APy = Ac,(P) + f(Q) + &, aviak dle 2 je A, =0V, a tedy 4(P) <
= CVy(P) + (@) + e; uvédomime-li si, Ze lim Vo(P)= 0, dostaneme

— P—Q

lii% A (P) < {(Q) + ¢. Analogicky se dokiZe lim 4,(P) = f(Q) — ¢ a tedy
P P50

" atedy 4(Q) = (@) = W/(@) c.b. d.
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