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&asopis pro p&stovani matematiky, rot. 80 (1955)

SOUVISLOST HLAVNICH ELEMENTU ROVINNE SYMETRICKE
INVOLUCE 5. STUPNE S PRIMKAMI KUBICKE PLOCHY

SVATAVA KUBALKOVA, Praha.
(Doslo dne 22. prosince 1954.) DT:518.17

Vénovdno akademiku Bohumilu BydZovskému
k jeho 75. narozenindm.

Obsah predlo¥eného &lanku navazuje na prici L. VANATOVE
»,0 jednom druhu grup involutornich Cremonowvyjch transformact v roviné*‘.
Hlavni elementy rovinné symetrické involuce 5. stupnég lze totiZ po-
kladat, vzhledem k jejich seskupeni, za rovinné obrazy 27 pfimek jisté
kubické plochy x»3® bez dvojnasobnych bodi. V praci jsou uvedeny
podminky, kterym musi vyhovovat kubickd plocha 3, aby se jeji
piimky zobrazovaly do konfigurace hlavnich bodu 1, ..., 6, vedouci ke
grupé G, resp. &,, rovinnych transformaci.') Béhem vySetfovani se
ukézalo, %e grupa @, resp. &, rovinnych transformaci, reprodukuji-
cich trojrozmérny systém rovinnych kubik s jednoduchymi body
1,..., 6, je podgrupou jistych grup rovinnych transformaci &, &,
resp. Ggqq, které maji tutéZ vlastnost. V élanku jsou dale uréeny vse-
chny rovinné transformace, které jsou prvky grup ®&,,, & 50, Ggys.

1. Rovinné fezy kubické plochy »* bez dvojndsobnych bodd (v této praci
budeme pismenem »*® oznatovat vidy kubickou plochu bez dvojnasobnych
bodi), kterd obsahuje dvacet sedm primek, se zobrazuji do roviny zndmym
zplisobem?) v trojrozmérny systém rovinnych kubik, které prochézeji Sesti
pevnymi body 1, ..., 6, jez jsou hlavnimi body zobrazeni v obrazové roviné.
T&chto 8est bodd nelezi na téze kuZelosedce a Zadné t¥i z nich neleZi na téze
primce. :

Body 1, ..., 6 uréuji tedy Sest kuzelosedek k; (k; oznadujeme kuzelosetku
neprochézejici bodems,4 = 1, ..., 6) a patndct pfimeksk (v += k;4, k = 1,...,6).
Dvaceti sedmi pfimkédm kubické plochy »* odpovidd pfi tomto zobrazeni do

1) Viz L. Vasiatovd [2]. (Seznam literatury je uveden na konci élénku.)

?) Viz na piiklad B. Bydovsky [1], str. 651 a dél. Pokud je v tomto 8lénku kdykoli Fed
o zobrazeni kubické plochy (resp. piimek kubické plochy) do roviny, je tim vidy minéno
algebraické zobrazeni pravé citované.
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roviny prévé Sest hlavnich bodd 1, ..., 6, est kuZelosedek &} (i =1, ..., 6) a
patnict piimek ik (¢ & k; 3, k=1, ..., 6).

Protnou-li se v obrazové roving dvé piimky ik, 31 (¢ + k; 1, k= 1,..., 6;
j+174,1l=1,...,6), nebo dvé kuzelosetky &}, k} (¢ = j; 1,7 = 1, ..., 6), nebo
ptimka ik a kuZelosedka &} mimo hlavni bod zobrazeni 1, ..., 6, potom piimky
kubické plochy 2, odpovidajici témto elementtum zobrazeni, se rovnéZz proti-
naji. Nebot kazdé z piimek ¢k, 5 odpovidé p¥imka kubické plochy x3 spoled-
nému bodu obou pfimek %, jI, ktery neni, podle pfedpokladu, hlavnim bodem,
odpovidé bod kubické plochy x®, ktery lezi na obou odpovidajicich pfimkach
plochy »3. Obdobn& pro zbyvajici dva piipady.

Prochézeji-li pfimky % (nebo kuzelosetky %?) hlavnimi body I, ..., 6, zna-
mend to, %e se piimka kubické plochy x2® odpovidajici takovému hlavnimu
bodu a pfimka kubické plochy »%, odpovidajici pfimce ik (nebo kuZeloseéce k%)
protinaji, coz je evidentni.

Protnou-li se pfimky ik, 7j nebo kuZelosetky k;, k; v hlavnim bodé 1, ..., 6
bez dotyku, jsou prislu$né odpovidajici pfimky na plofe »® mimobé&iné. To
plyne takto: p¥imka p kubické plochy »3 odpovidajici ptimce ik, protind pfimku
g plochy »?, odpovidajici hlavnimu bodu ¢. Rovina g, uréens témito dvéma pfim-
kami, protne plochu »® je§té v dalsi piimce r, kterd odpovidd kuZeloseéce kj.
Piimka s plochy »3, odpovidajici pfimce #j obrazové roviny, protind piimku g,
lezi tedy v roviné, kterd jde pifimkou g a je rtznd od roviny p. Jsou proto
pfimky p a s mimobéZné. Analogicky by se dokazalo druhé tvrzeni o pruseéiku
dvou kuZelosedek k7, k.

Dotyka-li se kuZelosecka k! piimky ¢k v hlavnim bod k, protinaji se t¥i
pfimky plochy #3, které odpovidaji témto tfem prvkim zobrazeni, v jediném
bodé a lezi v téze roviné. Toto tvrzeni je meznim piipadem tvrzeni uvedeného
v predchézejicim odstavei.

Regularni bod kubické plochy, v némz se protinaji t¥i jeji pfimky, nazyvame
jejim plandrnim bodem.

Z toho, co bylo Feceno, plyne: plandrni bod na kubické plose »? existuje
tehdy a jen tehdy, jestlize v jejim obraze v roviné budto:

1. t¥i pfimky ¢k, jejichz indexy jsou razné, prochézeji jednim bodem, nebo

2. kuzelosetka k se dotykd piimky ik v bod? k.

UvaZujme nyni seskupeni Sesti bodl I,...,6 v roving, vedouci ke grupé
rovinnych transformaci &,,.8) Maji-li body 3,4, 9,6 postupné soufadnice
(1,1,1), (-1,1,1), (1, —1,1), (1,1, —1), jsou soufadnice bodt 1,2 dany
rovnicemi

vy taw,+a;=0, 2,=0. (1)

3) Veskera terminologie a symbolika je tu pfevzata z préace L. Variatové [2], kde Etendi
nalezne definice potfebnych pojmu i diikazy, které zde vynechdvdm (pokud oviem nenf
uvedena jind literatura).
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Vyhovuji-li body I, ..., 6 této podmince, tvofi skupinu hlavnich bodu Sesti
symetrickych involuci 5. stupné J; (i = 1, ..., 6) prvniho druhu
J...12,34,56, J... 16,25, 34
Jo... 12,3546, J...13, 25,46
- J5...13,24,56, ), ...16,24,35

a zéaroveii Sesti symetrickych involuei 5. stupné Ji* (¢ = 1, ..., 6) druhého druhu
i ... 14,2356, ... 23, 1456
s ... 15,2346, ... 26,1345
s ... 45, 1236, o ... 36, 1245 .
V celém odstavei 1 pfedpokladéme, Ze body 1,...,6 maji uvedenou uZ

polohu, takZe na p¥. soufadnice bodd 1, 2 vyhovuji podmince (1). Existuje tedy
v roving bodh 1, ..., 6 Sest bodd M, (¢ =1, ..., 8), jimiz prochazi po tiech
piimkéach spojujicich pary hlavnich bodd involuei J; (¢ =1, ..., 6). Kuzelo-
sedky k; se dotykaji piimek 4j, ik v bodech j, k (¢ + k =+ j % i probihaji bud
¢isla 1, 4, 5 nebo 2, 3, 6). Protoze tedy nutna a postacujici podminka pro exis-
tenci plandrniho bodu na plose je splnéna celkem osmndctkrdt, miZeme body
1,...,6, ptimky ik (i &+ k; i,k=1,...,6) a kuZelosetky ki (1 =1,...,6)
pokléddat za rovinné obrazy piimek kubické plochy a3, kterd mé osmnact pla-
narnich bodu.

Kubicks plocha «® s osmnacti planarnimi body mé pfi vhodné volbé sou-
stavy soufadnic rovnici

ad=a}+ad+ad+a} =09 (2)

a nazyvé se kubické plocha ekvianharmonickd. Z této ivahy plyne véta:

Véta 1. Seskupent bodi 1, ..., 6, primek ik (¢t = k; 1,k = 1, ..., 6) a kuZelo-
sebek &} (i = 1,..., 8), vedouct ke grupé G,, z prdce [2], dostaneme zobrazenim
primek kubické plochy ekvianharmonické o3 do roviny.

Poznédmka 1. Planarni bod kubické plochy «® je dvojndsobnym bodem je-
jiho Hessianu H?)

H=zxxx2, =0,
ktery se rozpadd ve ¢tyfi roviny.

Na zakladé této poznamky lze uréit soufadnice vSech osmnacti planarnich
bodt kubické plochy a3. Soufadnice dvojnasobného bodu Hessidnu H jsou fFe-
Senim rovnic ‘

T2, =0, 222, =0, 2252, =0, 2,2,23=0,
které jsou splnény na p¥. pro 2, = 0, z, = 0. Soufadnice plandrniho bodu
plochy o2 musi pak vyhovovat rovnici plechy «2 pro x, = z, = 0, t. j. rovnici
B4l =0.

 8). J. Metelka [3], str. 155.
8) J. Metelka [3], str. 148 a 155.
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Tato rovnice jest splnéna pro x, = 1, 2, = — 1, resp. #, = 1, 3 = — ¢, resp.
Z, = ¢, 3 = — 1, kde ¢ je imaginarni tfeti odmocnina z jedné. Jsou tedy sou-
fadnice tii planarnich bodi plochy a3, lezicich na hrand o,3 soufadného &ty¥-
sténu, (0, 1, —1, 0), (0, 1, —e¢, 0), (0, &, —1, 0). Obdobn& dostaneme soufadnice
daldich patnacti plandrnich bodd kubické plochy o3

Kubicks plocha «® mé tedy téchto osmnact planarnich bodi

M,0,1,—1,0), M,1,0,0, —1), My 0,0, —1), M,(1,0,0, —e),
M0, 1, —2,0), 0,6, =1,0),  My(1,0,—1,0), M(0,0,¢, 1), o
My(1, —1,0,0), My(0,¢0, —1), M, (1,0, —¢0), M,(0,0,1, —1),
M (0,1,0, —1), M,(1,60,0),  M;0,0,1, —¢), My 0, —1,0),
M,;(0,1,0, —), M(e, —1,0,0).

Poznamka 2. TFi piimky kubické plochy ~3, které se protinaji v jejim pla-
narnim bodé, lezi v teéné roviné v tohoto bodu.¢)

Pomoci této pozndmky miuzZeme snadno napsat rovnice viech dvaceti sedmi
piimek kubické plochy a®. Teénd rovina t; kubické plochy «® v plandrnim
bod& M, (0, 1, —1, 0) m4 rovnici

xz + xa = 0
a protne plochu &® v téchto tfech pfimkach
Zy + 23 =0 Zy+ 23=10 xy + 3 =0
x, +x,=0 z, +ex, =0 ey, +2, =0

Analogickym zptisobem, pomoci dalsich planarnich bodt M, (1 = 2, 3, ..., 18),
obdrzime rovnice zbyvajicich pfimek kubické plochy «®. Rovnice vSech dvaceti
sedmi pfimek této plochy, sestaveny prehledné v tabulku, jsou

P= 2+ %3=0, T+ x,, =0
Py =ex; + 2,=0, 3+, =0
Ps = 2, + 2,=0, Xy + z, =0
Py = 2+ ex3=0, Ty +ex, =0
ps =x, + 23=20, &exy + 2, =0
P = ¥ +ex, =0, 3+ 2, =0
Pr =ex; + 23=0, %y + ex, = 0
Pg = 23+ 2,=0, 3+ 2, =0
Py = 2, +ex, =0, X3+ ex, =0
Po== ¥ + x3,=0, 2o+ x, =0
Pu= o +ex3=0, Ty + 2, =0 (4)
Pe=@ + 2,=0, Ty + %, =10
Pis= ¥+ 2, =0, Ty + 23 =0

x, + ey =0, &y + x3=0

) Srovnej B. BydZovsky [1], str. 513 a J. Metelka [3], str. 143.



D= T+ 2,=0,
D=+ x,=0,
P=&+ 2,=0,
Ps= Tit+ ,=0,
Po= T +ex, =0,
D=4+ %, =0,
Pu=t + 2,=0,
Pee=¢% + 2, =0,
Pes = x1+ xd.:O:

Poa= ¥ + 2, =0,
pﬂSE x1+fx3=0,
Peg= x1+ x4=0’
Por= % +ex, =0,

x2+£x4=0

z, + z, =0
Xy + 23 =0
w3+ e, =0
Z, + ex3 =0
X+ 23=20
s+ 2,=0
Z,+ 23=0
Z, + ex3 =0
ey + x4 =0
ey + 2,=0
ex, + 23=20
z,+ x23=0.

@

Ptifazeni pfimek kubické plochy o2 a jejich obrazii v roving provedeme takto:
plandrnimu bodu M, priseéiku ptimek p,s, pas, Pers plifadime v roving pri-
setik piimek 12, 34, 56, ktery oznadime M,; obdobné déle, jak ukazuje snadno

srozumitelné schema (vinovka ~ symbolisuje naSe pfifazeni)

Mztpw-pza-pze"’%z
M; = p, 'Pm-Pw"’%a
M, ‘:pu-pzo-pza"’%tx
Mstpu-?’zo-pze"’]‘_ls
Mg = pi7. P19 Pas~ M,

=12.35.46
=B.’2_4-T6
=16.25.34
=13.25.46
=16.24.35.

(8)

PHmky pys, P14> P17 protinaji piimku p;; z uvedeného schematu je vidét, Ze
piimka p, odpovidé tedy bodu I. Analogicky se dokéZe, ze ptimka p, odpovida
bodu 4, pro ¢ = 2, ..., 6.

Zbyvajicim plandrnim bgfiﬁm M, (r=1,...,18) odpovidé v roving dotyk
kuzeloseSky k; s pfimkou i} v bodd j. Tak planirnimu bodu M,, prissetiku
primek Piyo, P1s> Py odpovida dotyk kuzelosetky ki a piimky 74 v bod& I; analo-

gicky

My =py . pig.Pa~ dotyk k% a ptimky 23 v bodg 2
M, =pg .pis. Py ~ dotyk kj a primky 23 v bodé 3

My =1p; .5
My =p, . pis
My =pg . Py
Mis = pyy . P

176

- Py ~ dotyk k} a piimky 14 v bods 4
- Ps ~ dotyk k% a pfimky 75 v bod¥ §
- Ps ~ dotyk k; a pfimky 26 v bodé 6
- Py ~ dotyk k? a ptimky 15 v bod® 1
- P2 ~ dotyk k? a pfimky 26 v bod¢ 2
- P3 ~ dotyk k2 a pfimky 36 v bodé 3
- Pa ~ dotyk k? a ptimky 45 v bodé 4
- Ps ~ dotyk k2 a piimky 45 v bodg §
- Ps ~ dotyk k2 a ptimky 36 v bod& 6 .

(6)



Vysledné ptifazeni piimek kubické plochy «® bodim ¢ ( =1, ..., 6), pfim-
kdm ik (i + k; i,k =1,...,6) a kuZelose¢kdm k} (1 =1, ..., 6) v obrazové
roviné je tedy toto

p, ~iprot=1,...,6

p; ~ ki, pu"’i‘i’ pn"’?ﬁ:

Ps Nk2’ p15~1_4: Pzz"‘%:

Ps"’k:: ~p16~£5_’ st”\’t_?é,

Pio ~ ki, puNZg’ Pu"’%: (7)
pn"“k:’ pm"’g_‘%: pzs""g,

2012~k§: p19~%> Pes"’f‘_gg:

Pis~ 12, Do ~ 25, Doz ~ 96 .

Pii tomto zobrazeni kubické plochy «* do roviny odpovida jejim rovinnym
fezim trojrozmérny systém kubik, prochézejicich jednoduse body 1, ..., 6.
Viechny rovinné symetrické involuce 5. stupné J}, Ji' (# = 1, ..., 6) s hlavnimi
body 1, ..., 6, reprodukuji trojrozmérny systém rovinnych kubik prochézeji-
cich jednoduse viemi témito hlavnimi body. To znamend, Ze v prostoru odpo-
vidaji involueim Jj, Ji' (# = 1, ..., 6) algebraické transformace (involuce), které
kazdé roviné piifazuji opét rovinu; jsou to tedy involutorni kolineace. Z této
avahy plyne véta

Véta 2. Grupé ., kierd venikne v roviné skldddnim rovinngch symetrickych
tnwoluct 5. stupné Ji, Ji* (¢ = 1, ..., 6), odpovidd v prostoru jistd podgrupa grupy
kolineact a to té grupy kolineact, kterd reprodukuje ekvianharmonickou kubickou
plochu 3.

Véta 3. Kubickd plocha ekvianharmonickd o3 je v prostoru reprodukovdna
648 kolineacems, které tvori grupu Ggyq.

Dikaz. Kubickd plocha o3 uréend rovnici (2) se totiz reprodukuje kolineace-
mi tvaru
’ ’ 4 ’
Xy i@y Xy iy =X, XXX,

kde 7, 7, k, 1 je libovolna permutace indext 1, 2, 3, 4. Kolineaci tohoto tvaru
je 4! = 24. Z ka#zdé z nich dostaneme kolineaci téZe vlastnosti tim, Ze kterékoli
z &lentl x;, x;, %, ; v poslednich rovnicich ndsobime &islem & nebo &2, kde ¢ je
imagindrni tieti odmocnina z jedné. To vede u kazdého piipadu k dvaceti
sedmi riznym kolineacim, jak se snadno piesvédéime. Existuje tedy celkem
24 . 27 = 648 kolineaci, které reprodukuji nasi plochu a které ziejmé tvoii
grupu; oznaéme ji Ggq.

Tim zndme ¥4d grupy prostorovych kolineaci, které reprodukuji kubickou
plochu 3, periodu jednotlivych transformaci i zpuisob, jak se skladaji. To vie
se beze zm¥ny prenasi do obrazové roviny. Grupé &, prostorovych kolineaci
odpovida v rovind grupa rovinnych transformaci Gg,, kterd je s gy co do
skladby isomorfni. KaZd4 transformace grupy ®g,, reprodukuje trojrozmérny
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systém rovinnych kubik, prochazejicich jednoduse body I, ..., 6. Plati proto
véta “

Véta 4. Trojrozmérny linedrnt systém rovinngch kubik, prochdzejicich jedno-
dude body 1, ..., 6 z véty 1, je zachovdvdn rovinnymi transformacems, které tvors
grupu Ggy. -

Grupa @, je oviem podgrupou grupy ®,,, jak optatné vyplyva i z dalsiho.

Rovinné transformace, které tvoii grupu @,,, zname:?) je to t¥icet Sest trans-
formaci 5. stupné a tficet Sest kolineaci. Jde nyni o to, uréit ty rovinné trans-
formace, které lezi v grupé ®,,,, ale nikoliv v jeji podgrupé &,,. Tyto transfor-
mace odpovidaji tém prostorovym kolineacim grupy ®,s, které nelezi v pod-
grupd ®,,, odpovidajici v prostoru grupé ©,.

Dle (5), (6), (7) neni téZké napsat rovnice prostorovych kolineaci, které od-
povidaji zdkladnim transformacim grupy ®&,, v roviné. Na pf. involuce J; ma
samodruzné body M, a M,, invariantni ptimky 12, 34, 56 a piimky 36, 45
tvoii par. ProtoZe obrazy téchto prvkit v prostoru musi mit pro hledanou
kolineaci tytéz vlastnosti jako jejich vzory v roviné, mé prostorova kolineace,
odpovidajici involuci J, rovnice

Ty = Ty, Ty = Ty, Ty = Ty, T, = T
Podobné najdeme, Ze rovnice prostorové kolineace odpovidajici involuci J},
jsou
x1=x;, xe“—:x;s xazz:;, x4:x/1§
slozenim obou uvedenych kolineaci dostaneme prostorovou kolineaci o rovni-
cich’
X, =X, Ty = Xy, Ty =Xy, Ty =, atd.

Obracend, k rovnicim prostorové kolineace grupy &, uréime piislu$nou
rovinnou transformaci grupy &g, timto zpisobem: nejprve zjistime periodu
uvaZované prostorové kolineace, potom zkoumame, jak transformuje piimky
Py -+ Pg & podle (5), (6), (7) uréime, jaké elementy odpovidaji v hledané ro-
vinné transformaci z grupy g,z bodim 1, ..., 6. Na pi. kolineace

’ ’ ’ ’
Ty = Xy, Ty = Xy, Tz = Xy, Ty = X3

je periody dvé; pfimky p,,..., ps transformuje v Py, Pies Piss Pros P2o> Pe-
Odpovidajici transformace v roving, oznaéme ji t¥eba L,, pfifazuje bodum
1, 3, 4, 5 ptimky 12, 23, 24, 25, bodu 2 kuZelosetku k} a bod 6 je pro ni samo-
druzny. Body 1, 2, 3, 4, 5 jsou hlavnimi body: ¢tyii z nich jsou jednoduché
a jeden dvojnésobny, takZe L, je transformace stupné tfetiho, periody dvé.

Neni oviem moiné vypsati rovnice viech 648 transformaci, obsaZenych
v grupé Gg,,. Lze viak plesto zjistit, kolik ma grupa &, transformaci toho
kterého stupné a udat ty zndmé rovinné transformace, jejichz sloZenim obdrzi-
me viechny transformace grupy ®gg.

) L. Vadriatovd [2].
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Grupa ®,, obsahuje tiicet Sest kolineaci a tficet Sest transformaci 5. stupné.
Utvotfme rozklad grupy ®,, ve tFidy podle podgrupy ®&,,. Transformace L, ne-
lezi v grupé &,,, nebot je to transformace tietiho stupng, tvoii tedy L,&,, jednu
t¥idu.

Véta 5. T7ida L,®,, obsahuje sedmdesdt dvé transformace trettho stupné s jedno-
duchymi hlavnimi body v bodech 1, 3,4, 5; z tohoto poltu md jedna polovina
transformact dvojndsobny bod v bodé 2 a druhd polovina v bodé 6.

Dukaz. Kubicka transformace L, md body 1, 3, 4, 5 za jednoduché hlavni
body a bod 2 za dvojnisobny. Skldddme-li tuto transformaci s tficeti Sesti
kolineacemi grupy ®,,, dostaneme tficet Sest kubickych. transformaci, které
maji tytéz hlavni body jako L,, nebot kolineaci odpovidd bodu bod, pfimce
piimka a kuZeloseCce kuZelosetka. Slozime-li L, s libovolnou transformaci
5. stupné z grupy ®&,,, obdriime opét kubickou transformaci s jednoduchymi
hlavnimi body 1, 3, 4, § a s dvojnasobnym hlavnim bodem v bodé 6. Transfor-
mace 5. stupné transformuje totiz pfimky ik opét v p¥imky 37, body ¢ v kuzelo-
setky &} a kuZelose¢ky k2 v body i (¢ % k, § =+ [ probihaji indexy 1, ..., 6). Tim
je tvrzeni véty 5 dokézano.

Prostorové kolineaci

xL:x;7 xzzx;, x3:x';> x4=x’2’
odpovid4 v roviné kubicka transformace L, s jednoduchymi hlavnimi body
2,3,4, 6 a s dvojndsobnym hlavnim bodem v bodé 4. L, nelezi ve t¥idé L,®,,,
uréuje tedy analogicky dalsi tiidu L,8,,, kterd obsahuje sedmdesat dvé kubic-
ké transformace s tymiz jednoduchymi hlavnimi body jako m4 L,; polovina
z nich ma dvojnasobny hlavni bod v bodé 5, druhé polovina v bodé 1.

Umluva. Rovinnou kubickou transformaci L s jednoduchymi hlavnimi
body ¢, j, k, I a dvojnasobnym hlavnim bodem m, budeme znadit L(s, §, &, I; m)
nebo struéné (s, 5, k, I; m).

Dalsi ¢tyti tiidy ruzné od t¥id L,&,,, L,S,,, jsou

LGy, LG, LG, LG;

kde Ly(1, 4,5, 6; 2), Ly(3, 4,5, 6; 2), Li(1, 2, 4, 5; 3), Li(1, 2, 3, 6; 4) jsou kubické
transformace rovinné, odpovidajici postupné prostorovym kolineacim

’ ’ ’

Ty = X, x2:x1: Ty = &, &= X,
Ty= Ty, Ty=2,, Ty= %, L= %,
Ty =Emy, Ty=Ty, Ty= X, Xy= X,
o= Xy, Xy=ay, Xy = X, Ty = EX,

Kolineaci
’ ’ ’ ’
T, =Ry, Ty=1=y, Ty=1=Ty, T=2,

odpovid4 v roviné kvadratickd transformace Qy, periody dvé, s hlavnimi body
2,3, 6. Trida Q,®,, obsahuje t¥icet Sest transformaci druhého stupné s hlavnimi
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body 2, 3, 6 a tFicet Sest transformaci étvrtého stupnd s dvojndsobnymi hlav-
nimi body 1, 4, 5 a jednoduchymi hlavnimi body 2, 3, 6.

Kolineaci

X=Xy, Xg=Ty, Tz=1y, & =1,

odpovidd v rovind transformace B, tvrtého stupné, pro niz jsou hlavni body
1,4, 5 jednoduché a hlavni body 2, 3, 6 dvojnasobné. Ttida B,®,, obsahuje
tiicet Sest transformaci &tvrtého stupné s tymiZz hlavnimi body jako méa B,
a tficet Sest transformaci druhého stupné s hlavnimi body 1, 4, 5.

Tim dostaneme nésledujici rozklad grupy ®g,, ve tiidy podle podgrupy .,

®;, obsahuje 36 transformaci 5. stupné a
36 transformaci 1. stupné;

L,®;, obsahuje 36 transformaci 3.
36 transformaci 3. stupné (1, 3,

w
®
g
=
@<
N
So
Rin)
Rl
N D
N N
©

N
AN

L,8;; obsahuje 36 transformaci 3. stupné (2, 3, 4, 6; 1) a
36 transformaci 3. stupné (2, 3, 4, 6; 5);
L,B,, obsahuje 36 transformaci 3. stupné (1, 4, §, 6; 3) a
36 transformaci 3. stupné (1, 4, 9, 6; 2);
L,®;; obsahuje 36 transformaci 3. stupnd (2, 3, 5, 6; 1) a
36 transformaci 3. stupné (2, 3, 4, 6; 4);
L,3;s obsahuje 36 transformaci 3. stupnd (1, 2, 4, 5; 6) a
36 transformaci 3. stupné (1, 2, 4, 5; 3);
L;®;; obsahuje 36 transformaci 3. stupné (1, 2, 3, 6; 5) a
36 transformaci 3. stupné (1, 2, 3, 6, 4);

Q,8;; obsahuje 36 transformaci 2. stupné s jedn. hlav. body 2, 3, 6 a
36 transformaci 4. stupné s jedn. hlav. body 2, 3,6 a

s dvojn. hlav. body 1, 4, ;
B,®,; obsahuje 36 transformaci 2. stupné s jedn. hlav. body 1,4, 5 a
36 transformaci 4. stupné s jedn. hlav. body 1,4, a

s dvojn. hlav. body 2, 3, 6.

Tim je dokézana

Véta 6. Grupa g, rovinnych transformact, které zachovdvaji trojrozmérny
systém rovinnych kubik, prochdzejicich jednoduse body 1, ..., 6 z véty 1, obsahuje
tricet Sest transformact 5. stupné, sedmdesdt dvé transformace 4. stupné, 432 trans-
formact 3. stupné, sedmdesdt dvé transformace 2. stupné a tFicet Sest transformact
1. stupné.

Tim je prostudovéna grupa g, rovinnych transformaci, kterd méa za pod-
grupu grupu @, z price L. VakaTovE [2].

Pozndmka 3. Pii rozkladu grupy ®,, ve tiidy podle podgrupy ®,, se
zjisti, Ze podgrupa ®,, nenf normélni, nebot kdyby byla normélni, muselo by
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na pi. platit. LU L, = Uy, t. j. Y L; = LU,j kde U, =J}Ji séfazuje. body

., 6 v cykly (1, 2) (3465).8) Ale tomu tak neni, neboﬁ transformade UL,
prlrazu]e bodu I ~kj; 2~.12,3~24, 4~ 6, 5 ~ 23, 6 ~. 25 kde#to trans-
formace L U1 ptifazuje bodu I ~. 12 2~ ks, 3 ~ 14, 4 ~ 16 5 ~ 13,6 ~ 5.

2. Jesthze’Jsme nagli grupu rovmnych transformaci (9)6’4,;, je]1z podgrupou je
grupa rovinnych transformaci &,, z prace [2], 1ze otekavat, Ze i gripa:rovin-
nych transformaci ®&; z téie prace:[2] bude podgrupou ]1sté Sirsi grupy rovin-
.nych transformaci stejného vyznamu

.- VySetiovani provedeme opét pomoci kubické plochy. Ne]drlve z]1st1me kters
kublcka plocha m4 tu vlastnost, Ze se jeji primky zoblazujl do roviny do se-
skupenl bo‘dli 1,...,6, ptimek ik (¢ £k i, k= 1,..., 6)-a kuZelosetek k’
G=1,..,6) phslusneho ke grupé @ia Analogle s odstavcem 1 dovolu]e vy-
Jadrovat se zde uz struénéji. ~

SV grupd Gy jsou dvé symetrlcke mvoluce 5 stupne pivniho- druhu J1
=1, 2),a to

: Ji... 123456 jz...123546'

a dvé symetrické involuce 5. stupné druheho druhu J (t = 1 2) ato.
j“ . 45,1236 J5 .. 36 1945 .9) ’

To znamen3, ze pr1mky 12, 34 56, resp 12, 35, 6 prochazejl ]edmm bodem M 1
resp. M, kuzelosetka k2, resp. k? se dotyka piimky 25 v bod8 5, resp. v bodé 4,
a kuzelosetka kj, resp. kj se dotyks piimky 36 v bods 6, resp. v bodé 3. To je
celkem Sest pripadi, jez vedou k plandrnim bodim na kubické plose. Jestlize
dalii takové pi‘ipady uZ nenastanou (druhéd moZnost je probréna v odst. 3),
miizeme body 1,...,6, pHimky ik (i & k; i,k = 1,...,6) a kuzelosetky k3
(i=1,..,6) pokla,dat za obrazy primek kubické plochy ¢®- kterd -obsahuje
prave sest planarnich bodu. Takovéa plocha ¢® skuteéné existuje a mé rovnici

PP =a]+ay+ a3+ ar] — (% + 2+ T+ 2)=0, ®)
kde a & 1 .19) :
J eji prisluéné zobrazeni do roviny ihned provedeme. .

- Sest plandrnich bod& kubické plochy ¢ dané rovnici (8) uréime podobné
jako u plochy o2 v odstavei 1. Zjistime, Ze maji soura,dmce .
M,(1,0,0,0), M0, 1; —1,0), - M40,0,1,0),
M1, —1,0,0), M 1,0, —1,0), Mg0,1,0,0).
Prifazeni p¥imek kubické plochy ¢* bodim 1, ..., 6; piimkdm &k o
z, k=1,..., 6) a kuZeloset¢kdm k} (¢ = 1, ..., 6) v obrazové roving provedeme
8) L. Vadiatovd [2].

%) L. Variatovd [2].
10) J. Metelka 3], str. 151.
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takto: jediné t¥i pfimky kubické plochy ',v’ které obsahuji po dvou plandrnich
bodech, ]sou pHimky -

Ty + 23 =10, =z, =0 (jeZ obsahuje body M,, M,),
2, +x3=0, x,=0 (jez obsahuje body M;, M,),
% +2=0, 2,=0 (jez obsahuje body M,, M,).

Témto pi{mkim pfifadime v obrazové roviné postupné piimky 12, 36, 45
(pofadi by mohlo byt i jiné). Daldim dvéma pifmkam kubické plochy ¢?, které
prochézeji plandrnim bodem M, pfifadime v obrazové rovind piimky 34,
resp. 56; konedng tém dvéma piimkdm kubické plochy ¢® které prochézeji
plandrnim bodem M,, pfitadime piimky 35, resp. 46. Ze dvou dalsich piimek
kubické plochy ¢3, které jdou plandrnim bodem M, jedna neprotiné v prostoru
primku, které jsme ptifadili ptimku £6; té ptitadime bod 3. Druh4 ji protina, té
piifadime kuZelosetku kj atd. Tedy plati .

V&ta'7. Seskupent bodi, 1, ..., 6, pHimek ik (1 + k; i,k = 1, ..., 6) a kuZelo-
sebek &} (i =1,...,8) v roviné, vedouci ke grupé rovinngch transformact G,
dostaneme zobrazenim pFimek kubické plochy ¢* se Sesti plandrnimi body do roviny.

Véta 8. Kubickd plocha ¢ se Sesti plandrnimi body se reprodukuje dvacets
StyFmi prostorovymi kolineacemi (pokud a + 1).
Ditkaz. Sest prostorovych kolineaci, které zachovavaji kubickou plochu (8),
ma tvar
z, =, x2=x;» Ty = 7, T, =%, _

kde ¢, §, k jsou permutace ¢&isel 1, 2, 3. Dalsi kolineace s touto vlastnosti jsou
xlz_(x;+x;+x;+x;): xz=.’t;, {”3=x;’ x4=x4,’

kde 7, 8 jsou variace druhé tiidy z ¢isel 1,2, 3. Téch je také Zest. Potom lze
StyFélen [— (xy + 23 + 23 + ;)] poloZit roven z, a x3; tak dostaneme dalich
dvanéct kolineaci, které reprodukuji kubickou plochu ¢*. Tim je dikaz véty 8
proveden.

Existuje tedy grupa rovinnych transformaci ®,,, fadu dvacet ttyfi, kters
reprodukuje trojrozmérny systém rovinnych kubik, prochézejicich jednoduse
body 1, ..., 6 z véty 7. &,, mé za podgrupu grupu G, rovmnych transformaci
kterd ma tutéz vlastnost.

Na problém lze viak jiti také jinou, vyhodn&jsi cestou. Kubicka plocha ¢*
se Sesti plandrnimi body se dé zobrazit jesté jinym zpasobem.!!) Tento druhy
zplsob zobrazeni kubické plochy ¢* vede k takové konfiguraci bodt 1, ..., 6,
kterd d4vé soudasnd vznik &esti prvnim charakteristickym polohdm, t. j. body
1, ..., 6 jsou hlavnimi body Sesti symetrickych involuci 5. stupn® prvniho
druhu Jit=1,...,6)

1) J. Metelka [3], str. 151.
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1-+- 12,34, 56, Ji... 15,24 36
2.+ 12,3546, JL... 14,25, 36
Ji--.13,26,45, J ... 16,23 45.

Téchto 8est symetrickych involuci 5. stupnd prvnlho druhu dévé vznik grupg
@y, F4du dvacet Styti, kterou plné prostudoval J. METELKA v préci [4], jakozto
¢tvrty pripad.

PongvadZ seskupeni bodi I, ..., 6, vedouci ke grupé &, a seskupeni bodd
1, ..., 6, vedouci ke grupd ®,,, dostaneme réiznym zobrazenim téZe kubické
plochy ¢ se Sesti plandrnimi body do roviny, jsou tato seskupeni biracionélnd
ekvivalentni. Existuje proto Cremonova transformace S, kters pfevadi jedno
seskupeni bodi 1, ..., 6 ve druhé. Abychom obdrZeli hledanou grupu ®,,, ma-
jici &3 za podgrupu, stadi aplikovat na kazdou zndmou transformaci grupy
)y, piibuznost S, nebot grupy ®,, a &, jsou spolu isomorfni.

Pismenem o, resp. ¢ oznaéme rovinu, ve které lezi konfigurace Sesti bodi
1,..., 6, vedouci ke grupé @, resp. G,y,. Transformace $ mé v roving ¢ dvoj-
nésobny bod I a jednoduché body 3, 4, 5, 6 za hlavni body. Je to kubické
transformace a body 1, ..., 6 roviny ¢ se transformuji do roviny ¢ postupné
v k3, 2, 13, 14, 15, 16. Transformace S-! je totoZna s S, je proto S involutorni
piibuznost. MZeme vyslovit vétu

Véta 9. Seskupent bodi 1, ..., 6 z véty 7, vedouct ke grupé rovinnych trans-
formact Gy a seskupent bodi 1, ..., 6, vedouct ke grupé Gy, jsou biraciondlné
ekvivalentnt a daji se na sebe pFevést kubickou involutornt transformact S.

Na ptiklad: involuci J5 € &y, v roving o odpovid4 v roving ¢ kubicks trans-
formace SJ;8-1 s jednoduchymi hlavnimi body 1,2, 4,5 a s dvojnasobnym
hlavnim bodem 6; involuci J; € Gy, v roving o, odpovida v roving o opét kubické
transformace §J;S-! s jednoduchymi hlavnimi body 1, 2, 3, 6 a s dvojnésob-
nym hlavnim bodem 4.

Abychom uréili vSechny prvky grupy &,, utvofime jeji rozklad ve ##idy
podle podgrupy &, Kubicka transformace $J;S-1 nelezi v grupé &, uréuje
proto tiidu SJ;S 1@, kterd obsahuje osm kubickych transformaci s jednodu-
chymi hlavnimi body 1, 2, 4, 5, z nichZ ¢tyii maji dvojndsobny bod v bodé 3
a GtyTi v bodé 6. PonévadZ kubicks transformace §J;S-! nelezi v této tiide, je
5.5 G, dalsi trida, kterd obsahuje osm kubickych transformaci s jednodu-
chymi hlavnimi body. 1, 2, 3, 6. Polovina z téchto transformaci mé bod 5,
druhé polovina bod 4 za dvojnésobny hlavni bod. Pfihlédneme-li k vysledkiim
price [2], miZeme vyslovit vétu ,

Véta 10. Grupa B rovinnych transformact, které . zachovavayz system Kubsk,
prochdzejicich jednoduse body 1, ...,6 z véty 7, je podgrupow grupy srovinnych
transformact &,,, Fddu dvacet '(':'tyfi, jejiz"' proky-reprodukuji tytés -kubiky. Grupa
&y, obsahuje: dvé symetrické involuce 5. stupné prontho drubu J; (i = 1, 2), dvé
symetrické involuce 5. stupné druhého drubu [ (i =1, 2), jednu ceqgirdlnt ko-
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lineaci Hy, dvé kolineace U,V s periodou &ty¥i, Sestndct kubickych transformact
(a to CtyFi involuce, osm transformact s periodou t¥i a.Cty¥i s periodou Sest) a trans-
formaci tdentickou.

3. Skupina !sestl bodu, vedouci ke grupé @, se da ]eété speclahsovat To je
vid&t z toho, %e s'ni biraciondlng ekvivalentnf skupina bod# 7, ..., 6, ktera dava
Stvrty pripad z prace [4], se d4 specialisovat na skupinu bodd, vedoucl ke grupé
rovinnych transformac{ @120 12y Tato vlastnost vyplyva také z toho, e kubicks
plocha ¢* se Yesti ’planérnlml body, j jejimz zobrazenim do roviny tuto specialni
skupinu obdriime, mé jeSté jeden neurdeny koeficient a. Polozime-li @ = 1,
ptejde plocha (8) v kubickou plochu Clebschovu (dlagonalm) s desiti plandrnimi
body o rovnlcl

'P'_x:i;f’xg‘{'xg‘*‘xg_(x1+xz+xa+x4)3=013) " (9)

“Véta 11 Kubickd plocha v* s desiti plandrnimi body se reprodukuje sto dvacetz
prostorovymz kolmeacerm, které tvort grupu g

Dukaz ‘Dvacet ctyrl kolineaci, které reprodukup plochu (9), mé tvar
T x1~x.., xgﬂx,, w3—xk, m4—xm,

kde 4,7, k,m jsou permutace &isel 1,2, 3, 4; dalSich dvacet étyfi kolineaci
§ touté? vlastnosti m4 tvar :

’ ’ sy ’ ' ’
—b(xl’*‘xz“‘xa'*‘xa.); To=10,, Tz=1=T;, Ty= T,

kde 7, s, t jsou variace t¥eti t¥idy z disel 1, 2, 3, 4. Plocha (9) je dale reproduko-
vana sedmdesati dvéma kolineacemi, které dostaneme, kdyz étyrélen [— (z; +
+.2; + @3 + ;)] poloime roven ,, resp. x;, resp. z,. Tim je dikaz véty 11
proveden. R

UkaZme nyni, Ze skupinu bodi 7, ..., 6, vedouci ke grupé §, 1ze tak speciali-
sovat, aby tato skupina byla biracionalng ekvivalentni se skupinou Sesti bodu,
vedouci k Sestému piipadu z prace [4], t. j. aby tato skupina byla zobrazenim
piimek kubické plochy y? Clebschovy s desiti plandrnimi body.

- Existuje-li takové specidlni skupina bodu 7, ..., 6 vedouci ke grupé &, (jeji
rovinu oznat¢ime pismenem p), pak ji lze prevést v konfiguraci bodd 1, ..., 6
vedouci k Sestému piipadu z prace [4] (jeji rovinu oznadme o) toutéz Cremo-
novou transformaci § jako v piedchazejicim piipadé (srovnej s odst. 2). Pfitom
involuci J; s pary hlavnich bodd 13, 24, 56 z roviny o, odpovida v rovin& o ku-
bickd transformace SJ;$-1 (I, 2, 5, 6; 4), involuci J; s pary hlavnich bodd
16, 25, 34 z roviny o, odpovid4 v roving ¢ kubické transformace §J55-1 (1, 2, 3,
4; 5), déle involuci J; s pary hlavnich bodd 14, 26, 35 z roviny o, odpovidd
v roviné o kubickd transformace SfiS-1 (1, 2, 3, §; 6) a analogicky involuci Jj,

12) J. Metelka [4], Sesty piipad.
‘18) J. Metelka [3], str. 152. -
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s pary hlavnich bodu 14, 23, 46 z roviny o, odp0v1da v roviné o kublcka tra,ns-
formace SJ},S°1 (Z, 2, 4, 6; 3).

Aby v roviné p existovaly kubické transformace Sj.‘,S 1 resp S],,S 1, resp.
SJiS1, resp. §Ji,S~1, musi se kuZelosetky kj, resp. k2, resp. kﬁ, resp. k; dotykati
ptimky 34 v bodé 3, resp. pfimky 56 v bod& 6, resp. pfimky 46 v b’oilé 4, resp.
piimky 35 v bodg 3, t. j. piimky 35, 46, 34, 56, jsou postupné polérami bodi
4,5, 6, 3 vzhledem ke kuzelosetkdm £}, k:, kﬁ, k2. To vse lze reahsovat zobra-
zenim plochy ¢® do roviny g.

Obrazy desiti plandrnich bodii kubické plochy 1p3 Clebschovy ‘jsou jednak
dotykové body §, k ptimek 77, tk na kuZelosedce k7 (kde 7 = j- ¢ k1 problha}x
¢isla 3, 4, 5, 6), jednak priseéik ptimek 17, 34, 56 a prisedik’ prﬁnek 12,35, 46

Pi’"lradlme-h postupné bodiim "3, 4, 5, 6 soufadnice (1,1, 1), {1, ~1, 1)‘,
(1,1,-1), (—1, 1, 1), mé kuzelosetka. kff, dOt_yk&]lCl se prlmky 32 v bodé 3
a prlmky Hv bode 9, rovn101

k2 = xl + xz x1x2 + x1x3 — xgx;, = 0

Aby- bbdy 1,..., 6 tvorily seskupenl vedouci ke grupé &g, musi body J 2 lezet
na jedné ze souradnych 08, na pf. na ose 0,,1%) ProtoZe body 1,2 leii také na
kuzelosedce k;, vyhovuji rovnicim IR

ay — xh — X3 =0, 2, =0.

V t&chze bodech protinaji osu o, také kuzelosetky k2, k2, k.

Body 1, 2 jsou tim ]ednoznacné uréeny a existence i konstrukce prlsluéné
specialni skuplny bodit 1, ..., 6 vedouci ke grupé CH potvrzena ‘Zapi¥me to
struén® nasledujici vetou :

Véta 12. Ke skupiné é’estw bod; vedouct Ic Jestemu PFi padu z prdce [4] existuje
biraciondlné ekvivalenini skupina bods 1, ..., 6, vedoucz ke grupé @58, lze ;n urczt
zobmzemm primek kubické plochy Olebschovy y3 do roviny. . .

Grupé kolineaci z véty 11 odpovids touto cestou grupa @5120 rovmnych trans-
formaci T, roviny o a oviem i grupa ®,,, rovinnych transformaci ST,S-1
v roving o. Viechny tyto grupy jsou mezi sebou isomorfni. Tedy

Vé&ta 13. Budif ©, grupa transformact z véty 12. Potom B, je podgrupou grupy
120 rovinngeh transformaci, jet, reprodukujt kubiky prochdzejict jednoduse body
d, ..., 6zvéty I 2  Grupa @5*20 obsahuye tyto transformace: ¢ Icolmeace osm kvadra-
twkych tmnsformam periody dve, é’estnact kvadratzckych tmnsforma,cé pemody
GtyFi, osm kvadratickych transformact periody pét: dvandct kubickych transformact
periody dvé, dvanqct kubickych. transformagi periody tii, duandct, kubickyjch trans-
formact periody Sty¥e, d'vanact kubwkych transjormact pemody Sest; osm bikvadra-
tickyjch transformact pemody 11, Sestndct’ b@kvadmtwkych transformact periody pét,
o8m, bzkqumtw]ath ramsformaci. perwdy Sest;. Ctyfi transformace.5, stypné ;mp,ydy
utvé’ a zde(nt@clcou tzan&formczp .
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1) L. Variatovd [2].
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Tvrzeni v8ty 13 o tom, které transformace grupa ®&,,, obsahuje, lze dokizat
rozkladem grupy @, ,, ve tiidy podle podgrupy ®;, jejiz viechny transformace
zndme. - ° . '

4. Vysledky této price mifeme struénd shrnout takto:

Jsou-li body 1, ...,6 hlavnimi body pravé dvou symetrickych involuci J;
(¢ = 1, 2) 5. stupnd prvniho druhu a souéasné dvou symetrickych involuci Jj
(¢ = 1, 2) b. stupné druhého druhu, existuje grupa &, rovinnych transformact,
reprodukujici trojrozmérny systém rovinnych kubik, prochazejicich jednoduse
pevnymi body 1, ..., 6, jejiz podgrupou je grupa &, majici tytéz vlastnosti.

JestliZze tyto body 1, ..., 6 maji specidlni polohu, charakterisovanou vétou
12, je grupa @&, rovinnych transformaci, reprodukujicich trojrozmérny systém
kubik, které prochézeji jednoduSe body 1, ..., 6, podgrupou grupy &, s, jejiz
ka%d4 transformace mé tutéz vlastnost.

Grupa B4, jejiz prvky (které obdrzime sloZenim Sesti symetrickych involuci
J; 5. stupn® prvniho druhu a Sesti symetrickych involuci Ji' (i =1,..., 6)
5. stupné druhého druhu) reprodukuji trojrozmérny systém rovinnych kubik,
prochézejicich jednoduse body 1, ..., 6 z véty 1, je podgrupou grupy ®g,,rovin-
nych transformaci, které vSechny maji tutéz vlastnost.
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Pesiome

_ CBA3b I'NTABHBIX 3JIEMEHTOB CUMMETPUYECKON
MHBOJIIOLNN 5-011 CTEIIEHH! C IIPAMBIMHA KYBUYECKON
IIOBEPXHOCTH

CBATABA HVBAJIKOBA (Svatava Kubédlkové), IIpara.
(ITocTynuxno B pegaxumio 22/X1T 1954 r.)

Cratea sBiAeTcA npopoixennmeM paborw JI. Bamarosol, momemieHHOMH
B Hacrosmem Homepg xypHada (Casopis pro péstovani matematiky, T. 80
(1955); No 2).
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I'naBHble 8ieMEeHTH IIOCKOM CHMMeTpUYeCKOM MHBOMIONMK 5-0f cremeHy
MOKHO CYMTATh, II0 MX IPYNNNpPOBKe, INIOCKUMM oOpasaMu 27 OPAMHEIX HEKO-
TOpoii KyOmdueckol moBepXHOCTH x°, He MMelollell NBOMHHIX Touek. B crarse
HCCJIEYIOTCA YCJIOBUA, KOTOPEIM JOJKHA YAOBJIETBOPATH KyOUUecKkasa moBepx-
HOCTb %3, JUIA TOro, YTOOH ee MpAMEe 0TOGpamkadMch B KOHYUIypamuio raas-
HHX ToYek I, ..., 6, npuBopamyo Kk rpynne &g umu &, us ynomanyroit crarbu
JI. Banarosoit. Oragaiocs, uro rpynns Gg u &, naockux npeobpagoBaunii,
COXPaHAIIMX TPeXMepHOe ceMedCTBO INIOCKUX KYOMK ¢ HENONBUKHEIMM TOY-
ramu I, ..., 6, ABIAIOTCA NMOArpyNIaM#d HEKOTOPHX IPYNN IUIOCKUX Ipe-
o0pasoBaHMii BHICIINX IOPAKOB C TEMH 7Ke CBOMCTBAMHM. '

Pa6ora cocrout us Tpex riaas. B mepsoit rnase usyyena cBAsh IpYIIH INIOC-
KUX mpeoGpasoBaHmit ®,; ¢ rpymmoit mmockux npeoGpasoBannit g npm
TIOMOIIY SKBUAHIrapMOHMYECKOR KyGmdeckoit moBepxuHoctn «3. I'taBa comepsuT
cJIe[{yiolye pe3yIbTaThl

1. I'nagnble snemenmsvr cummempudeckoll UHeoslOYuw 5-0ii cmeneww, npuéo~
dawue k epynne &, naockuz npeobpazosanuii, nosyuawmes nymem omobparce-
HUs npamvir KyOuueckoli skeuarzapmoruteckoil noseprrocmu &2, danHol ypas-
Henuem

B+t ad+al=0
Ha@ nJaockKocmb.

I1. Sxsuanezapmonuseckas kKybuseckas noseprHocmsd «° 60CMPou3EOdUMCR
¢ npocmpancmee 648-vio Kosruneayusmu, o6pasyowumu 2pynny Gg,. I'pynne
Gess coomeemcmeyem 6 naockocmu 2pynna naockux npeobpasosanuii G,
usomopgras ¢ Ggyq. Haoncdoe npeobpaszosarue epynnv Gg,q cozrpansem mpex-
MePHoe cemelicmeo nAoCKuxT KyOur, npoxodawur no o0womy pasy uepes mouku
1, ...,6. I'pynna G,,, o6.4a¢”iamu¢an mem oce-e8olicmeon, s8asemca nodepiynnoi
epynnv. Ggyq.

I'pynna G4, copepsxur clegylomue miockue npeobpasopanus: 36 mpeobpa-
soBauuit 1-0¥ crenenn, 72 npeo6pagoBanus 2-oit cremenu, 432 npeoﬁpaaoaaﬁnﬂr
3-beit crenenu, 72 npeoGpasosanui 4-oit crenenn u 36 mpeoGpasoBammit 5-olf
CTeIenx. T

Bo Bropoit raaBe uccaenylorca cpoicrBa rpynns &,, mrockux mpeoGpaso-
BaHMii, cofepsxameit rpynny O us paGorsr JI. Banaroso#t B Buae cBoeit moa-
rpynnsl, CrnpaBeJJIMBH CJIefyIONe TeOpPEeMEl

I111. I'pynnuposky 2aasHulx aaemernmos, npusodswyio K epynne Gy, mooncHo
noAysumb omoOparncenuem NPAMBL Kybuueckold noseprrocmu @3 c wuecmvio
RAGHADHYIMU MONKAMU HA NAOCKOCING .

* IV. KyG6uueckas noéepxrocmd ¢* @ npocmpancmee eéocnpousgodumcs 24-ms
Koasuneayusm, o6pasyroujumu 2pynny G,,. [pynne ©,, omsevaem & naockocmu
uzomopgpras eii epynna ®,, niolkux npeobpaszosanuil; cOTPAHAIOWUT MPEL~
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MepHoe” ce.aeﬁcmeo NAOCKUZ xyéux I'pynna G, ssasermcs nodepynnoii epyn—
ne Gy : . el

- Tpynna-®,, copepsur cnenylomne mioekue npe06pa30}3ann,q 2 MHBOIOIHH
5-0#f cTermeHN IepBOro Pofa, 2 WHBOJIONUU 5-0if CTENEHU BTOPOIO Poja; ONHY
HEHTPATBHYI0. KOJLINHeANHo, 2 IMKANYECKYE - Ronnnneaunu 16 Ry6mecrmx
npeo6paaonaﬂnﬁ . TOMKHECTBEHHOE TpeofpasoBanye- o A

Tpe'rbﬁ rIaBa conepmm‘ c.nenyionme peaynmarm

V Ec./m noop&unambz e./meubzx mouex 3, 4, 5, 6 cymb copmieemcmeenHo

A1, 1 (1) =1, 1)*(‘1 1, —1 l l)necnn noopaunambi eAa6HBE moiaek
1 2 yaomemeopmom ypaeneuu;o N q
.;,;-’"i fuy z:—xa xzxa"*o : xl—o e ey e

MO 2AGBHBIE . INEMEHINL . COBMBEMEMBYOUWfEN cu.muempuuecxou .uneomoq.uw 5 0l¢
CMeneHt MOMCHO CUUMAMb NPOCKYUAMU NPAMBE Kybudeckoll - noceprrocmwm
Haebuwa yie 0ecamplo; NAGHAD VLMY TOUKAME.. '

VI. . Rybuueckas noseprrocmdv p® eocnpouseoaumcn 120-v10 npocmpancmew{f-
netmy kKoasuredyuamu, o6pasyowumu epynny Gy,. Eii coomeemcmsyem ¢ naocs
kocmu epynna &, naockux npeobpazosanull, coXPAHLIOUUL MpexmepHoe Ces
Melicmeo NAoCKux ny6un, Komopuie RPOT0ISM No 08KAMY paAsy uepes uecmy Heno-
dsuncrbixr mouex 1, ..., 6. Kaxncdoe npeobpasosanue epynnwvt &g obaadaem. mem
grce caotiemeom, u @8 agaaemes noaepynnou epynnsy @5120

I‘pyuna @no co,t(epmm 3 KOJTHE AT 32 npeo6paagaa}mn 2. oﬁ c'renem@,
4;8,Hpe()6pa3013a1mﬁ 3-beit:cTenenny 32 TpeofpasoBaHU4-0it cmene&mﬂ;o&mmem
PUNEQKNE HHBOTIQIUN 50 CTONeHN: 1. TOMIECTBEHHOe TPLOSPaBOBANITE . «:.;

- o PR DI i . -
FERIATA TR A 61 SR S A REPA SR W BRIV T THRVR SR PR S SO ey Lo

Zusammenfassung

ZUSAMMENHANG DER HAUPTELEMENTE
LNER SYMMETRISCﬁg;N NV QLUTION 5.TEN. GRADES

LEET

MIT DEN GERADEN EINER KUBISCHEN FL. &OHE

YR LT s Al YN

. VATAY—A KUBALII{OVA Prag
(Angenommen d,gg 22.. Dezq;p,her. 1954,)

““Dyisge ATheit Tt eind Worthstiiny e Authities Vot L VAXAiovk, dotin
ieser Nimnter” déé'“Zeﬁ%‘cﬁri‘ftes’ pﬁbhzlert 1st (@aéolns pro péstdvém mate-
matiky 80 (1955), Nr. 2). By M
wBi8 Haupteleamentecsiner:synawetrischeri \Involutions5-texr: Girades . konnen
wirfiiredie 1Abbilde-der_ 27 Gegaden, &iner: ‘kubisehenFliche: 23 ohne: Doppels
punikte aufdie: Ebene hdlten. In djeser Arbeitwmiteysucht man die Bedingyngen
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welche eine kubische Flache »® erfiillen muss, damit sich ihre Geraden in die
Konfiguration der Hauptpunkte 1, ..., 6 abbilden, die zur Gruppe & oder &,
aus der vorstehenden Arbeit von L. Vafiatovd fiihrt. Bei der Untersuchung
hat man festgestellt, dass die Gruppen ®g und ©;, der Tra,nsforma,tmnen dle
Untergruppen bestimmter Gruppen von hoherer Ordnung sind. = " ° =

Die eigene Arbeit besteht aus drei Kaplte]n Im ersten Kapltel studlert man,’
mit Hilfe der ekvianharmonischen kubischen Fliche o3, den Zusa‘mmenhang
der Gruppe &,, mit der Gruppe @m der Transformatlonen Das Kapltel ent-
halt folgende Ergebnlsse v

1. Die Haupiclemente” der symmetmschen Involutwn 5 ten (’rades d@e zur
Gruppe Gqp der Tmnsformatwnen fuhren gewmne.n ‘wi durch die Abbzldung der
Gemden der ekmanharmomsch@n Icubzschen Flache oc” mzt der ({Zezcﬁung g :

-z + x5+ xa +. :v4 = 0- . ‘.:;',:qr“";;_:_ aprpe

sk

@ufdwaene ‘, . T e e e e ',ny

- II. Dre elcmanharmomsche kubische Flache zxa 18t vm Raume ziunk 648 Kol'lz—
neationen, die die Gruppe Ggug bilden, reproduziert. In der Bbéne entspricht: des
Gruppe Bgus die Gruppe Ggq der Transformationen, die mit Gquq isomorph ist.
Jede Transformation der Gruppe Ggqg reproduziert ein dreidimensionales System
der ebenen Kurven dritten Grades, die esnfach durch die Punkte 1, ..., 6 gehen. Die
Gruppe &,,, die dieselbe Eigenschaft besitzt, ist eine Untergruppe der Gruppe Ggy.

B4 enthilt folgende Transformationen: 36 Transformationen ersten Grades,
72 Transformationen zweiten Grades, 432 Transformationen dritten Grades,
72 Transformationen vierten Grades und 36 Transformationen fiinften Grades.

Im zweiten Kapitel dieser Arbeit untersucht man die Eigenschaften der
Gruppe &y, die die Gruppe &, aus der vorstehenden Arbeit von L. Vanatovs
als Untergruppe enthalt. Man hat festgestellt

II1. Die zur Gruppe @ fithrende Gruppe der Hauptelemente gewinnen wir
durch Abbildung der Geraden der kubischen Fliche @3 mit sechs Planarpunkten auf
die Ebene.

IV. Die kubische Fliche ¢®* ist durch 24 Rawmkollineationen, die die Gruppe
@By bilden, reproduziert. In der Ebene entspricht der Gruppe G,y eine isomorphe
Gruppe Gy, der Transformationen. Ihre Elemente reproduzieren ein dreidimen-
sionales System der ebemen Kurven dritten Grades und S ist die Untergruppe
dieser Gruppe.

Die Gruppe ®,, enthilt folgende Transformationen: zwei Involutionen
finften Grades erster Gattung, zwei Involutionen fiinften Grades zweiter
Gattung, eine Zentralkollineation, zwei zyklische Kollineationen, sechzehn
Transformationen dritten Grades und eine identische Transformation.

Im dritten Kapitel sind diese Ergebnisse enthalten

V. Wenn die Hauptpunkte 3, 4, 5, 6 fortschreitend die Koordinaten (1,1, 1),
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(1, =1,1), (1,1, ~1) und (—1,1,1) haben und die Koordinaten der Haupt-
punkte 1, 2 der Gleichung

Xy — % — XXy =0, 2, =0
geniigen, konnen wir die Hauptelemente der erwigten symmetrischen Involution
fanften Grades fir die Abbilde der Geraden der kubischen Fliche y? mit 10 Planar-
punkten auf die Ebene halten.

VI. Die kubische Fliche y® ist durch 120 Raumkollineationen, die die Gruppe
®,q0 bilden, reproduziert. In der Ebene entspricht der Gruppe ®,,, die Gruppe
&, 40 der T'ransformationen, die das dreidimensionale System der ebenen Kurven
dritten Grades reproduzieren. Diese kubischen Kurven gehen einfach durch sechs
feste Punkte 1, ..., 6. Jedes Element der Gruppe ®g besitzt dieselbe Eigenschaft
wie die Elemente der Gruppe &35 und B, ist die Untergrtippe der Gruppe ©,q,.

Die Gruppe ®,;, enthilt diese Transformationen: 3 Kollineationen, 32 Trans-
formationen zweiten Grades, 48 Transformationen dritten Grades, 32 Trans-
formationen vierten Grades, 4 symmetrische Involutionen fiinften Grades und
eine identische Transformation.
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