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‘ &asopis pro p&stovani matematiky, ro¥. 80 (1955)

O PROJEKTIVNIM ZOBECNENT CHORDALY

JAN SCHUSTER, Praha.
(Do&lo dne 26. fijna 1953.) DT : 513.611

V &lénku je ukézéno projektivni zobecndni metrického pojmu chor-
dély a n&které jeho dusledky.

1. Systém redlnych kuzelosedek, které maji dva rizné (redlné nebo imagi-
nérni) body spoleéné anebo které se v jednom spoleéném bodé navzijem doty-
kaji, oznaéme Z. Zvolme dile soufadnicovou soustavu pro homogenni sou-
fadnice z, y, 2 tak, aby spoleéné body resp. spoleény bod kuZelosedek systému X
byly na pfimce z = 0 dany anulovanou kvadratickou formou (s nenulovym
diskriminantem)

Ax? + 2Bxy + Cy2 = 0, (1)
resp. aby spoleénd teéna a spoleény bod kuZelosetek systému X byla pfimka
z = 0 8 tim svym bodem, ktery je na ni dan rovnici (1), v niZ forma na levé
strand m4 nulovy diskriminant. 4, B, C jsou konstanty nikoli viecky nulové.

Libovolna kuZelosedka systému X', kterd se nerozpada tak, aby jako soudast
obsahovala pfimku z = 0, pak je:

24x* + 2Bxy + Cy® + 2ayz + 2bxz + pz* = 0
a, b, p jsou parametry této kuZelosecky v systému 2.

Budeme vysetfovat, jak je tieba volit bod S(z,, ¥y, %), aby jeho polary g,
(k = 1, 2) vzhledem ke dvéma riiznym pravym kuZelose¢kdm I, o rovnicich

Ax? + 2Bxy + Cy? + 2a4y2 + 2byxz + P2 = 0, (2)
k=12,
protinaly tyto kuZelosedky v bodech, je lezi op&t na kuZelosedce ze systému X,
Kuzelosetka I,(k = 1, 2) a degenerovand kuZelosecka sloZend z pfimky z = 0
a poléry ¢, urduji svazek, ktery oznadme o,. VySe zminény poZzadavek je pak
splnén tehdy a jen tehdy, kdy# svazky o, a L Oy maji spolednou kuzelosedku,
Svazek oy (k = 1, 2) m4 rovnici

@r(Ax? 4 2Bry + Oyt + 2a,yz + 2bwz + p2?) +
+ v {(Axy + By, + Lize) @ 4+ (Bxg + Cyo + a,2,) y +
+ (0% + @Yo + Pr2o) 23 2=0, k=12,
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Svazky o, & 0 Mmaji tedy spoletnou kuZelosetku tehdy a jen tehdy, kdy%
1= @y (V daldim klademe ¢, = @, = @) a jestd

2(a;, — as) ¢ + (Bz, + Cy, + a129) ¥, — (Bxy + Cyy + ag2y) o = 0,
2(b, — bs) ¢ + (Azy + By, + lizo) y1 — (A% + By, + lyze) v = 0, (4)
(py, — P9 + Ly + ayo + P12o) Y1 — (Lo + gy + Do2o) w2 = 0.

Eliminaci @, ¥ & ¥, z té&chto rovnic dostaneme po jednoduchych tGpravich
{2(b; — b)) 2y + 2(ay — ‘_‘1) Yo + (D2 — Py) 2} .

.{(ay — a4 — b, — b,B) xy + (a3 — a,B — by, — b,0) y, +
+ (@gh; — a;b,) 25} = 0.

Geometrické misto bodu S je tedy dano takto (indexy 0 vynechdme):
200 — b)) x + 2(ap —a)y + (P2 —Py)2=0 (8)

a

(@ —a;A — b, —bB)x + (2 — ;B — by — b,0) y + (@b, — a;by) 2 =0 .

P¥imka (5) spolu s p¥imkou z = 0 d4v4 ziejm$ degenerovanou kuZelosedku
ve svazku kuZelosedek, uréenou kuZelosetkami I/, a l,. P¥imka (5) splyvé s pfim-
kou z = 0 tehdy a jen tehdy, kdyz

a, =a,, b, =b,.
Geometricky vyznam téchto relaci je zfejmy z rovnic (2).

Piimku (5), kterd je ¢asti geometrického mista bodu S, nazveme proyelctwni
chorddlow kuZelosecek 1, a l,.

Budiz S(%o, Yos %o) libovolny jeji bod. Rovnice (4).maji pak pravé jen tato
feseni ve @, vy, p,:

PryLiYPe= —2:2:2. (6)
Dosazenim do (3) za ¢, a p, anebo za @, a y,, p¥i bemz ¢, = @, = @, dostaneme
pak rovnici kuZelose¢ky ze systému X, ktera jde prusetiky kuZelosedek I, a I,
8 poldrami g, a ¢, bodu S vzhledem k témto kuZeloseckam. Tedy na p#.:
2o(A2* 4+ 2Bxy + Cy?) — 2x(Ax + By) z — 2y (Bx + Cy) z — )
— (2by%y + 20,9 + P120) 22 = 0.
2. Pripojme ke kuZelosetkam (2) jesté pravou kuZelosetku l; ze systému X
o rovniei
Aax? + 2Bxy 4+ Cy? + 2a.yz + 2bsxz + psz2 = 0.
Necht kuzelosetka I nesplyva s Zddnou z kuZelosetek l,, l;. KuZelosetky I, a [,
resp. I, a I, resp. I3 a I, maji pak projektivni chordily o rovnicich
200 — b))z + 2(ay —a)y+ (P —P)2=0,
'2(53“bz)x‘*“‘?(aa—az)y+(Ps_Ps)Z=0s (8)
206, —bg)x + 2(a; —as)y + (P —Ps)2=10
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a tedy nesplyvaji-li, prochézeji jednim bodem, jeho# soufadnice jsou:

1a p 1 p b 1 b, a,
Zo:Yog:zg= |1 @y Pp|:|1 pg bp|:2 15 a,].
- 1 a; ps 1 p; by 1 b, Qg

Poléry tohoto bodu vzhledem ke kuZelosetkém I, Ig: ls je protlna]l v bodech,
které lezi na této kuZelosedce systému X

Az® + 2Bzy + Cy, —(Ax+By)z, — (Bz+ Cy)z, 22

Py by % oo
Py ‘ by g 1 )
Ps by as 1 4

K této jeji rovnici dospéjeme nejsnéze tak, Ze z rovnice (7), (8,), (8;) a z identity
D120 + 25120 + 2a1y, — (26,70 + 28,y + Pa2%0) = 0
eliminujeme 4, ¥, 2,

3. VySetiujme ted projektivni chordily takovych pravych kuZelosetek

nadeho systému X, které se dotykaji danych dvou riznych piimek r a ¢. Zvolme
za tyto pfimky pimky

- zr=0 a y=0.

Kuzelosetka svazku X' se dotyks téchto piimek tehdy a jen tehdy, kdyz je
soudasné

—Cp=0, B* —Ap=10,
&ili

a=€1V55, b=£2VA_p,

kde ¢, = + 1, & = + 1. Konstanty 4, C musi tedy nutng byt téhoz znamén-
ka. Geometricky vyznam toho je jasny. :

Libovolné dvé rtizné pravé kuzelosetky I, a I, systému X, které se dotyka.;i
zvolenych piimek r a ¢, majf tedy rovnice:

Aax* + 2Bzy + Cy* + 281V0P1yz + 282VA—?1333 +p2 =0,
Ax* + 2Bxy + Cy* + 26|/ Cpyz + 26|/ Apgrz + pozt = 0;
pro parametry P, & P, plati:

P F Pa.
Pro;ektlvni chofdéla. téchto kuieloseéek je tedy

{ 2s,VlAia: + 26,J[0ly + o(Vpl + Ve z=0, |

sgnpx——sgnp.=sgn11 SgnB,} | &)
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kde o = sgn p,. Pro libovolné hodnoty parametri p,, p, omezené podminkami
(9), jde tato chordédla vidy bodem

(e,/101, — &l/14], 0),
ktery lezi na pfimce z = 0.
Tato vlastnost je projektivnim zobecndnim zndmé véty, Ze chordaly kruznie,
dotykajicich se dvou pfimek, tvoii osnovy piimek.
Analogické ivahy by bylo mo#Zno provést i v prostorech o vy&&im podtu di-
mensi. Tak na pf. v trojrozmérném prostoru bychom za jejich zdklad vzali
systém kvadrik, které prochazeji pevnou kuZelosedkou, a pod. Pfisluiné defi-

nice a vypocty by pak byly zcela analogické tém, které jsme udélali v tomto
¢lénku.
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