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Casopis pro p&stovini matematiky, rol. 92 (1967), Praha

PRUMER GRAFU POLOGRUPY

BEDRICH PONDELICEK, Podébrady
(Doslo dne 25. ledna 1966)

Je-li S pologrupa, potom systém v3ech jejich vlastnich podpologrup oznaéme <.
Grafem G(&) systému & nazyvdme graf, jehoZ uzly pfedstavuji prvky & a dva uzly
jsou v n¥m spojeny (jedinou) hranou prdv& tehdy, jestlize odpovidajici podpologrupy
maji neprdzdny prinik. J. BosAk [1] dokdzal, Ze obsahuje-li periodickd pologrupa
aspofi tfi prvky, potom je graf G(&) souvisly a jeho primér je roven nejvyse tiem.
Ddle pak B. ZELINKA [2] dokdzal, %e obsahuje-li komutativni pologrupa aspofi &tyfi
prvky, potom je graf G(&) souvisly a jeho primér je roven nejvyse dvéma. V &ldnku
budeme vySetfovat graf G(¥) pro libovolnou pologrupu S a dokdZeme, Ze kromé
&yt vyjimek je souvisly a jeho primér je nejvySe roven tfem. Zdroveii tim vyfeSime
problém 1 z prdce [1]. Vychodiskem nafich Gvah bude ndsledujici lemma.

Symbolem [P}, kde P je neprdzdnd podmnoZina pologrupy S, oznatme podpolo-
grupu generovanou mnoZinou P (viz [3]) a symbolem §(G), kde G je souvisly graf,
ozna¥me primér tohoto grafu (viz [4]). Konen& necht S, je dvojprvkovd nulové
pologrupa, tj. So = [a, b], kde a® = ab = ba = b* = b.

Lemma 1. Systém & je neprdzdny prdvé tehdy, jestlife pologrupa S obsahuje
aspori dva prvky. V tomto pF{padé:

0. 6(G) < 3 tehdy a jen tehdy, jestliZe ke kafd)”m dvéma prokim a, b z S existuji
pFirozend ¢isla n, m a prvek u z S tak, %e [a", u] + S + [b™, u].

1. 6(G) < 2 tehdy a jen tehdy, jestliZe ke kaZdym dvéma prvkim a, b z S existuji
pfirozend Cisla n, m tak, %e [a", b™] # S.

2. §(G) < 1 tehdy a jen tehdy, jestlie ke kaZdym dvéma prokdm a, b z S existuji
pFirozend ¢&isla n, m tak, %e a" = b™.

3.6G)=0 tehdy a jen tehdy, je-li S cyklickd grupa s prvoéiselnym t“ddem nebo
je rovna pologrupé S,.

Diikaz. Je-li systém & neprdzdny, pofom pologrupa S obsahuje aspoil jednu
vlastni podpologrupu, a md tedy aspoii dva prvky. Obsahuje-li pologrupa S aspoii

206



dva prvky, potom je pro a z S bud podpologrupa [a] vlastni nebo [a] = S m4 aspoii
dva prvky a obsahuje sama vlastni podpologrupu. Necht ddle pologrupa S obsahuje
aspoii dva prvky.

0. Je-li §(G) < 3, potom ke ka?dym dvéma vlastnim podpologrupdm A, B polo-
grupy S existuji vlastni podpologrupy C, D pologrupy S tak, Ze priiniky 4 n C,
C n D, D n B jsou neprdzdné. Zfejmé ke kazdym dvéma prvkim a, b z S existuji
vlastni podpologrupy A, B pologrupy S tak, Ze A < [a] a B < [b]. Nechtue Cn D
a n, m jsou takovd pfirozend &isla, Ze a"e A N C, b™ e D n B. Zfejmé [a", u] =C
a[b" u] = D.

Necht naopak ke kazdym dvéma prvkim a, b z S existuji pfirozend &isla n, m
a prvek u z S tak, Ze [a", u] + S = [b™, u]. Jsou-li 4, B dv& vlastni podpologrupy,
potom nechf a € 4, b € B. PoloZime-li C = [a", u], D = [b™, u], potom jsou zfejm&
priniky 4 n C, C n D, D n B neprdzdné a §(G) < 3.

1. Je-li 6(G) < 2, potom ke ka?dym dv&ma vlastnim podpologrupdém A, B polo-
grupy S existuje vlastni podpologrupa C pologrupy S tak, Ze priniky An C,Cn B
jsou neprdzdné. Ke kazdym dv&ma prvkim a, b z S existuji zfejmé& vlastni podpolo-
grupy A, B pologrupy S tak,7e A < [a] a B < [b]. Necht n, m jsou takovd pfirozend
disla, Ze a” e A n C, b™ e C N B. Zfejmé [a", b™] < C.

Necht naopak ke kazdym dvéma prvkim a, b z S existuji pfirozend C&isla n, m
tak, Ze [a", b™] + S. Jsou-li A, B dv& vlastni podpologrupy, potom poloZme C =
= [a", b™], kde a € A4, b € B. Priiniky 4 n C, C N B jsou zfejmé& neprézdné ad(G) <
<2

2. Je-li 6(G) £ 1, potom kazdé dv& vlastni podpologrupy pologrupy S jsou
incidentni. Zfejmé& ke kaZdym dvéma prvkim a, b z S existuji vlastni podpologrupy
A, B pologrupy S tak, Ze A < [a] a B = [b]. Existuji tedy pfirozend &isla n, m
takovd, Ze a" = b™e A N B.

JestliZe naopak ke kazdym dvéma prvkim a, b z S existuji pfirozend C&isla n, m
tak, Ze a" = b™, potom jsou kazdé dv& vlastni podpologrupy A, B incidentni,
protoZe a" = b™e A n Bpro a€ A, b e B. Je tedy §(G) < 1.

3. Podle véty 3 z [1] 8(G) = 0 prdvé& tehdy, je-li S cyklickd grupa s prvoiselnym
fddem nebo je-li rovna pologrupé S,.

Definice: Rekneme, Ze pologrupa S je silné generovand (dvéma prvky) jestlize
existuji prvky a, b z S tak, Ze S = [a”, b™] pro viechna pfirozend &sla n, m. Dvojici
prvki (a, b) nazveme dvojici silnych generdtorii pologrupy S.

Pozndmka 1. Z lemmatu 1 plyne, Ze graf G(&) siln& generované pologrupy S
obsahujici aspoii dva prvky je bud nesouvisly nebo §(G) = 3.

Pozndmka 2. Snadno se ovéfi, %¢ ndsledujici pologrupy S; (i =1,2,3,4 a 5)
jsou siln& generované:

1. S, = [a], kde a® = a. Ziejm& systém & je prdzdny.
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2. Si = [a, b] (i = 2, 3, 4), kde ndsobent je ddno tabulkou

S,|ab S3|ab S4|ab
alab alab alaa
b|bb blab bibb

- I
Ve viech tfech pfipadech je graf G(&) nesouvisly a obsahuje dva izolované uzly.
3. Ss = [a, b, c], kde ndsobent je d4no tabulkou

[abc
alaaa
b{aba
claac

Graf G(&) je souvisly a §(G) = 3.

Vita 1. Nent-li pologrupa S silné generovand, potom graf G(&) je souvisly
aé(G) < 2

Dikaz »lyne z lemmatu 1 a z definice.

Véta 2. Je-li pologrupa S silné generovand a riiznd od pologrup S; (i =123
a 4), potom je graf G() souvisly a 6(G) = 3.

Dfive neZ pfistoupime k diikazu této véty, dokdZeme ndsledujici lemmata:

Lemma 2. Necht silné generovand pologrupa S riznd od pologrup S,,S, a S;
md dvojici silnych generdtorii (a, b). Plati-li aS = S a a € Sa, potom je graf G(&)
souvisly a §(G) = 3.

Diikaz. JelikoZ a € Sa, tedy existuje prvek e v S tak, Ze a = ea. Pro kaZdé xe S

pak plati, ¥e x € aS, a tudiZ x = ay, kde y € S, z &hoZ plyne, Ze ex = eay = ay = x.
Z¥ejm& e* = e.

1. Necht existuje prvek x v S tak, Ze (x, e) je dvojice silnych generdtordi v S. Je
tedy xeS = [x%,¢]. Je-li x =¢" =¢, potom S = [e] =S,, coZ je spor. Je-li
x = x" nebo x = x"e (n > 1}, potom v druhém pfipadé x> = x"ex = x"*1, Existuje
tedy pfirozené &islo m tak, Ze x™ = f, kde f2 = f. Zfejm& S = [f, e], kde of = f.
Je-li f = e, potom S = S, a to je spor. Je-li f + e a fe = f, potom S = S,, coZ je
téZ spor. Je-li f # ea g = fe + f, potom bud g = e, coZ znamend, 7e S = S;, a to
je spor; nebo g + e, a dostaneme pologrupu S, kde ndsobeni je ddno tabulkou

| feg
flfag
elfeg
g|fag

Snadno se zjisti, Ze graf G() je souvisly a 5(G) = 3.
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2. Necht pro z4dné x z S (x, €) neni dvojici silnych generdtori v S. Je-li tedy x, yeS,
potom existuji pfirozend &isla n, m tak, Ze [x", ] + S + [y™, e], coZ podle lemmatu 1
znamend, Ze graf G(#) je souvisly a 6(G) < 3. Z pozndmky 1 pak plyne, Ze 6(G) = 3.

Lemma 3. Necht silné generovand pologrupa S riznd od pologrup S,, S, a S, md
dvojici silnych generdtorii (a, b). Plati-li Sb =S a bebS, potom je graf G(¥)
souvisly a 8(G) = 3.

Diikaz je analogicky ditkazu lemmatu 2.

Ditkaz véty 2. 1. Necht pro kaZdou dvojici silnych generdtori (a, b) pologrupy S
plati aS = S = Sb nebo bS = S = Sa. Necht x, y € S. Je-li (x, y) dvojice silnych
generdtort pologrupy S, potom bud xS = S = Sy nebo yS = S = Sx. Nechf
nejdfive xS = S = Sy. Je-li [x2, yx] = S, potom xS = S = Sx a v&a 2 plyne
zlemmatu 2. Stejné tak, je-li [ yx, y*] = S, protoZe potom yS = S = Sy. V opatném
pripadé [x?, yx] + S =+ [yx, y*]. Analogickou uvahu miZeme provést, jestliZe
yS = S = Sx. Pokud (x, y) neni dvojici silnych generdtord pologrupy S, potom
existuji pfirozend &sla n, m tak, Ze [x", y"] + S. Plyne tedy véta 2 z lemmatu 1
a z poznamky 1.

2. Necht existuje takovd dvojice silnych generdtori (a, b) pologrupy S, Ze neplati
ani aS = S = Sb ani bS = S = Sa. Je-li aS = S % Sb, potom a € Sa. Plati totiZ
S = Sa v Sb a kdyby a € Sb, potom a = ub pro u € S, a tudiZ pro kazdé x z S je
bud x = vb nebo x = va pro ve S a v druhém piipadé x = vub. Je tedy S = Sb,
coZ je spor. Véta 2 pak plyne z lemmatu 2. Stejné tak v ostatnich pfipadech, tj. bud
aS = S = Sb nebo bS = S #+ Sa nebo bS + S = Sa, plyne véta 2 z lemmatu 2
nebo z lemmatu 3. Zbyvd tedy posledni moZnost, Ze aS + S # Sb a bS + S + Sa.
Je-li x, y € S, potom x a xy leZi bud v aS nebo v bS. Stejné tak xy, y leZi bud v Sa
nebo v Sb. Je tedy [x, xy] + S # [xy, y]. Z lemmatu 1 a z pozndmky 1 pak plyne
véta 2.

Véta 3. Je-li pologrupa S riiznd od pologrup S, (i = 1, 2, 3, 4), potom je graf G(¥)
souvisly a 8(G) < 3. Pfidemz

1. §(G) < 2 tehdy a jen tehdy, neni-li pologrupa S silné generovand.

2. 8(G) < 1tehdy a jen tehdy, jestlize ke kaZdym dvéma prokim a, b z S existuji
DFirozend &isla n, m tak, Ze a" = b™. '

3. 5(G) = O tehdy a jen tehdy, je-li S cyklickd grupa s prvoéiselnym Fddem nebo
je rovna pologrupé S,.

Dikazplynezlemmatulazvétla?2.

Pozndmka 3. Je-li S periodickd pologrupa, potom je moZné podminku 2 ve v&té 3
nahradit podminkou '
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2. 5(G) < 1 tehdy a jen tehdy, obsahuje-li pologrupa S prdvé jediny idem-
potent. .

Viz (Theorem 1 [1]).

Diikazz Md-li periodickd pologrupa jediny idempotent e, potom ke kaZdym dvéma
prvkim a, b z S existuji pfirozend &isla n, m tak, Ze a” = e = b™. Md-li periodickd
pologrupa aspoii dva riizné idempotenty e, f, potom pro viechna pfirozend &isla n, m
platie" =e £ f = f™.

Pozndmka 4. M4-li komutativni pologrupa aspoii &tyfi prvky, potom 6G) = 2.
Viz (Véta [2]). Snadno se ovéfi, Ze existuji prdvé& tfi komutativni siln¥ generované
pologrupy — S;, S, a Ss. Je tedy S jedind komutativni pologrupa, pro kterou
8(G) = 3. '
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Pe3rome
AUAMETP I'PA®A TIOJIVT PVIIIIBI

BEAPXWUX IMMOHAEJIMYEK (Bedfich Pondélicek), IToneGpanst

Ilycts & — cHCTeMa Bcex COOCTBEHHBIX IMOAMOJIYrpynn noiyrpyumnst S, G(¥) —
rpad, BepIIHHBI KOTOPOrO ABJIAIOTCH 3JIEMEHTaMH H3 &, [BE BEPILHHbBI COEIUHEHBI
OIHMM peOpoM TOrAa M TOJILKO TOTAA, €CIM COOTBETCTBYIOIME MOIIOJYTPYIIIbI
HMEIOT Hemycroe mepecedenne. IToyrpynmy S MBI Ha30BEM CUABHO NOPONCOEHHOL
(08yma 31emenmamu), ecnu S = [a", b™] nis a, b € S ¥ I BCEX HATYPAJIBHBIX YHCEN
n, m. CamsosoM [P], tne P — HEIyCTOe MOAMHOXECTBO HOoJIyrpynmsl S, MBI 06-
O03HAYAM MOANOJYTPYIIY, IIOPOXIACHHYIO MHOXECTBOM P.

B 3r0it paboTe N0Ka3aH ciienyrolas Teopema:

- Ecau nosyzpynna S omauuaemcsa om noayzpynn S; (i = 1, 2, 3, 4), mo zpag G(¥)
ceasuviit u e2o duamemp 5(G) menvwe uru pagen mpem. :
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ITpumom

1. (G) £ 2 mozda u moavko mozda, ecau noayzpynna S HeAGAAEMCA CUABHO
nopONCOeHHO.

2. 8(G) £ 1 mozoa u moavko mozoa, ecau 043 Kancowvlx 08yx esemenmos a, b uz S
cywecmayrom HamypaabHele yucaa n, m max, umo a" = b™.

3. 8(G) = 0 mozdoa u moavko mozoa, ecau S — YUKAUYECKAA 2pynna nPOCMozo
nopAaoka uau ecau S pagna noayepynne S.

Summary

THE DIAMETER OF GRAPH OF SEMIGROUP

BepkicH PoNDELICEK, Podébrady

Let & be a system of all proper subsemigroups of a semigroup S, G(&) the graph
vertices of which are the elements of & and two vertices are joined by an edge if and
only if the corresponding subsemigroups have a non-empty intersection. A semigroup
S is said to be strong generated (by two elements) if S = [a", b™] for a, be S and
for all positive integers n, m. By the symbol [P], where P is a non-empty subset of
the semigroup S, we denote a subsemigroup generated by a set P.. '

In this paper the following theorem is proved:

If a semigroup S is not equal to the semigroups S; (i = 1, 2, 3, 4), then the graph
G(&) is connected and its diameter 6(G) is at the most equal to three. Moreover

1. 8(G) < 2 if and only if a semigroup S is not strong generated.

2. 6(G) < 1if and only if for any two elements a, b of S exist positive integers n,m
such that a" = b™.

3. 8(G) = 0 if and only if S is a cyclic group of prime order or is equal to a semi-
group S,.
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