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Casopis pro p&stovini matematiky, roé. 85 (1960), Praha

K JEDNE EXTREMALNI ULOZE O CHROMATICKYCH
CISLECH KONECNYCH GRAFU

Karer Curix, Bmo
(Doslo dne 20. prosince 1958)

V tomto prispévku se studuje otédzka, jak se zméni chromatické
¢islo koneéného neorientovaného grafu, kdyZz k nému piiddme pie-
depsany po¢et dal$ich hran.

Necht V + 0 je kone&nd mnoZina a E je systém nékterych jejich dvou-
prvkovych podmnoZin {z,y} cV (z * y). Grafem rozumime uspoiiddanou
dvojici (V, E) a E nazyvame jeho relaci. E se obvykle nazyvé mnoZinou hran
(neorientovanych), ale kaZdou neorientovanou hranou jsou urdeny pravé dvé
orientované hrany, tj. mnozinou ¥ je v naSem p¥ipadé uréena jistd areflexivni
a symetrickd bindrni relace definovand ve V. Proto lze na relaci £ pienést
v8echny pojmy a vysledky obecné teorie graft [1]. Zejména F nazyvame
V-relaci, jestlize plati

z,y,2eV, v +y*+z+2x, {,y}eE = bud {z,2}ck
nebo {y,z} e E Y

a chromatické &slo grafu (V, E) oznatujeme y(F). Graf nazyvidme k-chroma-
tickym, jestlize jeho chromatické éislo je k.

V tomto piispévku jsou zodpovézeny dvé tésné spolu souvisici otdzky:

(1) Jaky je nejmensdt poéet hran, které musime pridat ke k-chromatickému grafu
(V, E), abychom dostaly n-chromaticky graf (V, E'), kdyz n je dané prirozené
¢islo spliiujict nerovnosti k < n < kard V, a

(2) nejeyde o kolik se zvétsi chromatické &islo k-chromatického grafu (V, E),
kdyZ knému priddme m hran, kde m je prirozené &islo splfiujict nerovnost kard E -+
—m < (k‘“f V)z

Oznadujme symbolem (Z) mnozinu v8ech dvouprvkovych podmnozin

mnoziny V.
Necht nyni V = {V;, V,, ..., V,} je chromaticky- rozklad %-chromatického
grafu (V, E) a necht B je libovolna relace spliujici £ c B c (I;) Znadi-li
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I;i) a jsou-li V; y(E;)-chromatické rozklady grafd (V,, Z,), pak

zfejmé U V.=7V' je chromaticky rozklad grafu (V, E’) a proto y(E') <

v k .
Je-li navic B V-relaci, pak podle [1], véta 3, je £ = (12]) —- U (I;"), a tedy
. v i=1

—Ec U( ) Odtud pro chromaticky rozklad 7' = Vi Ve o iy Vi}

i=l
grafu (V, E'), kard V' = y(&'), plyne,-Ze ke kazdému V;, 1 < j < h, existuje
takovy V,, 1 i <k, e V;c V,, tj. Ze V' je zjemnénim rozkladu ¥V, a proto
kard 7’ = kard V. Necht dile V,= {V; | V; c V,}, takZe je ziejmé, ¥e V; jsou
chromatické rozklady grafti V', ), a proto kard V' Z4(B)proi=1,2,..., k.
k k
To vSak znamens, Ye y(B') = kard V' = > kard V; = > z(E;). Plati tedy
iml i=1

Véta 1. Necht V = {V,, Vs, ..., Vi} je chromaticky rozl;l_ad k-chromatického
grafu (V, E) a necht B’ je libovolnd relace spliujici podminku E c E' c (Z) .

¥ :
Pak y(E') < > y(E,), kde B; = E' n (I;’) , a jestlize E je V-relact, pak platt
i=1

k
= E;Z_E
Z ptedeslych dvah je vidét, Ze véta 1 platii pro nekonetné grafy.
Jelli V={Vy,V,...,V;} chromaticky rozklad k-chromatického grafu

V, E), pak 7 je zre]mé hlavmm rozkladem (viz (1)), a tedy podle [1], v&ta 1,
plati: V; = V; = existuji takové zeV,;, ye V,, e {z, y} e E. Odtud plyne

kard £ = (k) Na druhé strané obsahuje-li (V, E) k uzlu ktere jsou uzly Gpl-

ného subgrafu, a jsou-li ostatni uzly isolované, pak kard E = (725‘) , takze plati

Lemma. k-chromaticky graf, ktery md mejmendi polet hram, je graf, ktery
obsahugje dplny subgraf o k wzlech a jehoZ ostatnt wzly jsou isolované.
Necht nyni V = {V,, V,, ..., Vi} je chromaticky rozklad k-chromatického

V-grafu (V, E) a necht relace B’ je takové, ¥e B C E' c (Z) a Ze y(E') = n.

Necht dale B, = E' n (I;’), oznaéme r; = x(E;) pro 1 =1 < k. Pak podle
A i
véty 1 plati > 7, = n, kde lc 7 jsou pevné piirozens &isla, a otdzka (1) znamena,

i=1

najit takovou E’, aby vj?raz Zkard E; nabyval nejmens{ hodnoty. Podle
i=1
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lemmatu je kard B, = (2’) a existuji takové E,, Ze v predeflé nerovnosti

nastane rovnost (totiz E, je mnozina vSech hran tplného subgrafu o r; uzlech

I k
z V;). Jde tedy o to najit takové r;, aby > r; = n a pii tom aby > (;i) bylo
=1 ta=l

n
nejmensi. To v8ak podle [2] véta 2, nastane tehdy, kdyZ »;, = [Z] prol =157
ar = [&L}E_]f] proj<i<k, kdej=k [n—__]t_@] — n, a piislu$nd nejmensi

k

hodnota m(n, k) = z(;‘) je déna vyrazem

i=1

n

o eopoafg)[e]

Predpokldaddme nyni, Ze existuje takovy k-chromaticky graf (V, E) a takové
relace ', E c E' c (Z) , 2(B') = n, Ze plati kard (B’ — E) < m(n, k). Prede-

v&im existuje takovéd V-relace Z,, Ze B c B, C (Z) a pti tom y(E,) = y(B) =k
(viz [1]). Pak kard (B’ — E,) < kard (B’ — E) < m(n, k), takze podle pie-
deflého y(E, v E') < m, aviak s druhé strany E, v E’' > E,, proto podle [1],
lemma 6, musi byt y(EB, v E') = y(E’'), coz je spor. Plati tedy
o . . - L . kard V

Véta 2. Necht n je prirozené ¢islo spliujict merovnosti k < n < 5 .
Pak ke k-chromatickénw grafu je tieba pridat alespost m(n, k) hran, aby venikl
n-chromaticky graf. Existwji k-chromatické grafy takové, Ze priddnim prdavé
m(n, k) vhodngch hran veniknou grafy n-chromaticke. '

Funkce m(n, k) je pfi pevném k (viz [2]) neklesajici vzhledem k proménné
n a tedy ke kazdému pfirozenému &islu m je nerovnostmi
(2) mn, k) =m < mn + 1, k)
jednoznaéné uréeno jisté n = n(m, k). Z véty 2 pak plyne

Dusledek. Priddvdme-li ke k-chromatickému grafu (V, E) m hran, kdekard B -

+m < (kar‘)d V), pak vanikne graf, jeho chromatické Cislo je mejvye rovno

n(m, k).
Poznamenejme jesté, Ze m(n + 1, k) = m(n, k) + ¥(n, k), kde &(n, k) =
i [2]
k k T A
=\ prok[ﬁ__]t_.J——n>1 a 9(n, k) = 9 + 1 pro k[_yf_iz_]__
—n =1
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Pezome

K OQHON SKCTPEMAJBLHON 3ANAYE O XPOMATUYECKUX
YUCJIAX KOHEYHNBIX T'PA®OB

KAPEJ UVYJIUK (Karel Culik), 13pno

Ucnonssyiorest pesyasratsl u3 [1] u [2], m pmoxassiBaeTcd caefymOUIas Teo-
pema:

o )
Ecau n — makoe namypaavroe wucao, umo k < n < (2) , mo k k-xpomamu-

ueckomy epady, komopwlil umeem v sepuiun, Hado Jobasumb no kpaiinell mepe
m(n, k) pebep, umoGu noaywums n-rpomamuneckuii epad. Cywecmeyom makue
k-xpomamuneckue epager, wmo nocae dobasrenus umenro m(n, k) pebep 6osnu-
KEHYmM n-xpomamuseckue 2pagur, ecau

wwn= (- 3]

Zusammenfassung

ZU EINER EXTREMALEN AUFGABE UBER DIE CHROMATISCHEN
ZAHLEN DER ENDLICHEN GRAPHEN

Karer CuLrfk, Brno
Mit Hilfe der Resultate aus [1] und [2] wird folgender Satz bewiesen:
Es sei n eine natiirliche Zahl, fir die k S n < (?2)) gilt. Zw jedem k-chroma-

tischen Graphen, der v Knolenpunkte enthilt, muss man mindestens m(n, k)
Kanten zugeben, um einen n-chromatischen Graphen zu bekommen. Es existieren

solche k-chromatische Graphen, dass nach dem Zugeben der m(n, k) Kanten die
n-chromatischen entstehen, wobei

= -5 5] 2]
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