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Casopis pro pésteviani matematiky, ro&. 85 (1960), Praha

VYPOCET ZAKLADU ¢ PRIROZENYCH LOGARITMU

KarerL Rycurix, Praha

(Doslo 21. ledna 1959)

Na podnét prof. F. J. STtupNidky vypodetl r. 1890 Borumir Ti-
OHANEK,!) tehdy kandidét profesury, ¢islo e na 225 D (desetinnych
mist), z nichZ je 224 sprédvnych. Tento vypodet predstihl piesnosti
vypoéty Tichénkovych predchidetr a byl to po dlouhou fadu let
nejlepsi vysledek.

1. V nyné&jsi dobé, kdy pouZitim elektronickych poéitacich strojé bylo do-
saZzeno neobydejného rozvoje poletni techniky, je namisté uvést prace, v nichz
bylo ¢&fslo e vypoéteno na vice nez 100 D:

1. Wiriams SHANKS [8] r. 1853: 137 D a r. 1854: 205 D, z ¢ehoZ je pouze

o

187 D spravnych. Pritom pouzito fady e = Z -1;'— .2)

Nl

2. J. W. L. Graisger [3] r. 1871: 137 D pomoci Eulerova tetézce (1). Vy-
sledek je v souhlase s vypoétem Shanksovym.

3. J. BoormaN (1] r. 1884 pomoci fady pro e: 346 D, z &ehoZ je 223 D
spravnych.

4. Borumir TiCHANEK (uvefejnéno v knize Studnitkové [9c], str. 25; viz
t6% recenzi této knihy podepsanou Std [9d], str. 786) r. 1890: 225 D, z nich%
je 224 D spravnych. Vychodiskem byl Eulertv fetézec (1).

5. DErrICK HENRY LEBMER [4] r. 1926: 707 D pomoci Eulerova Fetézce (1).

1) BoruMfr T1¢HANEK se narodil 28. 12. 1868 v Turnovd jako syn uditele hlavni §koly.
Po maturitn{ zkousce (19. 7. 1888 v Liberci) studoval na filosofické fakulté Karlovy uni-
versity v Praze matematiku a fyziku. Stétni zkousku z téchto oboru slo#il v Praze 15. 6.
1894. Pak vyudoval na stfednich Skoldch na Moravé: v Brné, v Olomouci, v Pferovs,
v Uherském Hradisti & Trebiéi. 1. 11. 1920 byl jmenovén Feditelem st¥edni §koly a puasobil
v Brné a v Novém Mé&sté na Moravé. 1. 7. 1931 odeSel do vysluZby a Zil pak vétsinou
v Brné az do své smrti (26. 12. 1956).

2) Od W. SHANKSE pochézi té% vypodlet ¢isla n na 707 D, z nich# je v8ak pouze 556
spravnych.
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6. PEDER PEDERSEN [5] r. 1940: 404D, r. 1942: 606 D a r. 1944: 808 D
pomoci Eulerova Feztéce (1).

7. G. W. REITWIESNER [7]%) r. 1950: 2010 D a téhoZ roku vypodet doplnén
na 2500 D pomoci ¥ady pro e. Vypolet byl proveden elektronickym poéitacim
strojem ENTAC.4)

Lehmertv vypodet &isla e [4] potvrzuje vypotty predchazejic;5) tento vy-
podet je potvrzovan vypodtem Pedera Pedersena [5¢]. Konedné vypodet e po-
moci stroje ENIAC [7] potvrzuje vypolet Pedera Pedersena [5c].

2. L. EvrEr®) udal pro e nekoneény pravidelny fetézec
e—1 1
(1) g = i
1+23-+§3 1
STy + .

Odtud odvodil F. J. STupNI6KA ([9¢], str. 28— 25, nebo téz [9b], str. 61—65)
rekurentni vzorce, z nich# je mo#no odvodit posloupnost s limitou e. Uvahy
Studni¢kovy trochu upravim a doplnim.

Ze vzorce (1) plyne

(2) a=1+—_3T_ _ ,
14— 1
T3 555,
tedy
e=1+ - SR ,
—1+2.1+5—5 1

3) Tato préce vznikla na podnét JoENA von NEUMANNA. Desetinny rozvoj &isel = &
e s velkym podtem D mél slouZit ke zkoumdni ndhodnosti rozloZeni ¢islic v desetinném
rozvoji téchto éisel. KdeZto u ¢&isla 7 se neobjevila znatelnd odchylka od néhodnosti,
neni tomu tak u &isla e: zde se zietelnd projevuje odchylka od ndhodného rozloZeni ¢islie.
Tak dostalo poéitdni &isel % a e s velkym poétem D novy cil, kdeZto diive Slo snad nejvys
o zévod v dosaZeni co nejvétsiho podtu D.

4) ENTAC (Electronic numerical integrator and computer) je jeden z prvnich elektro-
nickych poéitacich stroji. Byl postaven za posledni vélky v USA a slouZil phvodnd
k vypodtu stfeleckych tabulek. M4 18 000 elektronek a 1500 relé. BliZ8i popis viz: H. H.
a ADELE GorpsTINE, Mathematical tables 2 (1946), 97—110.

5) Jako pramen préce Tichankovy uvddi D. H. LEEMER recenzi [9d] Studnidkova spisu
[9¢]. V ni je uvedena hodnota ¢ vypoétend Tichdnkem. Je v ni vSak tiskovéd chyba:
na 43.D ma byt 6 misto 0.

&) L. EULER, De fractionibus continuis, Commentarii Petropolitani 11, ad annum 1739.
Odvozeni vzorce (1) viz v [6], 1. vyd. § 64, str. 3383 — 4, 3. vyd. IT § 28, str. 1566 —7
a zcela elementédrnf odvozeni v 3. vyd. I § 34, str. 123 —4. Viz té% [9a].
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takZze muzeme psat e = 1 - , oznadime-li ¢ nekoneény pravidelny

1
“T+yg

fetézec?)
(3) g=10[2.1;2.3,2.5,..., 2(2n—1),...].
Je tedy
_g+t1
(4) e=r—1"
PoloZime-li
(5) go=1[2.1;2.32.5 .., 2(2n+1),,,,]=?q&z, n=0,
(6) Po=2, ¢o=1; =13, ¢, =6,
je mozno uréit Pn, ¢, pro n = 2 rekurentnimi vzorci®)
(M) Pn = 2(20+1) Dpoy + Paoss In = 2(20H1) guoy + Gu-z -
Klademe-li
(8) ?—121, Q—].:O:

plati vzorce (7) pro n = 1.
Pak jsou p,, ¢, &isla nesoudglni.?)
Z konvergence Yetézce (3) plyne, Ze je lim g, = g. Ze vzorcu (7) plyne snadno

) >0
Pr > Pr-1> dn > Qn-1 Pro n = 1, takZe p, a g, jako celd kladns &isla rostou do
nekonedna. Déale platil?)

9) 900<9<. .. << .. <9< oo <Y1 < ovn <G < g3 < Y1 -

PoloZime

In-1 — 1 .
10 €, = = 0 n=1,e=1.
( ) | gn—1+1 p 0
Pak je
Iim(),n:g——_-}:—-1 =e.
N 00 — 1

7‘) Pousfvém terminologie, oznaden{ a vét z [2]. Konedny pravidelny Yetézec

1
@y + —

1
a P—
1+ a + . 1
4o
ay
budu tedy znadit [ay; @y, ag, -.-, @] & podobnd pro nekonelny pravidelny Fetézec [a,

@y, @y, ...). Bude se ném vyskytovat pouze ptipad, kdy a,, a,, ... jsou celd ¢isla kladné,
kdeZto a, mZe byt libovolné celé &fslo. Takovy nekonedny fetézec je vidy konvergentn.
P¥i takto zavedeném oznadeni bude moZno psét vzorce (1) v tvaru .

e—1)=1[0;1,2.3,2.7,...,2(2n~-1),...].
8) Véta 1 [2], str. 9.
9) Véta 11 [2], str. 16.
10) Véta 4 [2], str. 11.
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Plati

pn-—l
=N
e, = n-1 = Pra + noy pro n=0.

Pn-1 1 Pr1— In-1

Qn~1
Pro n = 0 zavedme
(11) Pr-i T Qn-1="Tns Prn-1—Qn-1=28,,
takze je

Tn
(12) n = — >
(13) ¢ =lime, = lim 7,
N> n—s>wo S,

Pak je
(14) ro=8 =1, rp=38, ¢ =1,

Ze vzorct (11) a (7) plyne

Tn = Pn-y + Qn-1 = (2(211»"'1) Prn-2 + pn~3) + (2(27“‘1) Qn-2 + q'n.—s) ="
= ¢(2n—1)(Pa—2 + @n-2) + (Pn-s + Gu—s) »
tedy '

(15) r, = 2(2n—1)r,_y + r,_, & podobné s, = 2(2n—1) 8,_; + Sp_, -

Tyto vzorce plati pro n = 2.

Jeito r,, 8y, 11, 8, jsou podle (14) lichd &isla, plyne ze vzored (15) uplnou
indukei, Ze 7, a s, jsou pro n = 0 licha &sla.

Nyni miZeme snadno dokézat, %e r,, 8, jsou pro #n = 0 nesoudélni. Pro
n. 8. d. (z,, 8,) &isel 7,,, s, totiZ plati

(rm Sﬂ) = (Tyn Sps T + Sns Tpn — Sn) = (7".,” 8,,” 22)15"‘1’ 2%—1) =
= (Tﬂ’ 81” 2(p71“‘];’ Qn—-l)) = (Tﬂ’ sn’ 2) M
(rns 8,) je tedy délitelem &isla 2, a jeZto 7,, s, jsou lichd &sla, jsou tato &isla
nesoudglna.t)
Ze vzorce (10) plyne

Gny + 1 2
16 e, =" =14
(16) Inay — 1 +9n-1"‘ 1

11) Nesoudélnost é&fsel p,, ¢, plyne ze vzorce
QnPp-1 — Prln-1 = (—1)" (n 2 0. Véta 2 [2], str. 10).
Zcela podobné by se dalo dokézat, e jsou éisla r,, s, nesoudélné pomoei vzorce
8pTlp—1 = TpSp-1 = 2(_.]_)n nz1),
ktery je moZno odvodit ze vzorce predeslého.
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Podle (9) je 9o 92 Ja» - -- TOStOUC, gy, Gs, 5, ... Klesajici posloupnost. Z (16)
1ze soudit, Ze je e, €5, €y, ... rostouci a ey, e, e;, ... klesajici posloupnost. Déle
bude platit

(17) <<, <. .. << oo <e<< o <l < .o << eg<<oe.

Citatele r, a jmenovatele s, zlomku e, miZeme pro » = 2 urdit rekurentné

n

pomoci vzorcta (15) z podateénich hodnot (14). e, = —g— nejsou viak sbliZené

n

zlomky pravidelného Fetézce, jak plyne ze (14). Jsou to viak sbliZené hodnoty
zobecnéného Fetézce (2). Klademe-li r_, = 1, s_; = 0, miZeme sestavit pro
tento Yetézec schéma

(18)
n -1 0 1 2 3 n
Castedny ditatel 1 2 1 1 1
Céstetny jmenovatel 1 1 ||2.8(2.5 2 (2n—1)
r, 1 19 |193 | ... -
Sn 0| 1 1 A5 T 8n

3=1.1+2.1, 19=6.3+1,
1=1.14+2.0, 7=6,1-+1,

z néhoZ je moZno r,, 8, pro n = 2 vypodist pomoci vzorct (15).

Pomoci sblizeného zlomku e,, ktery mél ve jmenovateli 112 a v d&itateli
113 &fslic, urdil B. Tichanek?) 225 D &isla e a dostal tak

(19) e = 2,71828 18284 59045 23536 02874
71352 66249 77572 47093 69995
95749 66967 62772 40766 30353
54759 45713 82178 52516 64274
27466 39193 20030 59921 81741
35066 29043 57290 03342 95260
59563 07381 32328 62794 34907
63233 82988 07531 95251 01901
15738 34187 93070 21540 89151...

12) Jmenovatel n-tého sbliZeného zlomku pravidelného Fetézce (1) pro (e — 1) je
roven jmenovateli sbliZeného zlomku zobecnéného Yetézce (2) pro e. V pojednénich P.
Pedersena jsou tito jmenovatelé uréeni aZ do n = 170. Z Pedersenova pojedndni [5a],
str. 27, 1ze stanovit, Ze u B. Tichdnka bylo n = 60.

41



Viechna D aZna posledni jsouspravné ahodnota pro e uddvana Tichdnkem
je vétsi nez prava hodnota e o hodnotu mélo vétsi nez jednotka poslednifho D
{(skupina péti poslednich &islic a &islice za nimi nasledujici mély by totiz byt
89149 9).
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Pesmome

BBIUUCJIEHUE YMCJIA ¢, OCHOBAHUS
HATYPAJIBHBIX JIOTAPUOMOB

KAPEJI PBHIXJIMK, (Karel Rychlik), IIpara

o uenmmarmse npod. @. M. Crymumuaxa 8’1890 r: Borymup Tuxanex,
B TO BpeMs KaEAIAT IpodeceyPH, BRIYMCIWI IUciI0 ¢ Ha 255 D (ecATHYHBIX 3Ha~
KOB), #3 KOTOPHX 224 D GBI DpaBHIBHEL B TO BpeMs 5T0 OBUIO HAMILYYIIAM
Pe3yALTATOM, KOTOPHI AOATO He GBI IPEeB30HIeH.

Hna seramcnerna TaxaEKoM GBI MCHOIB30BAH METOJ, MPEITOKEHHEIH PO~
deccopom Crymmmura, roroprii mexomun u3 memm Oimepa [1]. Orcioma om
BEIBeJI NpeficTaBlerue ¢ B Bufe lim e,, rue e, = 7,/s,, a 7, I 8, ONPEHEIAOTCE

N—>co
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peryppenTHuME fopmynamu (15) ¢ HavampEbIME 3HaYeHuaAMH (14). ¢, He ABIA-
0TcA COMUKEHHBIMI JAPOOAMYI PEeryJApHOU Telnu, HO [PeNCTABIAIT co6OH
cOmmernsle Jpobu o6obmennoi menu (2). Tuxanwexk onpepenns 225 D yucna e
npy NOMOmMM COMMIKCHHOW ApOGH e,, YucIUTe]h KOTOPOH 7, COCXpIKAM IO
ero cinoBam 113 mudp, a smamenarens s, — 112 nudp. M3 paGorst I1. Tlenep-
cena [5a], crp. 27, A o6HAPYMUI, 4TO OBLIIO 7 = 60.

Zusammenfassung

BERECHNUNG DER GRUNDZAHL ¢ DER NATURLICHEN
LOGARITHMEN

KAREL RyoHLix, Prahsa

Auf Veranlassen von Prof. F. J. STuDNICKA berechnete im J. 1890 BoHU-
mir TICHANEK (*1868, T1956), damals Kandidat der Professur (spéiter Mittel-
schullebrer und -Direktor), die Zahl e mit 225 D (Dezimalstellen), wovon
224 richtig sind. Diese Berechnung ist an Genauigkeit den Ergebnissen seiner
Vorgénger iiberlegen und sie blieb lange Zeit das beste Ergebnis.

Zur Berechnung benutzte Tichdnek den Vorgang von F. J. Studniéka.
Dieser ging vom FEulerschen Kettenbruche (1) aus. Daraus leitete er den
Ausdruck von ¢ als lim ¢,, wo e, = r,/s, und 7, und s, sind durch rekurrente

N0

Formeln (15) mit den Anfangswerten (14) bestimmt. e, sind nicht Néherungs-
briiche eines reguliren Kettenbruches; es sind dies vielmehr Néherungsbriiche

- des verallgemeinerten Kettenbruches (2). Tichédnek bestimmte die 225 D der
Zahl ¢ mit Hilfe eines Niaherungsbruches e,, dessen Zahler r, nach seiner
Angabe 113 Ziffern und der Nenner s, 112 Ziffern besass. Aus der Abhandlung
von P. PepErsEN [5a] S. 27, stellte ich fest, dass n = 60 war.
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