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Casopis pro péstovani matematiky, roé. 85 (1960), Praha

0 JEDNE ITERACNI METODE DIAGONALISACE
SYMETRICKYCH MATIC

MiroSLAV FIEDLER, Praha a ViasTiminL Prix, Praha

Doslo dne 4. ledna 1959

V ¢ldnku se popisuje novy iteraéni proces ke stanoveni spektra sy-
metrické matice. Je-li 4 dand symetrickd matice, je udédna konstrukee
posloupnosti unitdrnich matic U,, U,, ... takové, Ze posloupnost matic
U AU¥ za urditych p¥edpokladi kvadraticky konverguje k matici
diagonslni. Tim je zdroveii poddna iteradni metoda k vypoétu spektra
symetrické matice.

Uvod. Je-li A dan4 symetricks matice, existuje, jak zndmo, unitérni matice
U tak, 7e matice UAU* je diagonalni. Diagondlni prvky této matice pak tvoii
spektrum matice 4. Pro numericky vypodet spektra symetrické matice nabizi
se nasledujici mySlenka: Nalézti k dané symetrické matici 4 jednoduchou
unitarni matici U tak, aby matice UA U* byla diagondlni jen pfiblizné — v tom
smyslu, Ze viechny prvky mimo diagondlu matice UAU* jsou v absolutni hod-
noté malé. Poda¥-li se udat matici U tak, aby se pfi pfechodu od matice 4
k matici UAU* dostateéné zmensily nediagonalni prvky, miZeme opakovinim
této tpravy dostati iteradni proces, ktery v limité vede k diagonalni matici;
tento proces je tedy zaroven iteraéni metodou k vypoétu spektra matice.

Ukolem nyn&ji price je popsati takovy konvergentni proces. Jako mira
,,diagonalnosti je volen soudet &tverci absolutnich hodnot nediagondlnich
prvki. Tato volba se ukazuje velmi vyhodné, nebof uvidime, Zze vhodnym
obratem lze tuto miru vyjadiit pomoci stop jistych matic, coz umoznuje po-
uziti pFehledného podetniho aparatu.

0. Oznafeni. K porozuméni &ldnku je t¥eba znalosti zékladnich pojmu a vy-
sledkd linedrni algebry, jak jsou obsaZeny nap¥. v knize I. M. Gelfand, Linedrnié
algebra [1]. Nékteré pojmy a vysledky, potfebné v numerickych metodach
(napf. normy matic a nékteré nerovnosti) jsou shrnuty v knize 4. S. House-
holder, Principles of Numerical Analysis [2]. ProtoZe oznadeni a nazvy nékte-
rych pojmt, kterych budeme v dalSim uZivat, nejsou v literatuie jednotné,
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opakujeme v tomto odstavei pro pohodli étendfe nejdulezitéjsi definice a ozna-
deni. U nékterych jednoduchych vysledkid piipojujeme odkaz na literaturu.

V celém é&lanku (vyjma odst. 4) slovem matice rozumime ¢tvercovou matici
s komplexnimi prvky. V celém &ladnku budiZ n dané piirozené &islo; viechny
uvaZované matice budou ¥ddu n. Je-li A dand matice s prvky a, oznadme 4*
matici, kterd na misté (¢, k) mé prvek ;. Matici 4 nazyvime symetrickou,
plati-li A* = 4; nazyvame ji antisymetrickou, plati-li 4* = — A4. (V litera-
tufe se Gasto uzivd ndzvu hermitovskd misto symetricka.)

Je-li B libovolnd matice, potom lze psati B = P 4 @, kde P je symetrlcka
Q antlsymetrlcka Snadno se zjisti, Ze to lze pravé jednim zpusobem, a to pro
P=2%B+ B*), Q= (B B*). Matice P a ¢ nazyvame symetrickou a anti-
symetmckou tasti ma,tlce B. P¥imym vypodtem se snadno ZJlstl Ze plati
(AB)* = B*4* pro libovolné dvé matice 4, B. i

Je-li A dand matice, nazyvame stopou matice 4 a znatime 7(4) ézslo ayy +
+ Ggy + ... + Gpp. Platitedy 7(4%) = 7(4), 1(4 + B) = 7(4) + 7(B), 1(6.d)=
= o« 7(4) pro libovolné matice 4, B a libovolné komplexni éislo «. Snadno se
zjisti piimym vypodtem, Ze v(AB) = 7(BA) pro libovolné dvé matice 4, B.
Tohoto vztahu budeme &asto uzivat; tak nap¥iklad plyne z ného rovnost
(4 + B)?] = ©(4?) + 27(4B) + 7(B?), uvdzime-li jen Ze (A + B)2 = 4% +
+ AB + BA + B2

Dale odtud plyne, Ze plati ©(T'AT-1) = 7(A) pro kazdou reguldrni matici 7'
a kazdou matici 4. Jiny dusledek této rovnosti, ktery budeme potiebovat, je:
jsou-li 4, B dvé symetrické matice, je stopa soudinu 4B &islo realné. Skuteéné,
7(4B) = 1((4B)*) = ©(B*4*) = 7(BA) = t(4B).

Je-li 4 libovolnéd matice, snadno se zjisti, Ze matice A4* je symetrickd ne-
zéporné definitni a m4 tedy vSechna vlastni &isla nezdpornd (viz [1], str.
121). Nezdporné druhé odmocniny téchto &sel se nazyvaji singuldrnimi hodno-
tami matice 4. Nejvétsi singuldrni hodnotu matice A oznaéime A(A). Lze do-
kazat, Ze h(4) je rovno maximu ||4z| pro ||z|] =< 1, kde norma ||y|| vektoru y
slozkich y,, ..., y, je definovéna jako |jy| = (¥} + ... + yﬁ)% (viz [2], str. 40
a 43). Plati potom

MA + B) £ h(A) + (B), MAB) < h(4) h(B)

pro libovolné dvé matice 4, B (viz [2], str. 41).
Oznatme dile Q(4) = 7(4.4*). Potom pro kazdou unitérni matici U a kai-
dou matici A plati Q(UA) Q(AU) = Q(A4). Snadno se zjisti, Ze Q(4) =
2 las;]?, takze &islo Q(4) je nezé,pbrhé pro kazdou matici 4. Nezdpornou

i,j=1
druhou odmocninu &isla Q(4) oznaéme N(4). Plati potom

hA) = N(4), N4+ B)=N(4)+ N(B), N(4B) = h(d)N(B)

pro libovolné dvé matice A, B (viz [2], str. 42).
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- 1. Pomocné véty. V tomto’ odstavei dokéZzeme néktere jednoduché véty,
kterych budeme pozdéji uZivat.
(1,1) Pro libovolné dvé matice A, B plati :
Q4 + B) = Q(4) + Q(B) + 2Re 7(4B%).
Jsou-li matice 4, B symetrwlce plati _
Q4 +B) = Q(A) + Q(B) + 21(4B) .
Dikaz. Jest
Q4 + B) = 7((4 + B)(4* + B¥)) = 1(44* + AB* 4+ BA* + BB*) =
= Q(4) + Q(B) + ©(4B*) + ©(B4¥).

Staéi si nyni uvedomlt, ze BA* = (AB*)*, takie t(BA*) = t((4B*)*) =
= 7(AB*). Jsou-li matice 4, B symetrické, je 1(4dB*) + 1(BA4A*) = 27(4B).

(1,2) BudiZ A libovolnd matice. Potom
[7(4%)] = Q(4)
Dikaz. Jest 7(A42) = ZZamam, takZe

r4y)] = 2Zla,kak,} + Z{a | =
éi;ﬂ |a’zk12 -+ la’ki %) 4 2‘“%]2 = Q(A) .

Jsou-li P, Q dv& matice, nazveme komutdtorem matic P a @ a oznadime
[P, @] matici PQ — @QP. Snadno se zjisti, Ze pro libovolné dvé matice plati
vztahy

[P,Q]l=—1[Q, P], [P,Q]*=I[Q* P*¥]= —[P* @*].

Budeme pot¥ebovati nasledujici zajimavé vlastnosti komutdtori.

(1,3) Budtet 4,, A2; A,, 4, libovolné matice téhot Fidu. Potom matice

(4, 4,](ds, 4,] + [4y, As][4,, 4] + [4y, 44][A,, 4]
md nulovow stopu.
(1,4) Budtez A, Ay, A5 A,, T libovolné matice téhoZ ¥ddu. Potom matice
A AA4[A, T] + 4,4,4,[4,, T) + 4,4,4,[4,, T] + A4, 4,[4,, T]
mad nulovou stopu.

Dikaz obou tvrzeni plyne odtud, Ze uvazované vyrazy lze pfimym vy-
pottem uvésti na tvar souétu nékolika matic tvaru AB — BA.

(1,5) Necht W, D, 8 jsou matice *ddw n a necht W je zdménnd s S; potom matice
WDWI[D, 8] md nulovou stopu. ’
Dukaz. Plyne ihned z predeslé véty pro
A =4, =W, A,=4,=D, T=2~8.
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Pro pozdéjsi pouziti dokdZeme jedté nékteré vlastnosti soudinit unitdrnich
matic. :

(1,6) Necht U,, ..., U, jsou unitdrni matice, E bud jednotkovd matice. Potom
plati .

N(UU,...U, — B) < SN, — E).
fo=l

Dikaz. Necht s > 1 a tvrzenf je spravné pro soudiny o podtu faktort men-
§im nez s. Je potom

NU,...U,—E)=NU,...U,_ (U, —EB) +U,...U,_, — E) <
=NU,— E)+ NU,...U,_, —'E),

odkud ihned plyne dokazovand nerovnost pomoci indukéniho predpokladu.
Protoze pro s = 1 nerovnost je splnéna bezprostiedné, je dikaz dokonden.

(1,7) Necht.U,, U,, ... je posloupnost unitdrnich matic takovd, Z¢ > N(U; —
im]
— B) < 0. Potom existwje im U U, ... Uy, = U. Matice U je unitdrni a plati

$~>00
0

NU,...U,—U)<. S NU,— B).

jemm+1l

Dikaz. Oznadme Vy = U,U,... U,. Je potom pro p < ¢
- ,
NV, —V)=NVy,U...U,— E) =5 NU,; — E).

pt+l
Odtud plyne, Ze posloupnost V,, V,, ... je cauchyovskd; prostor viech matic
s normou N je zfejmé uplny, takZe existuje lim V, = U. Snadno se nahlédne,

%e U je unitérni. Je ddle m

N(U — V) = lim NV, — V) <lim 3 N(U, — B) — iN(Ui 5.

g—> g0 m+1

(1,8) V nerovnosti h(A) < N(A) nastane rovnost, prdvé kdyé hodnost matice A
je mejvyde 1.

Diikaz. Podle zndmych v&t (viz napi. [1], str. 59) jest hodnost libovolné
matice M rovna hodnosti matice M M*.

Mé-li 4 hodnost nula, je ziejmé h(4) = N(4) = 0. Je-li tato hodnost rovna
jedné, m4é i matice 44* hodnost 1, a tedy jediné vlastni &islo matice AA4A* je
rizné od nuly. Toto vlastni ¢islo je rovno h%(4). Ponévadz N2(A4) = 1(44*) je
soudet viech vlastnich ¢isel matice AA*, je N*(4) = h*4).

Necht obracend h(4) = N(4). Cislo A% 4) je rovno maximélnimu &slu z ve-
smé&s nezapornych vlastnich &sel matice 44*, zatim co N*(4) je rovno soudétu
téchto vlastnich &isel. Odtud plyne, e A4* mé nejvyse jedno vlastni &islo
rizné od nuly. M4 tedy AA4* hodnost nejvyse jedna, a proto téZ 4 mé hodnost
nejvyse jedna. '



2. Mira Q* a jeji odhad. Budi% n dané prirozens &islo. Necht dile M je dand
mnoZina dvojic (¢, /) pFirozenych &isel, 1 < ¢, j < n takovd, Ze s kaZdou dvojici
(¢, ) obsahuje také dvojici-(7, ¢). Je-li 4 matice ¥4du n s prvky a,;, oznadime
D(A4) matici ¥adu n s prvky b,; definovanymi néasledujicim zphsobem:

by = a;;, jestlize (3,9)e M, b;; =0, jestlize (4,7)noneM .
Je-li 4 libovolné matice ¥adu n, polozme
Q*4) = Q4) — ZMlauP = Q(4) — =(D(4) 4%) = 7((4 — D(4)) 4%).
(j)e

(2,1) Budiz A symetrickd, U unitdrni. Oznaéme 4 = UAU*, D = D(A),

V = [D, U]. Potom plati
Q*4) — Q*(4) = QV) — 21(V(4 — U) U¥).
Diikaz. Uvédomime-li si, %e pro symetrickou matici 4 ob& matice 4 i D jsou
opét symetrické, a Ze Q(A) = Q(4), dostévime snadnym podétem
@*4) =@*d — D) = Q4 — D) = Q(4) + QD) — 2t«(4D) =
= Q*(4) + ©(D4) + Q(D) — 21(4D),
odkud
Q*(4) — Q*(4) < 2Q(D) — 2¢(4D).
Déle je 7(AD) = «(UDU*D) + v(U(4 — D) U*D). Protoze ziejmé 1(DUDU¥*)
je realné, dostaneme podle (1,1)
Q) = QDU — UD) = 2Q(D) — 2e(DUDU*) .
Déle je '
(U(4A — D) U*D) = ©(DU(A — D) U*) = 7((V + UD)( 4 — D) U*) =
= 7(V(4 — D) U*),
protoze zfejmé
Je tedy
Q*(d) — @¥(4) < 2Q(D) ~ 2¢(4AD) =
= 2Q(D) — 2t(DUDU*) — 2¢(V(A — D) U*) = Q(V) — 2u(V(4 — D) U*),

&imz je dikaz dokonden.

(2,2) Necht matice A a D jsou symetrické, matice S antisymetrickd. Oznacme
B = A — D. Necht plati [D, 8] = B a necht U je unitdrni matice zdménnd s S.
Oznaéme Uy, U, symetrickow a antisymetrickouw &dst matice U; potom matice
Veo=1[D, U], Vi =1[D, U,] jsou symetrickou a antisymetrickou &dsti matice
"= (D, U] a plati

Q) — 27(U*V B) = T(Vﬁ) - T(Vi) —27((UV, — UV,) B) .




Diikaz. ProtoZe U je zdménnd s S a S je antisymetrickd, je také U* za-
ménné s 8. Odtud snadno plyne, Ze viechny &ty¥i matice S, U, U,, U, jsou na-
vzédjem zaménné. Je potom ziejmé

(VV*) = (Vo + V)(Vy — V) = #(V) — o(V3) .
Déle dostdvame
HU*VB) = «(Uy — U)(V, + Vy) B) =

= 7(( UoVo - U1V1 + U0V1 - U1V0) B) .
Je vak

Uy — UVy=UyD, U] — Uy[D, U] =
= U,DU,— U3D — U,DU, + U}D = U,DU, — U, DU, — D .
Podle (1,5) je =((U,DU,— U,DU, — D)[D, 8]) =0, takie t(U*VB) =
= (U, — U,V,) B), ¢imz je dukaz dokonden. ‘
Budeme potiebovati nasledujici jednoduchou poznamku:
(2,3) Necht matice S je antisymetrickd. K tomu, aby existovala symetrickd ma-

tice H, zdménnd s S tak, Ze matice S -+ H je unitdrni, je nutné a stadi, aby matice
E + 82 byla nezdporné definitni.

Dikaz. Necht H je matice symetrickd zdménns s S a necht matice U =
= 8 + H je unitarni. Potom
B4 8= UU*+ 8 = (S + H)(— 8 + H) + 8 = B2,

takZe E + S2 je nezdporné definitni. Je-li naopak B -+ 82 nezdporné definitnf,
existuji symetrické matice H zdménné s S takové, Ze H2 = E -+ S2. Snadno se
zjisti, Ze pro libovolnou z nich matice § + H je unitdrni.

(2,4) Necht matice A, D jsou symetrické, matice S antisymetrickd. Necht plati
[D,S] = B, kde!£ B= A — D. Necht E + S? je nezdporné definitni, necht U =
=8 + VE 5 82, takse U je unitdrns. Necht P je matice, pro nit VE + 8* =
= E + 38% + P. Necht V = [D, U]. Potom

Q) — 2¢(U*VB) —
= — %(BY) + 1r(BSBS) — 1¢(B2S?) — o(R?) — 24(PBY),
kde? R = [D, P).
Dikaz. P¥i oznateni z (2,2) bude U, = E + 282 + P, U, = S dsle
V,=[D, Uy =D, 8% + R =%(BS + SB) + R,
Vo=I[D,U]=[D,S]=B,
U0V0B= (E+%S2+P)B2,
UV,B = L(SBSB - §*B%) - SEB,
Vi= i(BSBS + BS*B + §B9 1+ SBSB) + 1(BS + SB)R -
+1R(BS + SB) + R? .




Abychom mohli dosadlt do vzorce ve v&té (2,2), vypodteme nejprve piisluiné .

stopy
©(Vo) = o(B%) , -

— 7(V3) = — ©(3(2BSBS + 2B28?) + (BS + SB) R + R?),
— 2¢(U,VoB) = — 2¢(B?) — ©(S2B2) — 2¢(PB?),
2¢(U,V,B) = ©(BSBS) + ©(82B2) -+ 27(SRB) .
Stadf nyni jen sedist pfisluiné vyrazy a vi&imnout si, Ze — 7((BS 4 8B) R) +
+ 27(SRB) = 0, coZ ihned plyne z véty (1,3), vezmeme-li za 4, 4,, 45, A, po
¥ad& matice B, S, D, P.

3. V tomto odstavei odvodime nékteré vztahy, které budeme potfebovat
k ditkazu konvergence v dalifch odstaveich. Tyto vatahy jsou zde odvozeny za
pongkud slabsich pFedpokladi.

(3,1) Necht A a D jsou matice, B= A — D N echt 8 j je matice, proniz [D, S]=
= B. Potom platt pro kadé pmrozene k

(1) [D, 8¥] = ZS"BS"-l—" .
i=0

Dikaz plyne ihned uplnou indukef podle .

(3,) Necht Zakz’“ je moeninnd fada, konvergujict pro |z| < g, o > 0, a necht
D a 8 jsou matice. Je- 1 k(8) < g, konvergugs 'ady matic ZakS" Zak[D S, @ pm-'
tom plati SR
D, TS = za‘,;tD, 8.

k=0 k=0
Dikaz plyne ihned odtud, Ze
Shas) < 3 |u] #(S) < o,
k=0 k=0

S h@dD, §¥]) < 2(D) 'S |aa| BHS) < oo .
k=0 k=0 .

(3,3) Pro0 <z <1 platt

[

(2) D lexjerr =1 — )T =22,
k=1

pro 0 =z < 1 plati ‘

(3) kle, |xp2%—1 — ___E______ ,
kz-:l i 2V1 — 22

b h
kde ¢, (k = 1, 2, ...) jsou koeficienty rozvoje
(4) T F2=143 e,
k=1
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Ptitom je
(5) 01=%, sz_%,
(6) signe, = (— 11, (k=1,2,...),
(7) leesa] > 3l (B=2,3,..).
Dikaz. Binomicky rozvoj (4) mé zfejmé prvni koeficienty z (5), a ptitom
plati (6) a (7). Jest
IT=2=1+3(—1)fga*=1—> ex|x2®,
k=1 k=1

coz dava (2). Derivovanim (2) dostaneme v uvedenych oborech (3).

(34) Pro 0 <z <1 plati
(8) 1— 3z — |1 —2 < fa2,

(9) 1—3e—i2 — )1 —2 < 228.

Dikaz. Oznadme f, resp. f, funkee na levych strandch. nerovnosti (8) resp.
(9). Podle (2) a (5) lze peét f,(2) = 2 g4(a), fo() = 23 gy(x), kde g i g, ze v €0, 1
rozvinout v mocninné ¥ady podle mocnin-z, které maji podle (2) vesmés kladné
koeficienty. Funkee g, i g, jsou tedy v <0, 1> rostouci funkece, tj.

7(@) < (1) = (1) = 3, 92(2) S 7)) = fol(1) = 5.
Odtud ihned plynou uvedené odhady.

(3,6) Necht A a D jsou symetrické matice, B = A — D. Necht S je anti-
symetrickd matice, pro ni¢ plati [D, S] = B a necht h(S) < 1. Potom matice
E + 82 je positivné definitnt, matice U = S + VE + 82, kde VE + 82 je posi-
tivné definitnt odmocnina z E -+ 82, je unitdrni, a plati pro operaci @* z odst. 2

QUAU*) — @*(4) = Q(B)(x(k(S)) — 1),

kde
(1 — 1T =22
1 — a2
Dikaz. Matice S? je zfejmé symetricks a plati 82 = — S§*. Jsou tedy vlastni
tisla této matice vesmés nekladna. Nejmensi vlastni &islo matice E + S je
dislo 1 — h2(8S). PonévadZ S je antisymetricka a A(S) < 1, je matice B + S
positivng definitni. Matice S + J/E + S? je pak zfejm& unitérni podle (2,3).
Podle (2,1) a (2,4) plati
QHUAU*) — @X(4) < — o(B?) — 11(B*S*) + Lr(BSBS) — =(R?) —
— 2¢(PB?).
Je viak @Q(BS) = v(BS(BS)*) = — v(B2S?) a dale podle (1,2) z(BSBS) =
= Q(BS), takie — J7(B282) 4 37(BSBS) < Q(BS). Odtud

(11) QUAU*) — @*(4) = — Q(B) + Q(BS) + Q(R) — 2¢(PBY),

o(x) = 2% + joro 0=szr<1.
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nebot 7(B2) = Q(B), 7(R?) = — Q(R), jak ihned plyne z toho, Ze matice B
je symetricka, R antisymetricka.
Plati dale podle (2,4), (3,2) a (4)
= [D, P] = [D, > &:8%] = 3 il D, 8%],
k=2 k=2
takZe podle (1)
R) < 3 ex] N((D, 8%]) < N(B) > |ex| 2k(R(8))** ,

k=2 k=2

odkud vzhledem k (3)

(12) N(B) < N(B) h(S)*V—IVT:_ﬁ%S@l :

Abychom odhadli — 27(PB2), oznatme ¢ = JE + §* — E. Snadnym vy-
pottem zjistime, Zze 02 = — 2P, tedy
— 27(PB?) = 1(B2(?) = ©(BO(BO)*) = Q(BO) .
Dile
= h(Zc,cSz’“) = z lex] (R(S))% ,

tj. podle (2) A(C) < 1 — J/T — B2(S).

Odtud
(13)  — 21(PB?) = Q(BC) < Q(B) (C) < QBY(L — JT = A2(S))2.
Ze vztahi (11), (12) a (13) plyne uz uvedeny odhad.

(3,6) Necht A, D, B, S a U jsou matice definované v (3,5). Oznaéme

(14) Z = UAU* — (D — [B, 8]) .
Potom plati

(1) N(Z) < NBBHS)) .

kde

(16)/3(%)-——702*%-%%3"}-(1-}-1/ )(1_]/1__952) pro 0=x<1.

Ditikaz. Oznaéme na okamzik positivng definitni /B + S = W. Protoze U
je podle (3,5) unitarni, je N(Z) = N(ZU). Nyni je
ZU=UA —(D—32BS +38B)U= (8 + W)B + D) —
— (D + 8B — 1BS)(S + W) = — [D, W] + (8B + BS) +
+(W—E)B—38B—BS)(8 +W —E) =
=—[D,W—E—38+4+ (W—E)B— }(SB— BS)(S + W — E),



tedy podle (4) a (3,2)
— [D, 2 cl8%] + (3 cS%) B —
k=2 k=1
— L(SB — BS)(S + Sc8%) = — S o[D, 8%] +
k=1 k=2

+kz.:16k82kB — 28BS + 1BS® — —}kz_lckSBS”‘ + %kzlckBS%“ .
Avsak podle (1) plati

gf"[D’ S2] = az,f*“"* p+1S°BS?,  « + B =3, « + B liché,
takZe lze psét

ZU =3 0,,8%BSH .
0B 0

0Odtud N(ZU) < (NB) ; JeasllB(S)1 = N(B)kioykhk(S),

kde ur = > |oap|- Nyni je

&+fmk
Goo =001 =010 =0, 0y=2¢, 0= -‘;" Qoz=';‘: lez%;
prok = 2je g, 0x = — Cpy1 — Cx, takZe podle (6) a (7) pro k = 2 plati |g; 44| =
= lck+1| -_ %lck‘; dé:le pI‘O k g 1 pla:tri Q2k,0 = Ck, 90,2]0-!—1 = — Cg41 + _;‘ck, t&kie je

100,2x41] = |Cx41] + 2lci|; pro ostatni dvojice «,f je gus=0 pro « + g =
= 2k = 4, pup = C41 Pro & + g = 2k + 1 = 3. Odtud plyne
Mo =1 =0, py=1+]c|, /«‘s—.“3‘="+4lczl
pro k = 2 platf pg, = ok, phorsr = (2k + 2) ]ck+1| Celkem plati tedy podle (2)
2 (3) pro B(z) ze vztahu (16)

N(Z) = N(ZU) <
N(B){r*(S) + 11%(S) + Z2klck| (A(8))2e-2 Zlc (A(S))™} =

— N(B) SRS,
jak jsme méli dokézat.
4. V tomto odstavei budeme specialisovat volbu matic, o nichZz byla fed
v pfedeslych odstavcich. Budou se zde také vyskytovat matice ]1ného ¥4du nez
n-tého a matice obdélnfkové.
Mno#ina v8ech pfirozenych &isel 1, 2, ..., n bud rozdélena na neprézdné dis-
junktni séftance N,, N,, ..., N,. Zvolime M jako mnoZinu v8ech dvojic (3, j)
taKovych, Ze i ¢ N,, j e N, pro vhodné r =1, 2, ..., p. Pro jednoduchost mu-
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Zeme predpoklidati, Ze plati w < v, jakmile v € N,, ve N, a @ < b. Pii tomto
dé&leni se matice 4 rozpadne na bloky

fAy, Aysy oon Ayp
Ay, Asggy -.ny Ay

...............

Ay, Apsy ooy Ay,
se &tvercovymi maticemi 4;; na blokové diagonale.
BudiZ S; mnoZina viech vlastnich hodnot matice 4,;. Pro ¢ + j oznaéme
o =min |z —y|, wel,, yes;
a polozme

¢(4) = min g;; .
isg

(4,1) Necht A je symetrickd matice, c(4) > 0. Potom ewxistuje jedind anti-
symetrickd matice S takovd, Ze pro D = D(A) plati [D, 8] = A — D a pfi roz-
délent na bloky Ny, ..., N, je S;; = 0 pro 1 = 1, 2, ..., p. Plati potom

N(Ss) < — N(4y)
Qix

pro kasdéi k=1,2,...p, i +k,

*(4)
1 _ Vax
(17) N®) =
Diikaz. Budte ddna &isla 4, k, pro né% 1 < i < k < p. Uloha nalézti matici
8y tak, aby 4;:8: — Spdie = A je ekvivalentni s YeSenim rovnice
MX = 4, |

kdei M= 4;; @ B, — E; ® Ay (viz [3], str. 89). Podle zndmych v&t (viz. [3],
str. 84) o tensorovych souinech je M matice symetricks, jejiz spektrum tvofi .
vS8echna ¢isla tvaru  — y, kde 2 € 8;, y € S;.. Protoze vSechna tato &isla jsou
razné od nuly, je M regularni. Existuje tedy M-1. Norma h(M-1) je rovna nej-

vétsi z absolutnich hodnot vlastnich &isel matice M1, takie A(M-1) = 1

Qi
Odtud plyne ihned existence matice §;; splitujici rovnost 4,8, — S;ydwy, =
= A, a odhad

i 1 N(A.)
NSz £ — N, < ——22,
Polozme nyni pro 1 <k < ¢ < p, 8 = — 8%, S = 0 a definujme matici S

pomoci blokl 8. Snadno se zjisti, Ze plati [D, 8] = A — D; odhad N(S) =
e ,
= y%—%—)- je snadnym disledkem predeslych nerovnosti.

Pozndmka. Zmitime se o jednom zvlasté daleZitém pripadé. Zvolime-li I/
jako mnoZinu viech dvojic (¢,1), kdeZ 1 =<1 =< n, bude zfejmé c¢(4)=
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= min |a;; — a“i. Je-li potom ¢(4) > 0 a D = D(4), konstrukce antisymetric-
e X

ké matice S takové, Ze [D, S] = A — D je snadné: stadi voliti s,; = Lis a

ic . Wij

prot = j a 8; = 0 pro s = j. Odhad N(S) < VQ f(l) je bezprostiedni.

(4,2) Necht A je symetrickd matice, necht

<1.

| _ @
c(d4) >0, U_—c(A)

Potom existuje antisymetrickd matice S takovd, £e [D, 8] = A — D, kde D =
= D(4). Matice E + S? je positivné definitni, matice U = S + VE' + 82 uni-
tdrni. Pro matici p(4) = UAU* potom plati.

(18) Q*(¢p(4)) = @*(4) x(a),
(19) c(p(4)) = ¢(4) ¥(o) ,
kde pro 0 S < 17je ‘

@) am—zt ATV e Y,

1 — 22
x ' -
m) (1—]/1—-952).
Pozndmka. Budeme v daliim potfebovat, ze %cx(x) a f(x) jsou rostoueci
funkce v (0, 1), y(x) je klesajici funkece v (0, 1).
Dikaz. Z predeslého lemmatu (4,1) vyplyvéd z c(4) > 0 existence anti-
symetrické matice S, pro niz [D, 8] = A — D 4 zirovei odhad N(S) < o.

ProtoZe ¢ < 1, bude podle (3,5) matice E + 82 positivné definitni a matice
U=S8+ VE' + 82 unitarni. Z téZe véty vyplyvé odhad

) Q*(p(4)) = @*(4) x(h(S)) ,
nebot z¥ejmé Q(B) = @Q*(A4). Protoze vSak oc(x) je rostouci funkei v (0,1)
a podle (17) plati A(S) < N(S) < o, dostdvame ihned (18).

Abychom dokézali odhad pro ¢((4)), pisme p(A) podle (14) ve tvaru p(4) =
=D — (B, 8] + Z a oznalme na okamzik F matici p(4) a provedme v ni
stejné déleni na bloky jako v matici 4. Necht nyni ¢ #+ j a &, ndle%i spektru
matice F;; a &; spektru matice F;;. Méjme jeSt§ body %; a x,, které nilezi
spektrim matic 4,; a 4;;. Je potom

lfi — ffj] =c(d) — 151 - xi! - lEi - ma‘l .

Bla) = =* + 32° + (1 +

Zi'ejmé
|§i — xil S N@F; — 4y), ]fi - 97:’] SNWFi;— 4;);
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je dale .
N(Fi'i - Aii) g ( u) + ZN(BM:) N(Skz) + ZN zk) N(Bkz) =

k*l«
= N(Z;:) +kzN(-Bik N(Sw) ,
Fi
odkud ‘
N(Fii —A4y) +NF,;—A) =
S N(Zu) + N ZN(sz) N(Skz) +I‘Z—N(Bak (Ski) .
+Jj

Uviéiime-li, ze : v
N(z) + NZs;) < V2 VNNZ) + NAZ;) < |2V (2)
a pouzijeme-li na zbyvajici soudet Schwarzovy nerovnosti, dostaneme odhad
N(Fy — Ai) + N(Fj; — A) =
< |/2N(2) + (F0(Ba) + S0 ,k»% (3Q(Sk) + ZQ(Sk)t =

<Vave) + v s) = Vava) + L5
Odtud
clpld)) z o) — 2N(2) — L) = o) (1 —Ve ) - ),

takZe podle (15) je »
o(@(4)) Z o(A)(1 — 0* — |/26B(R(S))) = c(4)(1 — o* — |/208(0)) ,
protoze f(x) je rostouci v (0, 1) a plati A(S) = N(S) < ¢ podle (17).

Viimnéme si nyni bliZe funkei « a . Ponévadz funkce « je rostouci v 0, 1)
a funkce y klesajici v (0, 1), p¥i éemz y(0) = 1, lim p(x) = — o0, existuje
i x—>1—

v intervalu (0, 1) jediny nulovy bod w funkee y a pritom je p(z) > 0 pro
z € (0, w).

4.3) V intervalu (0, o) existuje prdvé jedmo ¢islo & takové, Ze xX(£) = 1.Cislo &
e yi(E)

ma tuto viastnost:

(A
Necht A je symetrickd matice, pro kterow c(A) > 0a 0 < VQ (4) < &. Potom

c(4)
existuje p(4) a plati c(p(d)) > 0 a '
e Jorpd)) 1 (VQ*(A) *_JeFrE)
(22) @A) < E\ o@) ) =@

Diikaz. Funkee g(z) = x(z) je v intervalu <0, w) rostouci, pii demz g(0 ‘)

y¥(x)
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= 0, lim g(x) = co. Odtud ihned plyne existence a jednoznalnost &isla £ e

>0 —

€ (0, ), pro néz g(&) = 1.

ProtoZe ¢(4) > 0 a V(g*(AZ < £ < 1, mé podle (3,2) smysl matice p(4).
Podle (18) a (19) plati
Q*(p(4)) = @*(4) x(0) , * c(p(4)) = o(4) (o) -

*
Odtud plyne V?((p((ﬁg)) V;(:)) . Vzhledem k tomu, Ze o-‘;%) je rostouci

v (0, 1) a y(x) kladnd a klesajici v (0, ), plyne odtud
V&) _ , Vo) _ , V@
c(p(d) = oyl) T Ey(d)
Dokézali jsme tedy nerovnost
J@* @) _ 1 (VQ*(A))Z
olp(d)) — &\ ed) |-
Predpoklidejme, Ze zde nastane rovnost. Potom nastane rovnost také v (18);
plati tedy podle (21)
Q*(4) a(0) = @*(p(4)) = @*(4) x(A(S3)) -

Protoze Q*(4) > 0, plyne odtud «(c) < x(k(8)) = «(c), takze o = W(S). Je
tedy N(S) = o = I(S), aviak podle poznidmky (1,8) nastane v nerovnosti
h(S) =< N(S) rovnost, pravé kdyZz matice S mé hodnost nejvyse 1. Je tedy
8 =0, tedy B = [D, §] = 0, takZe @*(4) = Q(B) = 0, co% je spor.

(4,4) Pro cislo & plati nerovnosts

0,47172 < £ < 0,47173, 0,22252 < §% < 0,22253 .

o

A

2

I\

‘_‘10' [
£ :

Dikaz se provede pfimym vypoétem.
(4,5) Véta. Necht A je symetrickd matice, pro kterow (pfi uréitém délent na
bloky) plati

c(4)>0, o=

Potom pro ka#dé pFirozend k md smysl matice p*(A4), posloupnost p¥(A) konver-
guje k matici L, unitdrné podobné matici A, a plati:

1° @%(L) = 0;
o .
? 3

3° je-li @A) = Uy *YA) UF, kde U, jsou unitdrni matice z (4,2), potom
matice U = V* V = UFUy ... Uk ... existuje, je unitdrni a L = UAU¥;

2° QH(pHA)) < Q¥(4) etu, kde o = x(&) (== 0,24051), y =
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4° prom =1 plati
NURUE ... U* — %) < Imall + Omi) o

§ — Om+1
kde
_ J@*er) (al)‘””
Omt1 = T A)) =¢ ) -

Poznimka. Operace p(4) ptiFazujé matici A matici tvaru UAU*, kde viak
matice U zdvisi na 4. Je tedy nap¥. ¢2(4) = ¢(4,), kde% A4, = p(4), takZe
@A) = ¢(4,) = U, 4,Uf = U,UAU*UF atd.

Dikaz. Podle véty (4,3) existuji matice ¢*(4), tedy také antisymetrické
matice Sy, pro néZ [D(g*(4)), 8] = ¢*¥(4) — D(¢*(4)), a rovnéz unitdrni ma-
tice U, = 8, + J/E + 82 Podle (4,1) je

NS < o = 12D <1,
takzZe
(28) N(U. — B)= NS+ /E+ 8 — B) < NSy + NJE+ 8 — B) <

< NSy + gllc,-l[N(Sknzi < N(Sy) + NS < 0, + o2

Indukef se viak z (22) snadno dokaZe, %e pro p = 0, ¢ = 0 plati

a,\¥
(24) Oprg < & (?) :
o \* 7} o
Odtud N(U, — E) < 20, < 2¢ (—55) . Protoze podle (22) je ?1 < 1, kon-

verguje Yada » N(U,— E), tj. podle (1,7) konverguje nekoneny souéin
k<1

Ut U¥ ... k unitdrni matici V.
Nyni pro m = 1 podle (1,6), (23) a (24) je

NOIUF .. U=V > NU,—B) <

it=m+1

0

< D ol +0) S Opi(l + o)

i=m+1 i=m+l

e} 2,'_1 o] i
= Ol + Opt) z (Um;l) = Opmaga(l + Omty) z (Uﬂgl) =

j=0 j=0
- Opmt1(l + Om+y) £
‘S — Om+1 )

Tim je dokazédno 4° a zbytek v 4° plyne z (24).

0;

=
Om+1
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Nyni dokézeme indpkci 2°. Pro k = 1 plati 2° podle (18). Ponévadz o—‘%—) je
rostouci pro 0 < z < 1, plati podle (18), (24) a indukéniho pfedpokladu

Q*((4)) = Q*(@*(4)) (o) = @¥(A)e* 47 x(opq) =

< Q*(4) Qk—llu%—l_.l (52 0‘(%-1)) (%—1 )2 <

2
O%-1 &

2k—1
< @) e (F2E) (9 ey g
Tim je 2° dokazano.
Oznatme nyni U = V*, L = UAU*, V, = UFUF ... U} pro k=1,2,...
Protoze p*(4) = ViAV,a Vi — U prok — oo, plati ¢*(4) — L, tj. Q*[¢*(4)] —
— Q*(L). AvSak podle 2° @*[¢*(4)] — 0, tj. platii 1° a 3° a véta je dokdzana.

5. Zavér. V tomto odstavei uvedeme nékolik poznamek k podané metodé
a porovname ji se znadmymi metodami.

Ptedev&im je nutno ¥ici, Ze nafe metoda je v podstaté lokilni, tj. umoZiiuje
rychle zptesnit vysledek, jakmile zndme matici, kterd je uz vysledku blizks
(a zndme jedté piisludné unitdrni matice, které pavodni matici v tuto matici
transformujf). Zde se nabizi srovnani se zndmou Newtonovou metodou Feseni
algebraickych rovnic, a to tim spife, Ze obé metody velmi rychle konverguji (pro
nasi metodu to plyne z (4,5)). Nezabyvame se zde metodami, jak se z obecné
matice piejde v matici, hodici se jiz pro tuto metodu. Takovych metod je
znémo ndkolik, nap¥. metoda rotaci, pfi niZ se matice transformuje unitadrnimi
maticemi vidy s jedinou dvojici nediagonélnich nenulovych prvka (viz napf.
[2], str. 160—162).

Pti aplikaci uvedené metody je nutné nejprve volit rozklad matice 4 na
bloky. NejduleZitsj&i piipad oviem je, jsou-li diagonalni bloky pfimo rovny
diagondlnim prvkam matice 4. V tomto piipadé je vypodet matice S velmi
jednoduchy; vypodet matice VE’ + 82 provedeme bud pomoci rozvoje v moc-
ninnou Yadu nebo iteraci. Jsou-li nékteré diagondlni prvky matice 4 navzéjem
blizké (tj. &islo ¢(4) by bylo malé), shrneme piislusné *adky a sloupce do jedi-
ného bloku, éimz se &islo ¢(4) zvétsi. Podanou metodou najdeme pak skupiny
vlastnich éisel, odpovidajici diagonalnim bloktm, podrobnéji fedeno, najdeme
matice mengiho *adu, jejichz vlastni éisla jsou zdroven vlastni éisla dané matice.
Ponévadi #ady téchto mensich matic (fady blokl) jiz zpravidla nebudou velksé,
Ize takto napi. najit vlastni éisla matice, kterd se od diagonélni matice p¥ilis
nelisf a kterd nemd vSechny diagondlni prvky zhruba stejné velké.

Metody lze viak pouiit i k vypodétu jednoho vlastniho &isla a pFislu§ného
vlastniho vektoru, jsou-li totiZz v nékterém ¥adku nediagonalni prvky dosti
malé. Stadi totiz zvolit rozdéleni, pii kterém diagonédlni prvek tohoto fadku
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tvo¥i jeden blok a hlavni minor z ostatnich ¥4dk a sloupct druhy blok. Matici &
je pak mo#no vypodist fesenim soustavy » — 1 linedrnich rovnic (byla-li matice
radu n).

Pokud se tyké presnosti vypodtu, nezabyvame se zde analysou vlivu ne-
presnosti pfi vypodtu unitérnich matic na vysledek. Vliv toho, %e p¥i metods
uZijeme jen koneéné mnoha kroki, je ddn odhady ve vété (4,5).
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Pesrome

OB OJHOM HUTEPAIIMOHHOM METOIE IUATOHAJIM3ALUN
CUMMETPUYECKUX MATPUILL

MHUPOCJIAB ®UIJEP (Miroslav Fiedler), IIpara u
BJACTUMMUJ IITAK (Vlastimil Ptédk), IIpara

B paGore onmcaE mTepanuoOHHEIA MeTON AMATOHATH3ANNE CHMMETPHYECKOMH
MaTpunsl. MeTox mogxoauT B cIydae MaTPHI, AOCTATOYEO GIH3KEX AHAT0OHATIL-
HBIM, ¥ MOKeT OHTH cpaBHeH ¢ MeromoM HrloTOHA mnA pemerms amrebpamaec-
KHUX ypaBHEHHUH.

IIycrs A — 3amaHHas cEMMeTPHYECKASA MATPHNa ® nycTs [ — nuaroHamIbHAsA
MaTpuna, o0pasoBamHasg W3 AWATOHAJBHEIX 5IeMeBETOB Marpunsl 4. Ecmm
ITUAaTOHAJIbHbIEC BIEMEHTH MaTPHIH A CIIOMb B3aEMHO PA3IUIHEI, TO CYIIECTBY-
eT B TOYHOCTH OJiHA aHTHCHMMEeTpmYHAs Mmarpmma S raxasg, gro DS — 8D =
= A — D. llpm onmpeflelleBHBIX YCIOBUAX (eCTH Bce COOCTBEHHBIE YACTA MATPH-
e S 1o abcoMTHOM BelWuUMHe MeHbINe efuHEOE) MaTpuna K -+ 82 asunsaerca
MOJIORUTeNbHO oupefenenHoit. Ecmm wepes W o0603BaYmM NOIOKUTETIHHO
onpeneNeHHHHE KOpeHb BTOpPOH cremeHy matpumsi B + 82, to marpmma U =
= 8 -+ W 6yner ynmraproit. Marpuma ¢(A4) = UAU* apnaerca mampHeitmeit
anmpoKcHMan#ell AEAroBalBHOW MATpPHIBI, YEATapPHO mojobHo# marpmme 4.
TlomoGeEiM ofpasoM Haimem wmatpumsi ¢*(4) = @(p(4)), @3(4) = @(¢?*(4))
u T. A u BBefieM ofosHavenma ¢(4) = min |a; — ay|, @*(4) = 3 |ayf* mua

i, ikj Lji]
maTpunsl A = (a;); Toria cUpaBelNEBa TeopeMa:

Cywecmeyiom wucaa £ == 0,47172 u p = 0,24061, o6aadarowue ciedyowumi
ceoticmeamu.: '
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IIyecmy A — cummempuneckas mampuya maras, vmo ¢(A) > 0, o == 1_/954(?2 =
¢
< & Toeda cywecmeyiom mampuysl @A) daa kb = 1,2, 3, ... u cnpasedauss
ymeepm@enuﬂ

1° nocaedosamesvrmocmv mampuy @*(A4) cxodumcs k OuaeomasvHoll mam-
puye L;

2° Q*(¢H(A)) = QX(A) gu't 2de p = of;

3° ecau ¢H(A) = U,pt~Y(A) Uy, cywecmeyem (ywumapras) mampuya V =
= UyUXU¥ ... u L = V*AV.

Taxie MOMHO JATH OIEHKY CXONMMOCTU OECKOHEYHOTO IPOU3BEJEHHSA
UFUFUE ..

Merox MoskeT 65ITH NpuMeHeH ¥ B Golee 00meM cayuae, KOIJa HEKOTOPbIe U3
AMaroHaIbHEX 3JIeMeHTOB MaTpumbl A ToBoIbHO 6IMsKE APYT APYTy. Marpuny A
B TAKOM cliydae pas3o0beM NOIXONAMIM cIOcoGOM Ha OJIOKM, TMPHYEM ¥WMeeT
MeCTO TeopeMa, aHaJOTHYHAS BHINIE IPHBEJeHHOMN.

Summary

AN ITERATIVE METHOD OF COMPUTING THE EIGENVALUES
AND EIGENVECTORS OF A SYMMETRIC MATRIX

MirosLAV FrepLER and ViasTtiMin PTik, Praha

An iterative method is described for bringing a symmetric matrix to the
diagonal form. The method is suitable for matrices sufficienty near the diagonal
form and may be compared to the Newton method for finding roots of poly-
nomials.

Let 4 be the given complex symmetric matrix and let D be the diagonal
matrix consisting of the diagonal elements of A. Let us consider the case where
the diagonal elements of A are all different from each other. Then there exists
exactly one antisymmetric matrix S such that DS — SD = 4 — D. Under
certain conditions (if all proper values of § are less than one in modulus) the
matrix B + S? is positive definite. If W is the positive definite square root of
E -+ 82, the matrix U = S 4+ W is a unitary one. The matrix ¢p(4) = UAU*is
then the next approximation of the diagonal matrix similar to 4. In a similar
manner, the matrices ¢p2(4) = p(p(4)), p3(4) = p(p*(4)), are constructed.

We introduce the following notation: if 4 is a matrix with elements a;, we

put
(A) = min lazz - a’a‘fl s Z laﬂI

i,j,i%] Ljsiskj




The following theorem is proved. There exist two numbers £ ==0,47172 and
0 == 0,24051 with the following properties:
Jor@)

- Let A be a symmetric metriz such that ¢(4) > 0, o= @) < & Under these

conditions, the iterated matriz *(A) has a meaning for each k and
1° the sequence p*(A) converges to a diagonal matriz L;

2° Q*(‘Pk(A)) é Q*(A-) Qk Mzk;l where m = %’

3° if p*(A) = U, p*~Y(A) Uy, the (unitary) matriz V = UFUFUF ... exists and
fulfills L = V*AV.

An estimate of the convergenee of the infinite product UFUZU¥ ... may also
be given.

The method may be a,pphed even in the more general case when some of the
diagonal elements are nearly equal; the matrix is then divided into blocks in
a suitable manner and a theorem similar to the preceding result may be ob-
tained.
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