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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY

Vyddvd Matematicky dstav CSAV, Praha
SVAZEK 85 * PRAHA 18.11.1960 % &EfSLO 1

PROBLEM TZV. ABSOLUTNE NEROZHODNUTELNYCH VET
TEORIE CISEL

LapisLav RIEGER, Praha
(Doglo dne 17. prosmce 1958)

Jednd se o kriticky rozbor problérhu formdlni (relativni) a obsa-
hové (absolutni) nerozhodnutelnosti' vét teorie ¢isel. Je poukdzano
(na zdkladé autorovych vysledkt jednak do dasopisu Yex. Mar.
#. k tisku prijatych a jednak pripravovanych) na potifebu radikél-
nfho opudténi dosud zastdvaného ndzoru o tzv. obsahové katego-
riénosti teorie éisel. Je naznadena autorova nové algebraicko-logickd
metoda tzv. dyadickych okruh, kterd by mohla prispét k feSeni
problému.?)

UVODNI POZNAMKA

Uvedeny principidlni problém patii na rozhrani elementarni teorie &isel,
axiomatické teorie mnoZin a matematické logiky. P¥itom obsahové absolutng
nerozhodnutelnou nazyvejme, zhruba feéeno, takovou vétu dané matematické
teorie (napi. elementarni teorie &isel, nebo elementdrni geometrie), k niz
existuji dva modely této teorie: jeden, v némz véta plati, a druhy, v némz
véta neplati. Tak napf. v tzv. absolutni (elementarni) geometrii je eukleidav
rovnobézkovy postulidt takovou vétou (nebot vedle modelu normalni euklei-
dovské roviny, kde postulat plati, madme v této roviné nap¥. Poincarého model
Lobadevského roviny, kde rovnobézkovy postuldt neplati).

Sam problém absolutné nerozhodnutelnych vét elementarni teorie &isel (&i
konkretnéji peanovské aritmetiky) byl, pokud je autorovi zndmo, vyslovné
publikovédn teprve v referdtu profesora A. MosTOWSKEHO o soudasném stavu
teorie zakladi matematiky na sjezdu Polskych matematikt ve Var§avé v r. 1953
(viz [1], str. 23). V podstaté byla ovSem problematika absolutné nerozhod-
nutelnych vét teorie &isel oteviena vlastné jiz proslulou klasickou praci
[2] K. GODELA.

1y Cldnek je zpracovénim piedndsky, kterou mél autor v matematické obci prazské
dne 10. listopadu 1958.
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Autor — pYes dosavadni netspéchy (svoje i jinych) v pokusech o Fefeni
tohoto obtiZzného problému — se domniva, Ze nicméné nasel ve svych posled-
nich vysledeich (viz [3]) nové cesty, jez by mohly FeSeni usnadnit; naznadeni
téchto metod je v&novéina zivéredna Sast ldnku. Popudem tu bylo mj. také
neddvné sdéleni amerického matematika Joaxa KEMENYHO na Svétovém
kongresu matematiki v Edinburku v r. 1958 o vysledku, jimz byla (matema-
ticko-logickymi metodami teorie tzv. nestandartnich modelt peanovské arit-
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metiky) v jistém smyslu ,,téméF* prokazana absolutni nedokazatelnost pro-
slulé Goldbachovy hypotézy z pouhych Peanovych axiomt. [Toto ,,téméi*
nedovede autor bohuzel na zaklad& kusého sdéleni ve sjezdové kni%ce referatit
piesné tlumodit; vyrozumiva jen, Ze se snad Kemenymu podafilo sestro-
jit jisty systém objektt, ¥eknéme , pfirozenych quasi &isel (s relaci ,na-
slednika‘) tak, Ze jsou zarudeny kromé prvych t¥i Peanovych axiomu i n8-
které (dulezité) piipady étvrtého axiomu, tzv. axiomu dplné iridukece (ktery
je ve skutednosti schematem, tj. souhrnem nekoneéné mnoha indukénich
axiomi), ale p¥i tom neplati Goldbachova hypotéza (ne kazdé ,,quasi-¢slo* > 2
se dé psat jako soudet piesné t¥i ,,quasiprvodisel®).]

AXIOMATISACE A FORMALISACE ELEMENTARNI TEORIE CISEL

Pfipomenime nejprve &tyfi zdkladni stadia matematicko-logické analysy
dané matematické teorie, majice na mysli pfedeviim elementarni teorii ¢isel:

1. Systematické nahrazeni vSech znadmych vét a definic dané skuteéné,
v hovorové Feéi formulované teorie, systémem (konetné mnoha) koneénych
posloupnosti jistych zadkladnich znakd (tj. zavedeni normovanyeh, jednodu-
chych i slozenych symbolickych zkratek misto hovorovych slov a vét). (Kodi-
fikace.)

2. Vytden{ primitivnich pojma a axiomd a na tom spodivajici charakteri-
sace obsahového vztahu logického disledku mezi (symbolisovanymi) vétami
dané matematické teorie jistym jejich vztahem formaln&-kombinatorickym
(tj. vztahem mezi konednymi posloupnostmi zékladnich znakt bez ohledu
na jejich vyznam). (Formalizace vztahw disledki.) '

3. Matematické konstrukce idealizované (,,extrapolované‘‘) nekonedéné (sym-
bolicksé) ,,*eéi‘ dané teorie ve smyslu zavedeni neomezeného mnozstvi moznych
(p¥ipustnych) novych matematickych proménnych, konstant, ,,vét*, ,,dika-
z4‘, ,,definic”“ atd. (jez mohou byt predem neomezené délky a sotva pred-
stavitelného smyslu).

4. Vystizeni zakonitosti nejprve bezprostiedné kombinatoricky definova-
ného vztahu disledku (v ideadlni ,nekoneéné® symbolické ,Yedi” teorie) po-
moci vhodné matematické teorie, napt. opét elementdrni teorie Gisel, nebo
(méné bezprostiedné) pomoci teorie zobecnénych spodetnych Booleovych
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g-algeber, pomoci axiomatické teorie koneénych mnozin apod. (Matematickd
logika dané teorie.) . . :

Pro teorii &isel nejjednodussi pfimé uziti tohoto postupu jednoznaéné dava
dosud nejvice uzivany systém formalizované aritmetiky (pochazejici od D.
HiLBERTA a P. BERNAYSE, viz [4]), jim# je bezprost¥ednd idealisovans a for-
malizovans peanovské aritmetika s metamatematickym schematem indukce,
optend o primitivni relaci néslednika. ' '

Peanovské axiomatické indukéni schema predstavuje vSak vlastnd neko-
neéné mnoho aritmetickych axiomd a ukazuje se, Ze p¥i zachovani néslednika
jako primitivniho pojmu nelze ani za cenu dodéni dalsich primitivnich pojmi
vystatit s koneénym podtem axioml. To ovSem znamend, Ze jiZz samo vyt-
deni axiomu peanovské aritmetiky vyzaduje po;em neomezené-
ho mnozstvi prirozenych &isel.

Trebaze tato okolnost (p¥i opatrné formulaci) neni logicky zavadnd, je
nicméné zdrojem detnych metamatematickych obtiZi. Zejména pokud jde
0 nas problém absolutné nerozhodnutelnych vét aritmetiky, jsou tyto potize
dany nutnosti verifikovat nekoneéné mnoho axiomu v p¥islusnych modelech
a jsou dosavadnimi prosttedky sotva piekonatelné.

Rekn¥me proto hned, Ze je tu i moZnost zcela jiné koneéné axiomatisace a
formalisace aritmetiky; je ddna 19ti Gédelovymi axiomy (viz [5]) teorie tzv.
koneénych mnozin, kde pévodni axiom C1 (nekoneéna) je nahrazen svym
opakem (tzv. axiomem kone¢na). Zde oviem primitivnim pojmem je relace
nélezeni mnoziny do t¥idy; pojem néslednika lze definovat. Tato mnoZinova
axiomatisace (a formalisace) elementdrni teorie ¢isel neni sice bezprostiedni,
mé viak mnoho vyhod. AniZz bychom zde mohli zachézet do podrobnosti, do-
dejme jesté, Ze se tim do teorie &isel nezavidi Zadny cizi , nearitmeticky*
prvek. To vyplyvé z jednoho autorova neddvného (dosud neuveiejnéného)
vysledku, podle néhoz Godelova axiomatickd teorie koneénych mmozin je
plné ekvivalentni s jistou axiomatickou teorii zakladnich aritmetickych
operaci, se¢itdni, nidsobeni, déleni se zbytkem a mocnéni dvojky jako primi-
tivnich pojmu (bliZe viz zavér).

Nyni miZzeme v rdmei axiomatické teorie mnozin formulovat problém tzv.
absolutné nerozhodnutelnych vét elementarni teorie ¢isel presné a nadéjnéji
nez prve. Je to (v podstaté) kol udat vétu z axiomatické teorie koneénych
mnozin, k ni% by (v dané celé axiomatické teorii mnozin) byl sestrojen jednak
model, v némz véta plati, jednak model, v némz véta neplati.

ABSOLUTNI A FORMALNI NEROZHODNUTELNOST

K dali orientaci v nasem problému bude jesté vhodné kriticky rozebrat po-
jem tzv. formalné& nerozhodnutelnych vét aritmetiky ve smyslu Godelové. (Viz
klasicky vysledek Godelduv z r. 1931 [2] a jeho rozmanitd zdokonaleni poché-
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zejici od B. RossEra, A. TarskEHO, S. KLEENEHO, L. KALMARA a pak dosud
nejobecnéj8i systematické zpracovani celé teorie v Mostowského monografii
{6] s bohatou literaturou.)

Jde o véty formalizované peanovské aritmetiky, které lze udat pti kazdé
jeji rekurentni formalizaci a k nimz (v dané formalizaci) neexistuje ani for-
méln{ dikaz ani formalni vyvraceni.

v vz

Nejprve je tieba si uvédomit okolnost, ze &isté &iselnd teoreticky smysl
godelovskych vét ndm uniké pro jejich nep¥ehlednou délku a komplikovanost.
Jde vidy o uméle vytvofenou ,,teoretickou’ vétu, jejiz iplné slovni vypséni
by zaujalo v kazdém p¥ipadé nékolik tiskovych stran.

Na druhé strané oviem metamatematicky (aplikovany) smysl gédelovskych
vét vesmés mluvi ve prospéch jejich obsahové sprivnosti.

Byly to zejména tyto dvé skutednosti (vedle celé fady dalsich momentd a
vzitych predstav), které vedly k nésledujicimu dosud hé&Znému vykladu for-
malni godelovské nerozhodnutelnosti. (Srov. napt. pfedmluvy k I. a II. dilu
monografie [4] nebo shora citovany referat [1]; mam p¥# tom na mysli vy-
klady matematicky st¥izlivé.)

I. Nerozhodnutelnost gédelovskych vét aritmetiky je t¥eba chapat.jako ne-
rozhodnutelnost vyluéné formalniho rézu, tj. ona nijak nemusi souviset s neroz-
hodnutelnosti ve smyslu éiselné teoretického obsahu resp. pravdivosti gode-
lovskych vét, a to tim spiSe ne, Ze podobné jako ve formalizované aritmetice
lze godelovsky nerozhodnutelné véty sestrojit v kazdé obsirnéjsi formalizované
matematické teorii (resp. i v tzv. systémech matematické logiky vyssich typw).
Je tedy godelovska nerozhodnutelnost spiSe wvyrazem principidini omezenosts
rekursivnt formding metody matematické logiky meZ dokladem existence obsahové
nerozhodnutelnyjch vét z teorie ¢isel.

II. Ptirozend &isla jsou zdkladni a evidentni matematické predméty, které
vSak nelze uspokojivé charakterisovat vytéenim axiomt a odvozovacich
pravidel aritmetiky. Axiomatickd metoda neni (na rozdil od elementarni
geometrie) pro elementdrni aritmetiku vhodna. Vlastni metodou budovéani
elementarni aritmetiky je metoda intuitivné konstruktivni. (Stanovisko kon-
struktioné intuitiont kategoricnosti.)

III. Uvazovat o obsahové (absolutni) nerozhodnutelnosti uréité véty elemen-
tarni teorie Cisel nemé exaktniho smyslu, pokud neméame potiebnou ,,mini-
malni axiomatizaci této teorie, aby bylo mozno precizovat matematicky pojem
jejiho modelu. ‘

IV. Sama konstrukce formalizované teorie a pojem diikazu jsou vidy
podstatng rekurentni; uz proto kazdé exaktni metamatematika je (aplikovana)
intuitivni (konstruktivni) aritmetika, jakoZto ostatné nejprostsi a zaroven
nejbezpetnéjii matematickd disciplina; nema smyslu v kritické matematické
logice uzivat jinych, zejména ne tzv. infinitnich prostfedkd (jako napf. pro-
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st¥edkd, pat¥icich do matematické analyzy), nebot ty samy k svému zaloZeni
potiebuji kritické finitn{ matematiky.

Nechme stranou dob¥e moZnou kritiku stanoviska IV (srvn. [6]) a p¥ipustme,
Ze vlastnimi metodami matematické logiky jsou jen metody aritmetické.
Pokusme se nicméné kriticky rozebrat body I, II, III. To je nutné uz proto,
Ze podle nich s hlediska pravé vylozeného se jevi byt otdzka absolutné ne-
rozhodnutelnych vét aritmetiky neaktudlni, ne-li viibec beze smyslu, tj. nemé
smyslu hledat strukturné odlisné modely intuitivné kategorické teorie, kterd
neni axiomatisovana.

Nebude na §kodu pro kritiku pravé podaného vykladu zjevu godelovské for-
mélni nerozhodnutelnosti si uvédomit, na éem tento zjev spoéivid. Godelova
metoda (a p¥ibuzné metody) vychazeji heuristicky vidy z nékteré ze znamych
tzv. semantickych antinomif (jako je antinomie lhfe, antinomie Richardova,
antinomie Berryho apod.). Nahrazenim vagnich obecné semantickych pojmii -
uz8imi a presnéj§imi pojmy aritmetizované metamatematiky, v piipadé Ze
zkoumanou teorii je sama (formalizovand) aritmetika, dosahuje se vhodnym
diagonalnim postupem nikoli jiZ antinomie, nybrz (v aritmetické formé) jistych
vét o vétach, které v piipadé bezespornosti formalizované aritmetiky nemohou
byt ani formaIng dokazatelné, ani formalné vyvratitelné (t. j. ani pro n, ani
pro jejich opak neexistuje formalni dikaz). P¥itom je v8ak jedno podstatné:
Ta &ast intuitivni aritmetiky, kterd byla fakticky uZita v aritmeticky formu-
lované metamatematice formalizované aritmetiky, nejen mtzZe, ale pi¥imo
(a podle II shora) musi byt povaZovana za konelény fragment aritmetiky
formalizované. (Tento principidlni predpoklad zistava, i kdyZz se po vzoru
Kleeneho a Mostowského pivodni semantickd heuristika nahradi matema-
ti6téj8imi analogiemi s teorif projektivnich resp. Borelovskych mnoZin.)

Je viak jasné, Ze kazdd pochybnost o bezvyhradné obsahové kategoriénosti
aritmetiky sub II mé za nasledek i jisté pochybnosti o logické (nikoli mate-
matické) legitimnosti dosavadniho vykladu Gédelova vysledku. To jest,
vzniks otdzka, zda nejde o neuspéch formalné axiomatické metody zaloZeni
aritmetiky vibec, ale o jistou nevhodnou aplikaci této metody. Jakmile
bychom totiz piipustili vice neisomorfnich druhi p¥irozenych éisel, nutno se
ptét, ktery z nich mé byt uZit v metamatematice aritmetiky a zda to ma
byt tyz druh &isel, ktery je pravé objektem vySetfované (formalizované)
aritmetiky. Mohlo by se také stit, Ze na tom by podstatné zaviselo pojeti a
posouzeni formalni rozhodnutelnosti té které véty, jakoz i posouzeni uspoko-
jivosti formulace pojmu (formélnfho) dikazu formalizované aritmetiky; to by
piipadng Godeliv vysledek podstatng dale relativizovalo. [Tato mo¥nost je
ostatné dobie myslitelna, uvazime-li napf. GENTZENTV dikaz bezespornosti
(viz [8]) aritmetiky, vedeny v jistém smyslu , finitnimi‘¢ prosttedky, zatim co
véta, vyjadiujici (aritmeticky) bezespornost formalizované aritmetiky patii
ke godelovskym formélné nerozhodnutelnym vétam.] Uvidime niZe dalsi
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divody k tomu, Ze vskutku jsou takové pochybnosti o stanovisku sub II na
misté.

Nejprve jesté ale poznamenejme, Ze na druhé strané uz sam objev formaln{
godelovské nerozhodnutelnosti (ve formalizované aritmetice) vyvolal prvni
pochybnosti o obsahové kategoriénosti aritmetiky (sub II). Opusténi tohoto
tradiénfho gnoseologického stanoviska tedy, i kdyZ by ev. vedlo k zméné (a
relativizaci) vykladu Godelova vysledku, by bylo nicméné vyrazem dalsiho
myslenkového vyvoje, samym Godelem vyvolaného..

Kritisovin muze byt dale gnoseologicky pesimismus, nutné z bodd I a I
plynouci, pokud jde o moznosti metamatematicko-logické na formalizaci vztahu
disledku zaloZené metody (je vyjadien mj. v IIT). Opustime-li v8ak stanovisko
sub II, objevuji se nové moznosti matematické logiky, i kdyZ piipustime
‘omezenti jejich prostiedki na aritmetiku (coZ nenf nutné).

V neposledni ¥ad$ je t¥eba uvazit tuto ndmitku: Zastdnci konstruktivistického
pojeti, jak se béhem let ukézalo, jsou Smahem nuceni neustile modifikovat pa-
vodni zésady konstruktivné finitni metamatematiky (viz nap¥. zcela p¥i-
padné kritické pozndmky prekladatele v ruském piekladu jinak velmi presné
udebnice Kleeneovy [9]), jakmile jen se dostanou za elementirni tvahy. Je
tedy otdzka, zda i znadné nedésledna tzv. konstruktivni (intuitivni) metoda
budovéni metamatematické aritmetiky méZze byt povaZovéna za uspokojivou,
resp. vibec za realizovatelnou, zejména pokud jde o negativné existenéni
tvrzeni tvaru ,,neex1stu]e ¢islo takové, Ze ...”; srov. také doplnék na konei
tohoto &ldnku.

A koneéné je treba uvést, Ze tzv. nenormdilni (s normadlnimi neisomorfni)
modely aritmetiky byly v podstaté bez metamatematickych tvah sestrojeny
uZ, v létech 1933 —34 (viz [10]) nezdvisle na Godelovych vysledeich. T. SkoLEM
totiz ve skuteénosti (i kdyZz ne zcela pFesnym zpusobem a uzivaje kritizovatel-
nych prostiedkd intuitivni teorie mnozin) ukdzal, Ze kazda spodetnd forma-
lizovana teorie Gisel (v niZ je spoéetné munoho znakid pro &iselné proménné,
&iselné konstanty a &iselné operace, ale neni jinych zdkladnich znakd) mé kroms
svého obvyklého éiselného modelu jeSté jiny model, sestavajici z jistych tifd
posloupnosti téchto éisel (pridemz tiidy konstantnich posloupnosti tvoii zde
vlastni 8ast isomorfni s pivodnimi &isly). Je zajimavé, ze Godel ve své recensi
Skolemovy prace [10] (viz [11]) poznamenavé, podle mého minéni ne zcela
spravng, ze vysledky Skolemovych dvah Ize vesmés odvodit i jeho (Godelovymi)
metodami. Je oviem stéle jesté bézné také Skolemuv vysledek vykladdat s hle-
diska ndmi kritisovaného (viz I, II shora) jako jen jiné potvrzeni zejména
bodu II, tj. jako zésadni neschopnost metodou axiomatizace a formalizace vy-
stihovat zdkonitosti ptirozenych éisel; sdm Skolem se klonil k takovému vykladu.

Pfejdéme nynf ke kritice nizor sub I, II, IIT na z4dkladé novéjéich vysledki,
~véetné vysledkt autorovych.
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Predeviim fada po staleti otevienych elementérnich &iselnych problémi
podle autorova nazoru nutné vybizi k domnénce, Ze jde o problémy v jistém
smyslu netesitelné. Také dalsi prace v teorii nenormélnich modeld peanovské
aritmetiky (autort B. Rossera, Hao WaNGa a zejména J. Kemenyho v po-
slednim jeho shora uvedeném vysledku) se zdaji stile rozhodnéji svéddit
o dobré moznosti nalézt véty elementarni teorie éisel, které jsou nejen formalné,
ale i obsahové nerozhodnutelné, tedy o potfebé zménit stanovisko sub II
a III. (Srovnej vSak jedté zminény Mostowského referat [1], v némzZ se autor
takové zméné rozhodné brani.) Lze ovSem ¥ici, %e presvédilivost téchto praci
(vesmé&s navazujicich na [10]) o nenormélnich modelech peanovské formalizo-
vané aritmetiky (pokud jde o zduvodnéni potieby opustit stanovisko intu-
itivni kategoriénosti aritmetiky) jesté trpi okolnosti, Ze se musi uzit uz v samé
formulaci axiomt aritmetiky pojmu piirozeného &isla. ObtiZe pifitom nejsou
mensf, uzije-li se absolutnfho (intuitivniho) pojmu pfirozeného d&isla, nebo
uzije-li se pojmu relativnfho ,,pfirozeného ¢&isla“. Tento pojem je sice stanoven
pomoci vytdeného koneéného podtu axiomt indukce, ale zato pifli§ volné,
pokud se uZivé pojmu nislednika jako primitivniho pojmu.

AvSak pravé tuto zédvadu se snad podafilo autorovi jeho teorii dyadickych
druhi obejit (viz [3]) a vyloudit jak z formulace aritmetiky tak i z konstrukce
jejich model metamatematické uvahy.?) (Ve skuteénosti se navic podafilo
sestrojit bez metamatematickych tvah celou nespodetnou §kadlu nenormalnich
modeld aritmetiky, jakoZz i model aritmetiky, v némZ je nespoéetné mnoho
,»prirozenych‘ éisel.) ,

. Rysuje se tedy vskutku stile zietelnéji moznost, Ze se dostdvame v zakla-
dech teorie ¢&isel do situace podobné zdkladim geometrie pied vice nez 130
lety. MiZeme to — shrnujice uvedené — na rozdil od stanoviska sub I a II
shora vyslovit asi timto soudem (ktery oviem neni prost osobniho piesvédéent
autorova):

Tzv. nenormalni (vzdjemné neisomorfni) modely teorie &isel nelze povaZovat
dnes jiZz za pochybné metamatematické kuriosity, ale je tfeba vzit na védomf
jejich existenci jako Ffadnych matematickych objektt. MiZe tedy existovat
vice aritmetik a to je pi{¢inou, pro¢ od peanovskych (anebo jinych) axiomb
nelze %édat jednoznadnou definici pojmu piirozeného &isla, stejné jako od
geometrie nelze Zidat jednoznadénou definici pojml bod a pffmka. Pojem a
- predstava neozemené posloupnosti piirozenych. &isel je totiz jen zdénlivé
(,,ndzorné‘) jednoznadnd. Ve skutetnosti mohou platit dal§i axiomy pro ten
ktery podstatné odlisny druh pfirozenych &isel; jaké axiomy budou uziviny,
to ukéze daldf vyvoj teorie &fsel a jejich aplikaci (srovnej déle). Ze by se Zadny
axiomaticky systém (a formalizace) pro exaktni zdklady aritmetiky nehodil,

2) To ovsemn neznamend, e by metamatematické pojmy nadéle nehrédly dtleZitou roli
heuristicko-metodickou!




to nelze pak jiz jako diive na zdkladé tradiéniho vykladu Godelova s Skole-
mova vysledku tvrdit (srv. shora). Oviem nelze také tvrdit, Ze jeden axio-
maticky systém aritmetiky vystaéi providy a viude.

Je vSak tieba kriticky zdiraznit toto: Pokud se neprokédze absolutni ne-
rozhodnutelnost asponl jedné konkrétni éiselné teoretické véty (vzhledem
k zikladnim axiomtm), a ta pravé  jesté ze samé prokizané obsahové ne-
kategori¢nosti aritmetiky nevyplyvd, potud analogie s ruznosti geometrii
zlstane omezena na cosi, co odpovidd zhruba raznosti dimensi, totiZz na raz-
nost typu resp. mohutnosti riznych druh piirozenych é&isel.

Je tedy gnoseologicky smysl problému absolutné nerozhodnutelnych vét
teorie Gisel ten, Ze teprve jeho kladné YeSeni by znamenalo prikaz analogie
s geometrii 1 v druhém, mnohem hlub&im smyslu, a to ve smyslu mnohosti
axiomaticky podstatné rtznych aritmetik, podobné mnohosti axiomaticky
rtznych geometrii.

Budiz na tomto misté autorovi dovoleno vyslovit konkrétni domnénku, ze
by absolutné nerozhodnutelnym postuldtem piidanym k axiomatické aritme-
tice snad mohlo byt nap¥. positivni FeSeni tzv. anonymova prvodéiselného
problému (viz [12] dil I, Chap. XV, p. 376). Je to otdzka, zda vSechna &isla
tvaru

241, 241, 241, 28 ;1.

(aZ snad na koneéné mnoho vyjimek, jez ale dosud nebyly zjistény) jsou prvo-
disla. (V8echny metody teorie éisel, elementéarni, algebraické, analytické totiz
zde selhdvaji pro enormni vzrist iterované mocniny dvojky.)

DYADICKE OKRUHY A PROBLEM ABSOLUTNE NEROZHODNUTELNYCH
VET TEORIE CISEL

V souvislosti s pfedchozim zbyvé konkretnéji odpovédét i na bod ITII shora
formulovaného a dnes b&#ného skeptického nézoru na déinnost metod mate-
matické logiky v aritmetice viitbec a v problému absolutné nerozhodnutelnych
vét zvladté. To souvisi s naznadenim novych metod, jakymi podle autorova
nézoru matematickd logika piece jen miZe k feSeni problému absolutné ne-
rozhodnutelnych v&t aritmetiky prispét a které se jiz osvédéily v zminéné
snadnéjsi otdzce Skily nenormélnich modelt réznych ordindlnich typa pro
axiomatickou aritmetiku (ve smyslu axiomatické teorie koneénych mmnoZin).

Nazveme (viz (3)) dyadickym okruhem diskretné uspoiadany okruh s axio-
maticky zavedenym mocnénim dvojky na libovolny nezdporny prvek okrubu
ve smyslu axioml

N=192, 2. W=20e (<g< 20
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a je§té dvou dalich, z nichZ jeden zdd4 moZnost déleni se zbytkem kazdého
prvku okruhu libovolnou mocninou dvojky a druhy zadé existenci maximdlni
mocniny dvojky, délici dany nenulovy prvek beze zbytku. (Zi'ejmé obydejny
okruh celych &isel je dyadickym okruhem; lze v8ak udat i zcela jiné dyadické
okruhy, viz [3].)

Definujme nyni jistou bindrni relaci ,ndlezeni” (mezi nezdpornymi prvky
dyadického okruhu) takto:

. z x
(*) ye*x©[§]~2[§m]=l.

Ukazuje se, Ze jiz v libovolném dyadickém okruhu spliiuje tato relace
nélezeni mnohé (ale obecné ne viechny) z axiomt teorie koneénych mnoZin.?)
(V okruhu ptirozenych ¢isel méme y ¢* x tehdy a jen tehdy, kdyz é&islo « psané
v dvojkové soustavé ma na y-tém misté jednotku; zde jsou splnény vSechny
axiomy teorie koneénych mnozin.)

Ptidejme jeSté nékolik daldich axiomu tak, aby byly splnény pro relaci
e* viechny axiomy teorie koneénych mnozin (nejprve pro mnoziny); tak mame
tzv. mi-(tj. mnofinové teoreticky) dyadicky okruh. Abychom axiomy teorie
koneénych mnozin zarudili i pro (vlastni) t¥idy, musime vS8ak doplnit tento
okruh. jistymi ,,idedlnimi*“ elementy; dostaneme tak v nejjednodusdiim piipadé
okruh tzv. celych Henselovych p-adickych &isel pro p = 2 (dyadicka d&isla,
viz nap¥. [13]). V obecnéjsim piipadé pak dostdvadme jisté zobecnéni t&chto
Henselovych dyadickych okruhw, tzv. dyadicky obal. (Jak bylo jiz Yeéeno,
autor zkonstruoval celou nespodéetnou §kalu takovych okruhi a jejich obald.)
Ukazuje se ale, Ze i obricend, méme-li libovolny ,,rozumny‘ model axioma-
tické teorie koneénych mnoZin, pak lze relaci nalezenf mnoziny do t¥idy mo-
delu isomorfné jedinym zplisobem vystihnout ve vhodném obalu jistého
dyadického mi-okruhu, ve smyslu shora vypsané definice (*) relace *.

Je tedy v podstaté teorie konstrukce modelli axiomatické aritmetiky, zto-
toziiujeme-li ji s axiomatickou teorii konednych mnozin (&ili nakonec s teorif
dyadickych mt-okruhti a jejich obalil), teorii rozsifeni specidlnich dyadickych
okruhi.

A nyni se ukazuje toto (a v tom je pravé jadro nové algebraicko-logické me-
tody, jeZz muze usnadnit nalezeni absolutnd nerozhodnutelnych vét aritme-
tiky):

Kazdé aritmetické vété se dd prifadit vadjemné jednoznaéné jistd rovnice o jedné
nezndmé, sestavend mad prislusnym mi-dyadickym okruhem resp. jeho obalem
(pomoci béZnych aritmetickych operaci, ale v&etné mocnéni dvojky), a fo
takto: Dand véta v modelu platt (tj. je dokazatelnd v axiomatické teorii mno-
Zin, vzaté za zdklad) tehdy a jen tehdy, kdyZ Feend rovmice md v wvaZovaném
dyadickém okruhu nezdporné Fedent.

3) Je minén systém Goédel-Bernaystv jakoZto dnes nejbéZnéjsi.



Mizeme tedy ¥ici, %e otdzka absolutni nerozhodnutelnosti toho kterého
problému teorie &fsel je v tomto smyslu prevedena v otazku refitelnosti jisté
rovnice o jedné neznamé nad obalem jistého dyadického okruhu. Jaké (a zda
vibec néjaké) ulehdeni problému absolutné nerozhodnutelnych vét teorie
¢isel tato jeho redukce dé, to se oviem muze ukdzat teprve v pribéhu dalsiho
zkouméni. K tomu bude asi zapotiebi spoluprice &iselnych teoretikit s pra-
covniky v matematické logice a algebie.

Pro vétsi zretelnost shriime takto:

1. Ukazuje se potieba opustit piresvédéeni o tzv. obsahové kategori¢nosti
aritmetiky pfirozenych &isel a zdroven potieba rehabilitovat axiomatickou
metodu zaklddani aritmetiky. Je vSak tieba vychédzet z daného kone¢ného

- (dobfe prehlédnutelného) podtu axiomtu, coz bude vyzadovat jinych primi-
tivnich pojmi, neZ je pojem nislednika. Takovou axiomatickou zakladnou
by mohla byt Godel-Bernaysova axiomatickd teorie konednych mnoZin
vzhledem k autorovu vysledku o jeji ekvivalenci s axiomatickou teorii jistych
dyadickych okruh@ (zaloZenych jen na primitivnich pojmech seéitani, nasobeni
a mocenéni dvojky).’

2. Na tomto zdkladé se rysuje akutni a exaktni pojeti problému obsahové
(absolutné) nerozhodnutelnych vét teorie Sisel, jakoZ i redukce tohoto problému
na jisty problém z teorie rovnic v dyadickych okruzich.

DOPLNEK

Aby nebylo nedorozuméni, zdtiraznéme a vysvétleme nakonec, Ze jsme pod
pojmem aritmetika (teorie é&isel) méli na mysli ryze matematickou teorii
o hotovych souhrnech tzv. ptirozenych ¢&isel, jakoito o matematickych
objektech aritmetiky ve skutelnosti (ve vice nebo méné konkrétni formé)
existujicich.

Vedle tohoto (po zpfesnéni nutné axiomatického) pojeti aritmetiky je totiz
mozno nachazet, sestrojovat a rozebirat v piirodé probihajici a lidmi (resp.
stroji) napodobované a neukon&ené procesy postupného tvoYeni
p¥irozenych &sel, které v mnejjednoduddim (zdkladnim) pipadé spodivaji
v neomezené reprodukei a v postupném pfiddvéni stejného predmétu z téze
,.strany” (v ¢asovém nebo v prostorovém smyslu), jako je napf. neomezené
priddvéani svislé ¢arky ve stejné vzdalenosti vpravo, coZ se naznaduje zpra-
vidla jako |, |I, Ill, ||}, ... a byva povaZovéno za tzv. ,intuitivni definici‘
pFirozenych ¢&sel; ve slozitéjsich p¥ipadech pak b&Zi o procesy na procesy
takového zdkladntho drubu zdkonité redukovatelné, jako napt. |, |||, [llIl,
U e (6l 1, 8, 5, 7, ...) mebo [], |, {1, {1 [ 11 THIL 1 - (8l 2, 1,03, 2,
4, 3, 5, 4. ...) a podobng, stale slozitéji.
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Ony t#i tedky, naznadujici zdsadni neukondenost procesu takového &i slo-
zit8jtho druhu, které se rekurencemi, resp. operaci minima prevddéji na
zakladni proces ,,vytvateni piirozenych &isel”, to je podstata tzv. konstruktiv-
niho ¢ili intuitivniho,*) &ili absolutnihe pojeti pFirozenych éisel resp. na ném
budované teorie obecné rekurentwich ,,funkci‘,®) resp. tzv. teorie algoritmi
(v podstaté jde o totéz). A pravé z tohoto pojeti se rodi piesvédieni o kate-
goriénosti aritmetiky. »

Jakkoli dfileritd je tato matematickéd nauka (konstruktivni teorie disel,
teorie algoritmi apod.) uZ proto, Ze systematicky a exaktné zprostiedkuje
mezi axiomatickou aritmetikou (i jinymi matematickymi teoriemi) a mezi
strojové poletni praxi a aplikacemi, nenf to vSak podle autorova presvédéeni
teoreticka aritmetika ve vlastnim slova smyslu a tim méné universalni zaklad
veskeré matematiky a logiky, jak se dosud domnivaji nékteri zastanci nékdej-
&fho Hilbertova programu. Teorii &isel a teorii algoritmi lze sice do jisté miry
budovat nezavisle na axiomatické aritmetice zplsobem tzv. ryze konstruk-
tivng finitnim (intuitivnim), p¥i éem# pojeti tohoto zpisobu kolisd od autora
k autoru. Aviak ¢m dile checeme proniknout za elementdrni &selnd teoretické
poznatky, tim v&tdi jsou technické komplikace a logické obtiZe, spodivajici
konec koncii v intuitivnim neaxiomatickém pojetf (pokud se ovSem vibec
snazime je co moZno vymezit a pak se ho disledné a kriticky drzet). S jedné
strany se tak zd4 byt intuitivni pojeti aritmetiky (zaloZené na predstavé ne-
ukonéeného procesu vytvateni pFirozenych &sel®)) obdobné tzv. intuitivnimu
pojeti klasické analysy op¥enému o zakladni pfedstavu procesu spojitého
neomezeného blizeni.”) Intuitivni pojeti klasické analysy neni ovSem rovnéZ
nikterak zbytednou véci a predevsim pirozené vladne v matematické fysice.
Bylo by vSak podle autorova nazoru krokem zpét, kdyby méla byt na ném
zakladdna teoretickd analysa. Néco podobného lze ¥ici i o intuitivni aritmetice
resp. o teorii algoritmi. '

S druhé strany piipominé (svoji tlohou zprost¥edkujici mezi matematickou
teorii a aplikacemi matematiky) teorie algoritmi také tzv. praktickou geo-
metrii, minime-li tim nauku o zptisobech piesného p¥{mého prométovani, geo-
metrického konstruovani a zpodobiiovani v ,,praktickém‘ trojrozmérném
prostoru.

Tolik dopliikem k otdzkdm resp. nedorozuménim, jez by mohly na zékladé
detby ¢lanku vzniknout a jez také, jak ukazaly nékteré diskuse, vznikly.

4) Nikoli vak nutné intuicionistického, to je néco ponékud jiného.

5) V konstruktivnim pojeti vlastné nejde o funkce v béZném mnoZinovém smyslu
slova, nybr# o konstruktivni jednoznaéné bindrni predikétové konstanty. ‘

6) Toto pojeti aritmetiky neni nijak nové; v klasické formulaci pochézi od L. KRO-
NECKERA.

7) Toto pojeti analysy (na rozdil od starsiho pojeti ,,nekonééné. malych veli¢in‘)
pochézi od C. F. GAUSSE.
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Peswome

MPOBJIEMA T. H. ABCOJIIOTHO HEPASPEUWNMBIX
BBICKA3BIBAHUM TEOPUU YHCEJ

JAIOUCJTAB PUT'EP (Ladislav Rieger), IIpara

Yenosumest Ha3bIBATL TeOpHel KOHEYHBIX MHOJMKECTB AKCHOMATHYECKYIO
teoputo muOMecTB [emens-Bepraiica, B KoTopoil axcmoma Gecxomeunoctm Cl
3aMeHsieTcs ee OTpUOaEmeM (T. H. aKCHOMOM KOHEYHOCTH).

Torza nox npobmemoll T. H. a0CONIOTHO Hepa3PeIMMMHX BHCKA3BIBAHUI
TEOPHH uiced MH DyleM HOHEMATh CIeNYOMyo 3aXady:

Ckonempyuposamy ¢ meopuu mrHo mcecms I'edens-Bepratica dee modesu meopun
KOHEUHWT MHONCECTNE U HAUMU GLICKASbIBAHUE O KOHEUHBIL MHONCECEAT Mak,
¥mo & 00Holl Modeau ono dokasaro, a 6 dpy2oil onpogepeHymo.
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Jdra QopMynMpPOBKA BOIpOCA ONpaBAaHa ONHUM (eme HeOHmyOIMKOBAHHEIM)
Pe3yIabTATOM aBTOPA, COTIACHO KOTOPOMY TeOpUA KOHEYHBIX MHOJKECTB BIOJIHE
PaBHOCHIBHA AKCHOMATHYCCKOH TEOPHH T. H. PACIIHPEHHBIX AMATAUECKUX KO-
Jent (cM. [3]), XoTopas, B ¢BOIO OYepenb, CO3JAHA aBTOPOM KaK CaMOCTOATEIb-
Hasg aKCHOMATH3amMs TeOpUHU NeNBX p-aguveckux vuces ['emsens (Hensel)
g p = 2. (3aMeruM, YTO IPH STOM ,,HATypasbHEe duciaa’’ ABIAOTCH ,,MHO-
jKecTBaMU * B TO BpeMsA KaK BCe OCTalbHBle aGCTpaKTHEE Iesble 2-afumdecKue
Yucaa SABIAIOTCA ,,COOTBETCTBEHHBIMU Kilaccamu''.)

OGeympaercs 3HAUYGHME ITOH TPYMHOHR HPOOIEMBI HJIA HOBOTO NOHUMAHMS
OCHOBAHUHA TEOPHUH YNCENT 10 aHAJNOLMH ¢ OCHOBAHUIME IeOMETPHUH.

CoofNIeHO TaKske W3BECTHOE cBeleHue NpoGieMbl K OXHOMY THIY 3ajad U3
TEOPHM [IOKA3aTEJIbHBIX YPaBHEHWI HAJ{ PACIIMPEHHBIMM INajHIeCKUMH KOJIb-
aMu.

Summary

THE PROBLEM OF THE SO-CALLED ABSOLUTELY
UNDECIDABLE SENTENCES OF NUMBER THEORY

LapisLav RIEGER, Praha

Let the term “theory of finite sets’”” mean the axiomatic set theory of Godel-
Bernays, where however the axiom C1 (of infinity) has been replaced by its
negation (i. e., by the so-called axiom of finfteness). The problem in question
is then as follows:

To find two models for the theory of finite sets (as constructed in the axio-
matic set theory of Godel-Bernays), and also a sentence concerning finite
sets, in such a manner that the sentence is proved in one and disproved in the
other model.

Such a formulation of the problem seems to be justified by a new result (to
be published) of the author, according to which the theory of finite sets is
equivalent to the theory of the so-called extended dyadic rings (see [3]); this
latter theory consists of a new self-contained axiomatization of the notion
of Hensel’s p-adic integral numbers for p = 2. (Here abstract integers corres-
pond to sets, and other abstract p-adic integral numbers correspond to proper
classes.)

The present paper contains a discussion of various aspects of this very
difficult problem; and especially that of the analogy between the axiomatic
foundations of geometry and of arithmetic.

Mention is made of a reduction of the problem to a certain problem con-
cerning the solubility of exponential equations over extended dyadic rings.
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