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éasopis pro péstovani matematiky, roé. 85 (1960), Praha

POZNAMKA K JEDNOMU PROBLEMU TYKAJICIMU SE
FRATTINIHO PODGRUP

VyiastiMin Dras, Khartoum (Sudan)

(Doslo dne 23. kvétna 1959)

V pozndmce je elementdrnim zpﬁsoberh dokézéno za Jistych pied-
pokladu tvrzeni, Ze Frattiniho podgrupa direktniho souéinu grup je
direktnim souéinem Frattiniho podgrup jednotlivych faktori.

Frattiniho podgrupou ®(G) grupy G rozumime prinik viech maximdalnich
podgrup této grupy, jestlize G ma maximélni podgrupy; jinak ®(G) = G. Pod-
grupu ®(&) miZeme charakterisovati téZ pomoci tzv. ,,negeneratora”, tj. tako-
vych prvki grupy @, které mohou byt vynechiny z kazdého systému geners-
tort této grupy, aniZ porusime vlastnost byti systémem generatora celé grupy:
(@) je pravé podgrupou viech t&chto negeneritoru.

Je-li grupa G direktnim soudinem svych ‘podgrup G, ded: G =[G,

ded

naskyté se otédzka, pla.ti—]i potom.
(1) (@) = []2(6y) .

ded
G. A. MiLLER dokézal platnost vztahu (1) v p¥ipadé, Ze & je koneéna (viz [3]),
autor v piipad®, %e G je Abelova (viz [1]). PoloZeny problém studuje obecné
VL. KokINEK a autor v praci, kters bude publikovéna v dasopise Cechoslovac-
kij matematideskij Zurnal (viz [2]). Tato pozndmka Fesi zminénou otézku pro
nékteré zvlistni t¥idy grup.
Lemma. Budi# G = | [Gs. Potom platt

ded

(2) P(Q) 5}'14@(@,,) .
Dikaz. Je-li M, maximélrii podgrupa grupy G5, Oo¢€ 4, je ztejmé M; X
X 1—[ @5 maximaIni podgrupa grupy G. Je tedy

ded\(6,)

(3) &) CP(Gs) X [] G prokazdé 6,ea.

8e A\(3,)
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Jeliko¥ et -
N @®G,) x [] G)=T112,),

Soed ded\(S) Soed
dostdvéme ze vztahu (3) ihned inklusi (2).
Véta. Budi¥ G = [ [Gs. Necht je splnéna nékterd z ndsledujicich podminek:
ded
a) G je Abelova;
b) B(G;) je konetné generovand. pro kaidé 8 € 4;
¢) Gy je koneéné generovand, pro kaédé o « 4;
d) @ je koneéné gemerovand, & specidlné koneénd.
Potom platt vztah (1). :

Dikaz. PYedpoklidejme, Ze (1) neplati; potom dostévéme podle lemmatu
ostrou inklusi '

®(GF) SIH@(G%) .

Existuje tedy pro jisté 4, ed prvek g, e G, té,kovy', Ze
gonon eP®(F) a g€ <I>(G3 ).
To znamens, ze existuje maximélni podgrupa My G takovs, Ze
(4). S .. - gomonelM .
Potom ale ' ' :
~ M)y =6

tj. kazdy prvek g* « Gy se dé I;sé,t ve tvaru
(56) ' g* = Mmygemags’ . rgﬁ'_
s vhodnymi m; e M a celymi &isly k; 1 = 1, 2, ..., 7).

a) Necht & je Abelova. Potom podle (5)

Kyt kg bono bk
g* = mm, ... mggt2t

a tedy :
MMy ... M, € Gy,

Mno#ina (M n G5) U (g,) je tudi? systémem generstort grupy Gs., a jeliko
go e B(Gs,), je tét M n G5, systémem generdtorti grupy G'a » B M N G’,,
={M n G, } = G5, Ve sporu s (4). - .

b) Necht (9o:);~1,2,...,s j¢ konedny systém generatoru grupy <I>(G',,) J ehkoi
®(G; ) je normélni v G'a , je podle (5)" . ‘

(6) ‘ g* =mm, ... m.g¥ pro jists g¥ e B(G,) -
Odtud dostdvime m,m, ... m, € G, , a tedy mnoZina
(M n Gs,) U (9oidi-1,2,.,.,s

1y Symbol { ¥} znadi grupu, génerova.nou mnoZinou %.
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je systémem generatorii grupy G . Pak ale té% mnoZina M n G, j systémem
generatortt grupy Gs,, & dostdvame opét spor s (4). .

¢) Budiz (97);_1.,..,: Systémem generdtori grupy G, Podle (6) plati pro
i =1,2, ..t

.....

gf = migs;, kder mfeM a g c®(Gs);
odtud vyplyva, Ze m] e Gy proi = 1,2, ..., t. Tedy

(M )imry2,. 0 O (Gordicrs, e
je systémem. generdtort grupy Gs,, tj. t6Z (m]); _1 ,,.. .+ je systémem genertori
grupy Gs . Pak ale M n G5 = G5, — opét spor s (4).
d) V tom ptipadé vyplyva platnost (1) ihned z c), nebot, je-li G koneéné
generované, je téz kazdy faktor G4 koneéné generovany (4 ma dokonce konei-
nou mohutnost). Specidlng tedy také pla,’m (1), je-li @ kone&ns.

Poznidmka. Snadno nahlédneme, Ze vétu mozno dokizat té% za nisleduji-
ciho piedpokladu, zobecriujiciho podminky a) .a b):

e) Oznalme ¥ tridu konjugovanych prvka.s prokem g e B(Gs) v grupé G,
deA. Necht ke kaZdé takové tHdé ¥ existuje koneony pocet proki g, e (Gy),
i=12,...,n, pro né%

gs c {g«?z}znl 2,.
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Pezome

3AMETKA K OJHOW IIPOBJIEME,
'KACAIOIIENCA IIOATPVIIII OPATTUHU

BJIACTHMUJI OJIAB (Vlastimil Dlab), Kxaproym (Cyznax)

B 3amerke siemeHTapHEIM CHOCOGOM OKAa3aHa CleNyloNIas

Teopema. ITycms G = [ [@,. ITycmv euinoaneno o0dmo us caedywowus nped-
ded
nOAO0 MCEHUIL:



‘a) G — abesesa epynna.
b) ®(G4)t) 06radaem Koneuroil cucmemoli obpasyrowgux 045 6ca%020 6 € 4.
c) G, obaadaem romeunoli cucmemol obpasyowur Oas ecakozo § e 4.

d) @ — 2pynna ¢ KOHEUHLIM LUCAOM 00PABYIOUWUL UL, 8 YACMHOCMU, KOHeY-
Has gpynna.
Tozda

D(G) = [[2(G)).

ded

Summary

NOTE ON A PROBLEM CONCERNING THE FRATTINT
SUBGROUPS

Vwoastimin Droas, Khartoum (Sudan)

In this note the following assertion is proved in an elementary way:

Theorem. Let @ = | [Gs. (G, G; are groups). Let one of the following assump-
tions be fulfilled:

a) G s abelian.

b) ®(Gs)?) is a finitely generated group for every 6 € A.

c) G is a finitely generated group for every o e 4.

d) G is a finitely generated group or, in particular, a finite group.
Then

o(G) =T]2(G).

Sed

Y} @ (H) obosmagaer noarpynny dparruuw rpynos H.
%) @(H) denotes the Frattini subgroup of a group H.
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