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Casopis pro p&stovani matematiky, ro¥. 85 (1960), Praha

O EXISTENCI JISTYCH SOUSTAV UHLOPRICEK KONVEXNIHO
MNOHOUHELNIKA

VAcrav PorLix, Brno

(Doslo dne 13. biezna 1959)

Necht p > k = 0 jsou celd &isla, jeZ nejsou soudasné obé lichd. Pak
existuje prirozené &islo N(p, k) tak, Ze pro vSechna n = N(p, k)
v kazdém konvexnim n-thelniku P, jehoz Z&dné t¥i dhlopiitky nemaji
spoleény vnitini bod, 1ze vybrat systém U p uhlopiitek tak, Ze kazdd
uUhloptitka z U se protind ve vnitinich bodech mnohodhelniks P praveé
s k dalsimi Ghloptickami z U. Prdce poddvéd konstrukei systému %
v mnohouhelnfku s dostateénym podtem vrcholit. Je polozen problém
tykajici se &fsla N(p, k). ‘

Rekneme, te mnohouhelnik P md viastnost (*), jestlize je konvexni a %4dné t¥i
uhlop#éky nemaji spoleény vniténi bod.l) Libovolnou neprézdnou mnoZinu %
dhloptidek z P nazveme konfiguract whlopitek. Rekneme, %e dvé hloptitky se
protinajt, jestlize piimky, na kterych ihlop¥idky lezi, se protnou a jestlize tento
prisedik le#{ uvnit¥ obou thlop¥idek. Rekneme, Ze konfigurace ¥ je typu (p, k),
jestliZe p, k jsou &sla celd, p > k = 0, kard Y = p a kazdé dhlopfitka z U se
protin pravé s k Ghloptidkami z . Rekneme, #e konfigurace U je typu 4,
existuje-li Ghlopfitka mnohothelnika P tak, %e protne kazdou vihlop¥idku z ¥.
Jestlize U je soudasné typu (p, k) i typu 8, pak fekneme, Ze U je typu (p, k) 6.
Na obrdzku 1 je systém U deviti Ghlop¥idek, kaZda z nich se protind se &tyfmi
daldimi. Je tedy ¥ konfiguraci dblopiiek typu (9,4). Pfitom viak neexistuje
Zadné dhlop¥i¢ka mnohothelnika P tak, aby protala viechny Ghlopfitky systé-
mu Y. Konfigurace % nenf tedy typu 4. Ze systému U lze vybrat (jak v obrazku -
naznageno) jednotlivé systémy U, je% jsou konfiguracemi hlopiidek typi po
rads (2, 0) 8, (2,0) 6, (2,1) 6, (2,1) 6, (1, 0) 6.

Na kaZdé thloptitee konfigurace typu (p, k) leZi pravé k prisetikl. Celd
konfigurace obsahuje celkem % . p . &k priseéiki. Jsou-li ¢isla p, k obg& licha,
konfigurace typu (p, k) neexistuje. MnoZina obsahujici jedinou tdhlop#itku je

1) Tyto mnohoihelniky studoval J. SEDLAGER: O soustavéich dhlopfi¢ek v konvexnim
n-thelnfku. Casopis pro péstovén{ matematiky, 81 (1956), 157—170.
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konfigurace typu (1,0). Jestlie p = 3 je liché &islo, pak neexistuje konfigurace
typu (p, 3(p — 1)) 6.

Piedchozi tvrzeni jsou ziejma kromé posledniho, které dokdZeme sporem.
Necht ¥ je konfigurace uvedeného typu. Ponévadz je typu 6, existuji vrcholy
U, V e P délici P na dvé &éasti tak, Ze kazda dhlop¥itka z U spojuje dva vrcholy
z riznych Sasti. Necht UV znadi jednu (libovolné vybranou) z téchto dvou dasti.
Tuto lomenou &aru orientujme ve
smyslu z U do V. Tim je dano uspo-
t4déni jejich vrcholt. Oznadéme U,,
V, prvni a posledni (ve smyslu této
orientace) z téch vrchold &ary UV, z
nichz vychazi alespori jedna dhlopfid-
ka z Y. Ziejmé U, + V,. Viechny
uhloptiéky z U, vychazejici z U,,
uspoiadejme ve smyslu vnitiniho dh-
lu, jehoZz ramena jsou po Fadé strana
vchazejici do U, a strana vychazejici
z U,. Oznaéme « prvni z téchto thlo-
pii¢ek. Provedme stejné usporadani
pii vrcholu ¥V, a oznadme » posledni
z téchto dhlopiidek. Necht u avse pro-
tnou. Ponévad# celkem }(p — 1) G- Obr. 1.
hloptidek (véetné v) protne u, nebude
1(p — 1) thlop¥idek z Y protinat u a tedy budou protinat v. Tedy m4 tihlopri¢ka
v celkem 3(p + 1) prisedikd, coz je spor. Necht u, v se neprotnou. Uhlop¥itek
z U riznych od v, které neprotnou u, je 3(p — 3). Tedy dhlop¥itka v nemuZe
mit (p — 1) prusedikd — spor. Ditkaz tvrzeni je ukonéen.

Rekneme, #e konfigurace U vznikla slofenim konfiguraci %,, %,, jestlize
W o Yy=0 Y=Y, v, O dvou konfiguracich U,, U, typu § ¥ekneme, Ze
jsou rovnobézné, znadime U, || Uy, jestlize A, n A, = 0, jejich sloZenim vznikne
konfigurace typu 6 a Zddn4a dhlop¥itka jedné konfigurace neprotiné thlopii¢ku
druhé konfigurace (a naopak). Na obrazku je U, || U,. O dvou konfiguracich 2,
Y, typu 8 Fekneme, %e se protinaji, znadime U, X U,, jestlize U, n A, = 0,
jejich sloZenim vznikne konfigurace typu d a kaZdé dhlop¥itka jedné konfigu-
race protne kazdou thlopfitku druhé konfigurace (a naopak). Na obrizku je
A0 X Y. ' ' '

Clének dokazuje nasledujic tvrz‘envi:

Véta. Necht p, k jsow celd &isla takovd, Ze nejsow soucasné obé lichd a p >
> k = 0. Pak v kafdém mnohovhelniku typu (*) s dostateénygm poétem vrchold
existuje konfigurace whlopiiéek typu (p, k).

Doké#éme nejdifve existenci konfiguraci pouze nékterych typa.
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Lemma. Necht platt predpoklady nast véty a necht prop > 1ljek + i(p — 1).
Pak v kazdém mnohotihelniku typu (*) s dostateénygm pobtem vrchold existuje kon-
frgurace typu (p, k) 6.

Dikaz provedeme tplnou indukef. Lemma plati zfejmé pro p = 1,2, 3.
Necht » = 2.je libovolné piirozend. ¢islo a necht lemma plati pro vSechna
p < 2n.

V mnohothelniku P typu (*) s dostateénym podétem. vrcholi zkonstruujme
konfiguraci U typu (2n, k) §: Pro k = 0 konfigurace zfejmé existuje. Pro
0 <k<m,k %+ 2(n— 1) sestrojme dvé rovnobézné konfigurace typt po fadé
(k+1,k)6a(2n —k — 1, k) 6 a jejich sloZenim obdrzime hledanou konfigu-
raci. Konfigurace (k¥ + 1, k) 6 podle indukéniho p¥edpokladu existuje, nebot
E-+1>k>0, ¢sla k 4+ 1, & nejsou soudasné obé lichéd, £ + 3((k + 1) — 1)
a k4 1< 2n RovnéZ existuje konfigurace (2n — k — 1, k) 6, nebot pro
k<mijetél 26 +1<2natedy 2n —k—1>2k+1—Fk—1==F obé
disla 2n — k — 1, k nejsou soudasnd ob& liché, pro k + 2(n — 1) plati £ +
+ 3((2n — k — 1) — 1) a koneén& 2n — k — 1 < 2n. Tedy téz druhé konfigu-
race existuje. Uvedené dvé konfigurace sestrojime tak, aby byly rovnobéiné
a aby existovala dhlopfi¢ka mnohodhelnika P tak, Ze protne kazdou thlopiicku
z obou uvedenych konfiguraci (p¥i dostateéném. podtu vrcholi. sestrojeni tako-
vych konfiguraci Ize provést). Obdriime tak celkem (& + 1) + (2n — k — 1) =
= 2n thloptidek, kazdd z nich se protind s £ dal§imi. Obdrzeli jsme zfejmé
konfiguraci typu (2n, k) 6. Pro k = 2(n — 1) (jestliZe jde o celé &islo) sestrojme
konfiguraci Y sloZzenim dvou rovmobéZnych konfiguraci typh (k + 2,%) 4,
(2n —k — 2,k) 6 (JestliZe je k = Z(n — 1) &islo celé, je oviem sudé. Ziejms
k+2>k 2n—k—2=2n—%n—1)—2=%(n—1)=2k >k, déle
srejmé je b+ 3(k+2) — 1) =3k + 4, & + 3((2n — &k — 2) — 1) = 3(2k —
— 1), nebot k je &islo sudé a obé &isla na pravé strané nejsou celd. Koneéné plati
k+2=2%n—1)+2=212n + 4) < 2n (vdisledku n = 2) a déle nerovnost
2n —k —2 < 2n. Pro n <k <2n, k + $(4n — 1) slozme konfiguraci U ze
dvou protinajicich se konfiguraci typu (k, 2k — 2n) d, (2n — k, 0) 6 (Ponévadz
2n>k=n,jek> 2k — 2n = 0arowndi 2n — k > 0. Cislo 2k — 2n je sudé.
Déle plati 2k — 2n + 4(k — 1) pro k& + 3(4n — 1). KaZd4 z obou konfiguraci
ma mensf podet ihloptidek nez 2n. Tedy indukéni pfedpoklady jsou splnény
a obé konfigurace existuji. Pii dostateéném poétu vrcholl lze obé konfigurace
zkonstruovat ziejmé tak, aby se tyto konfigurace protinaly a jejich sloZenim
vznikla konfigurace typu 8. SloZens konfigurace mé celkem % + (2n — k) = 2n
thlopiitek. Na kazdé uhlopfidce prvni konfigurace leZi celkem (2k — 2n) +
+ (2n — k) = kpriseéikd, na kazdé ihlopiitce druhé konfiguracelezi 0 + k =
= k prisetiki. Jde tedy opravdu o typ (2n, k) 8. Pro k = 3(4n — 1), jde-li
o celé ¢&islo, slozme dvé protinajici se konfigurace typt (k — 1, 2k — 2n — 1) 6,
(2n —k +1,1)6 (Aby k bylo celé éislo, musi byt n = 4. Potom zfejmé
E—1<=Xdn—1)—1=21(4n—4)> ;20 —5)=2k—2n—1,2n —k +

72



+ 1 =3(2n + 4) > 1. Jestlize k je celé &islo, je to &islo liché. Pak obé& ¢isla
k—1i2n—k + 1jsousudd. Dile z¥ejmé 2k — 2n — 1 %= 3((k — 1) — 1) a
1+ 4(2n—k+1)—1).Rovnéiplatik — 1 =2n — 5 < 2n,2n —k + 1 =
= 1(2n + 4) < 2n. Tedy obé& konfigurace podle indukénich piedpokladi lze
sestrojit. Ponévadz kazdsd dhlopiika jedné konfigurace se protind s kaidou
uihloptitkou druhé konfigurace, bude na kaZdé dhlop¥iéce prvni konligurace
celkem. (2k — 2n — 1) 4+ (2n — k + 1) = k prisedika a na kazdé Ghlopiitce
druhé konfigurace celkem 1 4 (kK — 1) = k prusediku. Podet viech uvaZova-
nych thlopridek bude (kK — 1) + (2n — &k + 1) = 2n. Tim mame piipad
p = 2n vyleSen.

Sestrojme nyni v mnohothelniku P konfigurace typu (2n + 1, k) é prosudé &:
Opét piipad k = 0 je zlejmy. Pro 0 < k < n sloZme dvé rovnobézné konfigu-
race typt (£ + 1, k) 6, (2n — k, k)6 (Plati k + 1>k, 2n — k> 2k — k= 1k.
Déle ziejmé je &k + (kA + 1) — 1) a ponévadZ je k &islo sudé, je téz k +
+ 4((2n — k) — 1). Ponévadz 0 <k <m, je 3k +31<m, tj. E+1<2n
a zi'ejmé téZ 2n — k < 2n. Tedy uvedené konfigurace podle indukéniho pited-
pokladu skutedné existuji. Pro n < k < 2n slozme dvé protinajici se konfigu-
race typu (k, 2k — 2n — 1) 5, 2n — k + 1,0) 6 (Plati 2k — 2n — 1 < 2k —
—k—1=Fk— 1<k PonévadZ k je &islo sudé, nemohou byt obé &isla £,
2k — 2n — 1 soudasné obé lichd. Dale je ziejmé 2k — 2n — 1 =+ (k — 1),
nebot k je sudé. Koneéné ziejmé k < 2n + 1 a 2n — k + 1 < 2n + 1. Uve-
dené konfigurace tedy existuji. Pripad ¥ = n nemusime vySeti¥ovat, nebot
(jak bylo v pozndmece jiz dokazdno) konfigurace tohoto typu neexistuje. Tim.
méme piipad p = 2n + 1 vyfefen. Lemma je dokazino.

Uvedené lemma dokazuje nadi vétu jen zdasti. Zbyvé zkonstruovat kon-
figurace typu (4n -+ 1, 2n) pro vSechna prfirozensd n (kaZdou konfiguraci kon-
struujme v mnohothelniku typu (*) s dostatednym podtem vrcholi). To se vak
na zékladé naseho lemmatu snadno podaii. Stadi uvazit, Ze je mozno zkonstruo-
vat 5 konfiguraci ¥; (1 = 1, 2, 3, 4, 5) typa po ¥adé (n, 0) 6, (n, 0) 6, (n,n —
—1)6, (n,n — 1) 6, (1, 0) & tak, Ze plati A; X Wy, Uy X Uy, Wy X s, Us X U,
Wy X Uy, Uy || Uy Uy || Uso Ua || Ys, Yo || Us, Ys || Y, (viz obrazek). Nafe véta je
dokazana.

Problém. K danym éislam p, k nalézt nejmensi éislo » tak, aby v n-thelniku
vlastnosti (*) existovala konfigurace typu (p, k). Bylo by zajimavé studovat
konfigurace na jejich minimélnich mnohouhelnicich.
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O CYIIECTBOBAHUMU HEKOTOPHIX CUCTEM JIUATOHAJIEN
BBITTYRJIOIO MHOTI'OYT'OJIbHUKA

BAIUJIAB IIOJIAK (Véclav Polék), Bpro

IIyers p >k = 0 — mneusle dmcia, He OJHOBPEMEHHO HeveTHbic. Torma
-CYIecTByeT HarypaibHoe ducio N(p, k) Taxoe, uro mus Bcex n = N(p, k)
B KaUKIOM BEIIYKIIOM 7~-yroJbHEKE P, B KOTOPOM HEKaKHe TPM ero XHarOHAaIH
He EMEOT 06L[yl0 BHYTPEHHIOH TOYKY, MOMKHO IOCTPOMTH cucreMy U p Hua-
roHaJIed TaK, YTo Kaskfaad AUaroHans u3 U mepecexaeT BO BHYTPCHHUX TOYKaX
‘MHOTOYroTbHEKA P Touno k& mmaronameit us Y. B craThe mokazaHa KOHCTPYRIUA

- cucremsl Y. IIpo6aema passickaHusa HuMKHeH rpasn yucesn N(p, k) nuid HaHBEBIX
P, k [0 cuX mOp OTKpHITA.

ON THE EXISTENCE OF CERTAIN SYSTEMS
OF DIAGONALS IN CONVEX POLYGONS

VAcrav Porix, Brno

Let p > k = 0 be two integers not simultaneously odd. Then there exists
a positive integer N(p, k) such that for all integers n = N(p, k) in every con-
vex n-gon P, no three diagonals of which have a common interior point, there
exists a set ¥ of the diagonals with the following property: Every diagonal
of ¥ is intersected by exactly k other diagonals of U and card ¥ = p. The
construction of ¥ is given. The problem of finding the lest number N(p, k) with
given p and % remains open. \
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