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Casopis pro p&stovini matematiky, ro¥. 91 (1966), Praha

KORESPONDENCIA SMEROV DOTYKOVEHO A NORMALOVEHO
PRIESTORU VARIETY 7', V E,

MiLAN HEINY, Bratislava
(Doglo dita 5. maja 1965)

Nech je dand varieta ¥, v E,: M = M(u', ..., u*), kde (v, ..., u*) je bod redlnej,
k-rozmernej oblasti parametrov. Nech je M reguldrny bod variety ¥",. Dotykovy
a normdlovy priestor variety v bode M ozna¢ime v danom poradi 7 (M) a #(M).
Potom dim J = k, dim A" = h = n — k. Priestory J a 4 su totdlne ortogondlne
a preto je mozné volif sprievodny ortonormdlny repér variety ¥”, tak, aby bolo

(1) T: {M;e,,....e} A {(M;epq,....e,}.

Aby sme mohli vyuZit §pecidlnej voIby repéru, danej podmienkami (1), zavedieme
ndsledujiice oznadenie

€ € +1

€k / kn € Jhn
a dalej
1= (0 ...,y v=(0""" .., 0" ©=(%V),.
Indexy, pripisané k pravému dolnému okraju matice znacia v danom poradi pocet

riadkov a podet stipcov danej matice.
Rovnice §truktiry priestoru E, budeme pisat v maticovom tvare

)] dM = eE
dE = QE
Q +Q =0,

pri¢om diarka, pripisand k pravému hornému rohu symbolu matice znadi operdtor
transponovania matice. Podmienky integrability maji potom tvar

(3 do =0 A Q
Q=010
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kde symbol pfaffovského ndsobenia A, je zrejmym spésobom aplikovany i na sudin
matic. -

Maticu Q rozdelime na 4 polia takto:

ﬂ = H q’ >
¥ Z/m
kde Hkk, Qk}p ‘l’hka Ehh'

Pomocou uvedeného oznalenia je mozné prepisat rovnice (2) v tvare

@)  dM =1T +WN
dT =IT + ®N
dN = ¥T + N
N+II'=0, T+X =0, ®+¥ =0
a podmienky integrability v tvare
(3) dt =t AII+v A Y
dv =1t A®P+v AZ

dI=TIATI + ®AY
dD =TIA® + PAZ
d¥ =Y AT+ Z A Y
dE =Y AO®+I AX

PouZijeme teraz $pecializdciu repéru, ktord je dand podmienkami (1) — tj. prejde-
me od repéru nultého rddu k repéru prvého radu. Pretoze dM € 7, vyplyva z (1)

v=0 atedaaj dv=0.

Dosadme tieto vzfahy do druhej z rovnic (3') a na obdrZand rovnicu

TAD=0
aplikujme Cartanovu lemu. Tak dostaneme maticovii rovnicu
@) ® = (A7';...; AY))
1 h
kde
A .., A
1 h

st $tvorcové symetrické matice stupiia k. Prvky tychto matic st redlne &isla, resp.
funkcie.

Na ploche v E; je moZné definovat krivoznaéné &iary ako krivky, ktorych normd-
lovd (normdla vzhladom k ploche!) priamkové plocha je rozvinutelnd. Pokusime sa
o zovieobecnenie takto zavedenych vyzna&nych &iar plochy na variety ¥, v E,.
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Nech I' = R = R(f) je krivka na variete ¥;. Hladajme obdlky jednoparametric-
kého systému normidlovych priestorov A7(t). Normdlovd obdlka, ako hladané
krivky strutne nazveme, bude uréend dvoma geometrickymi poZiadavkami:

1) X(f)eH(r)
2) dX=0modey,...,€,.
Stradnice vektoru x = X — M v bdze e, ..., €, 0znaéme
x = (x' .., X"y

Horeuvedené poZziadavky zapiSeme v tvare

(5) . X =M + xN
dX = 0mod J .

Diferencovanim prvej z rovnic (5) a uZitim (2') bude
dX = (t + x¥). T + (dx + xZ)N,
z &oho, pouzitim druhej z rovnic (5) obdrZime
| t+x¥=0.

Tito rovnicu je mozné dalej upravif pouZitim poslednej z rovnic (2) a vzfahu (4)
na tvar

TA
t

x| :] —1=0
TA

h | hk

odkial po meusej tiprave dostdvame kone&ny tvar
(6) x'A+ ...+ x"A-1)=0,
1 ' h

kde I je jednotkovd matica stupiia k.

Na maticovii rovnicu (6) je mozné hladiet ako na siistavu k homogennych rovnic

o k nezndmych @', ..., @*. Nutnd a postatujica podmienka pse existenciu netri-
vidlneho riefenia je anulovanie determinantu sustavy, tj.

(™ |*'A+ ...+ x*A-1|=0.
’ 1 h
Rovnica (7) je rovnicou k-teho stupiia pre h siradnic bodu X. Odtial vyplyva
Veta 1. MnoZina bodov dotyku pevného normdlového priestoru /(M) a normdlo-
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vych obdlok, tvori v priestore N algebraicki nadplochu n(M) stupria k. Bod M sdm
pritom na nadploche n(M) neleZi.

V daliom ukdZeme, Ze rovnica (6) indukuje kore§pondenciu smerov priestorov
7 (M) a #(M). Nech Q je bod nadplochy n(M) a nech

Q=M+ qlegy; + ... + g,

Ak do rovnice (6) dosadime za vektor x horeuvedeny vektor g, potom takto vznikld
maticovd rovnica bude matf aspofi jedno netrividlne rieSenie. VSetky rieSenia
vytvoria linedrny priestor, ktorého dimenzia je rovnd defektu matice

(qlA + vee + qhhA - I)kk‘
1

Rovnica (6) indukuje takto kore$pondenciu medzi bodmi nadplochy n(M) a istymi
linedrnymi podpriestormi vektorového priestoru J. Tuto kore$pondenciu oznaci-
me 8. Symbolom $(Q) budeme znagit ten linedrny podpriestor v 7, ktory odpovedd
v kore§pondencii & bodu Q € n(M).

Lema. Nech Q,, Q, si dva rézne body nadplochy m(M), ktoré lefia na priamke
idiicej bodom M. Potom linedrne priestory 8(Q,) a K(Q,) su ortogondlne. (Samo-
zrejme, Ze nie nutne totdlne ortogondlne.) . '

Dokaz. Nech 6, 8(Q;) a q; = Q; — M pre i = 1,2. Potom je podla pred-
pokladu q, = Aq,. Z rovnice (6) vyplyva

cl(qi? + ..+ q';zh& -)=0

cz(qézlﬂ + ...+ qg;& -)=0
a dalej

cl(q}jk +...+ q'{zh&) = o,

o-z(qézl& + ..+ q';?) =o,l.

Poslednt rovnicu m6Zeme, vzhladom na symetriu matic A pisat v ndsledujicom tvare
(43A + ... 45A) 0} = Io} .
1 h
PouZitim uvedenych vzfahov dostdvame postupné rovnosti
6,0, = o,do;, = cl(qii\ + ...+ q'z'z:) o), =

= Jo,(qiA + ... + 4%A) 6} = Ae,lo} = loy0; .
1 h
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PretoZe sii body Qi @ Q; podra predpokladu rdzne, je A + 1, a preto

Gl-ﬂlz=0,

*

&iZe smery o4 a 6, U na seba kolmé, &o sme cheeli dokdzat.

Veta 2. Nech je v pfiestore A (M) dand takd priamka p idica bodom M, ktord
pretne nadplochu n(M) v k réznych bodoch Qy, ..., Q. Potom priestory K(Q,), ...,
R(Q,) su: jednorozmerné a navzdjom kolmé.

D 6kaz. Ortogonalita priestorov $(Q;), popisand v texte vety, je zarudend lemmou.
Zo zrejmych nerovnosti

dimKQ) 21, i=1,..k

dim 8(Q,) + -.. + dim 8(Q,) < k
vyplyva
dim K(Q,) = ... = dim &(Q,) = 1.

Nech n je vektor priestoru 4. Predpokladajme ,,reguldrny* pripad, Ze plocha n(M)
sa nerozpadd. Potom priamka urfend bodom M a vektorom n (s vynimkou niekol-
kych ,,singuldrnych® smerov n), pretina plochu 7(M) v k réznych bodoch. Kazdému
z tychto odpovedd podla poslednej vety k vzdjomne ortogondlnych smerov priesto-
ru 7. Tak dostivame koreSpondenciu jedno-k-zna¢nti medzi smermi priestorov 7~
a A . Ozna¥me tito koreSpondenciu £. Potom £(n) predstavuje k navzdjom kolmych
smerov, tj. jednorozmernych podpriestorov v 4. Tuto koreSpondenciu je mozZné
vyuZit pri kanonizdcii repéru. Stadi totiZto ndjst invariantny smer v normdlovom
priestore a pomocou kore§pondencie £ ziskame hned ortogondlnu bdzu priesto-
ru . Singularitami a presnej§ou algebraickou $trukturou kore$pondencie € sa tu
nebudeme zaoberat.

Nepresne povedané: skoro kazdému smeru priestoru .4~ prislu$i k smerov priesto-
ru J v kore$pondencii 8. PoloZme opadnu otdzku: Je moZné ku kazdému smeru
priestoru J ndjst smer v priestore 4/ tak, aby tieto boli v uvedenej kore§pondencii?
Strugnejsie je moZné napisat tuto otdzku symbolicky takto: &(A4") L 7.

Z konstrukcie kore§pondencie & a potom £ vyplyva:

dim &) S dim AV = h.
PretoZe je viak dim J = k, plati

Veta 3. Ak je k > h, potom mno%ina &(A') je kuZelovd varieta priestoru I .
Vrchol uvedenej kuZelovej variety je bod M, .jej dimenzia menSia alebo rovnd
Gislu h.

Uvedent vetu by bolo moZné zosilnit. VyZadovalo by to daliie algebraické §tudium
koreSpondencii & a 2.
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Zéverom uvedieme aspofi struéne jeden priklad: k = 2, n = 4. Nadplocha n(M)
je zrejme kuZelosekou. Ak zapiSeme rovnice (4) v tvare

0} = aw' + bo?, o} = Aw' + Bo?,
o} = bo' + co’, w} = Bo' + Cw?,

potom matica kuZelose€ky n(M) bude mat tvar

ac — b? }(aC + Ac) — bB —}(a + ¢)
}(aC + Ac) — BB AC — B —}4 + )
—¥(a + ¢) 34+ C) 1

Bez velkej ndmahy si méze Citatel dokdzaf rozborom uvedenej matice nasledujice
faktd: 1) KuZelose¢ka n(M) je vZdy redlna. 2) Ak n(M) degeneruje na dvojndsobne
pogitant priamku, tak ¥, je vnoriteInd do Ej. 3) Ak je priamka, na ktord degene-
ruje ©(M), nevlastnd, tak ¥", je rovina. 4) Ak n(M) degeneruje na dve réznobezky
a ich priesednik leZi na priamke {M, e,}, tak A = C, B = 0 a reciproké hodnoty
gisiel a, ¢, A st rovné tsekom, ktoré utinaju priamky a(M) na osiach. Pritom sme
uZili $pecializdcie £(e;) = {ey, e,}, o implikuje b = 0. 5) KuZelosetka n(M) je re-
guldrna prave vtedy, ked determinant

ba-c
BA-C

je rézny od nuly a stredovd potom prave vtedy, ked plati

2

ab
AB

bc
BC

ac
AC

V tomto pripade moZeme volif bdzu v 4" tak, aby stred kuZelosecky leZzal na priamke
{M, e;} resp. {M, e,}. Na Specializdcii repéru sa to odrazi platnostou vztahu a + ¢ =
= 0, resp. A + C = 0. Ak naviac poloZzime £(e;) = {e,, e,}, resp. £(e) = {e;, e,},
bude aj b = 0, resp. B = 0.

Adresa autora: Bratislava, Smeralova 2b (Prirodovedecka fakulta UK).
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Pe3romMme

COOTBETCTBUE HAITPABJIEHUU KACATEJIBHOI'O
N HOPMAJIBHOI'O ITPOCTPAHCTB MHOI'OOBPA3HA ¥, B E,

MWJIAH I'EMHBI (Milan Hejny), Bpatuciasa

IIyctes B n-mMepHOM 3BKJIMAOBOM mpocTpaHcTse E, naHo MHoroobpasue ¥, pas-
MepHocTH k. Uepes 7 (M) u A (M) 0603HaunM KacateabHOE M HOPMAJIbHOE MPO-
CTPaHCTBO MHOroo6pa3us ¥, B peryispHoii Touke M. [Tosb3ysce orudaroieii moi-
XOJALIETO OOHONapPaMETPUYECKOTO CEMEHCTBA HOPMAJIBHBIX MPOCTPAHCTB CTPOUM
anreGpandecKyro rHIEPIOBEPXHOCTH 7t mpocTparcTBa A (M) (cm. 7). Mexay Touka-
M X THIIEPIOBEPXHOCTH Tt U HEKOTOPHIMU BEKTOPaMH 7 IpocTpancTsa J (M) onpe-
nensiem 1-1 coorseTcTBHE K (CM. 6). VI3 cooTBeTCTBUSA | MOJIyYMM IPYroe COOTBET-
cTBHe £ BEKTOPHBIX MPOCTpaHcTB J H A (B ciydae 2k < n) WM BEKTOPHOTO TpO-
CTPAaHCTBA 4 M KOHHYECKOTO MHOT00Gpa3us (C BepIIHHOH B TOYKe M), TIOTpyXKeH-
HOTO B mpocTpaHcTBo J (B ciydae 2k > n). Bekropy me A4 B cooTBeTCcTBMH £
OTBeYaeT k B3aMMHO OPTOTOHAJBHBIX BEKTOPOB. Teopusi MpOWJUIIOCTPMPOBAHA HA
npumepe ¥, < E,.

Summary

CORRESPONDENCE BETWEEN TANGENT AND NORMAL SPACES
OF v, IN E,

MiLaN HEINY, Bratislava

Let ¥, be a k-dimensional manifold in an E,. Denote the tangent and the normal
spaces of 7", at an ordinary point M by (M) and 4 (M) respectively. Using
envelopes of fitting one-parameter families of the normal spaces .#° we obtain, in
each ordinary space .#'(M), an algebraic hypersurface z of degree k (see 7). Between
the points X of = and some vectors © of (M), there is constructed a one-to-one
correspondence R (see 6). From the correspondence & we obtain another correspon-
dence @ between the vector spaces J and A (in case 2k < n), or between the vector
space 4" and some conic (with M as vertex) in 7 (in case 2k > n). Under the
mapping £, one vector n € A4 corresponds to k vectors orthogonal to each other.
The theory is illustrated on the example of ¥, < E,.
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