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Casopis pro p&stovini matematiky, ro¥. M (1966), Praha

SYSTEMY S VLASTNOSTI «

NADEZDA PoLAKOVA, Brno
(Doslo dne 2. ¢ervna 1965)

Rekneme, Ze systém " 2k konvexnich n-dimensiondlnich oblasti v E, (bud' vesmés
otevfenych nebo vesmés uzavienych) md vlastnost «, jestliZe systém ¢ lze rozloZit
na dva disjunktni uspofddané podsystémy 2¢”, " o k oblastech tak, Ze pro i’, j' e A",
i",j" e A" (i-tou oblast v " resp. " zna&ime i’ resp. i), i’ % j', i" + j" je

a)i'nj =0,i"nj"=0, B)i'nj"+0, c)i'ni"=90.

Bud v, maximalni &islo k s touto vlastnosti. -

Systém " budeme v ndsledujicich uvahdch vybirat z riznych tfid. Nejdfive si
viimneme t¥idy o otevienych n-dimensiondlnich krychli (n-krychli) s navzdjem rovno-
b&nymi st€nami ((n — 1)-dim.). Plati ndsledujici tvrzeni.

Véta 1. Je-li A" systém otevienych n-krychli s navzdjem rovnobéZnymi sténami
vE(n=1), jev,=2,v,=4,v3=25 a pro n 24 plati nerovnost 2(n — 1) <
<v, <2771+ 1. ‘

Pro n =1 je véta zfejmd, pro n = 2 plyne bezprostfedné z ndsledujicich &tyf
lemmat a pfiklada 1,2.

Budeme pfedpoklddat, Ze n-krychle maji hrany vesmés rovnobé&Zné se soufadnymi
osami. Nechf na n-krychli je ddn graf takovy, e mnoZina jeho vrcholil resp. hran je
podmnoZinou mnoZiny vrcholti resp. hran n-krychle a hrana grafu spojuje dva
vrcholy prdavé tehdy, kdyZz jsou koncovymi vrcholy téZe hrany n-krychle. Systém
k < n hran grafu nazveme vyznaénym, nejsou-li Zddné dv& hrany tohoto systému
rovnob&Zné s touz soufadnou osou. Pod slovem graf budeme v ndsledujicim rozumét
pouze graf takto definovany.

Lemma 1. Pro n = 2 obsahuje graf na n-krychli K o 2"~ ! + 1 vrcholech vyznac-
ny systém o aspori n hrandch a pro n = 3 existuje v tomto grafu vrchol X takovy,
Ze nendleZi 2ddné z hran vyznacného systému.

Diikaz Gplnou indukci pro n. Pro n = 2 lemma plati. Necht tedy plati pro viechna
2 £ m < n. Budte IT;II' dv& prot&jsi stény n-krychle K. Jedna z (n — 1)-krychli
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I1,IT’, Yfekn&me II, obsahuje aspoit 2"~2 + 1 vrcholi grafu. Podle indukéniho pied-
pokladu na této (n — 1)-krychli IT existuje vyzna&ny systém o n — 1 hrandch.
PondvadZ uvaZovanych vrchold je o jeden vice neZ je vrchold (n — 1)-krychle I7,

existuji dva vrchBly A, A’ grafu tak, e Aell, A’ eIl’ a AA’ je hranou grafu. Tato
hrana je n-tou hranou vyznag-
ného systému. Zbytek tvrzeni
pro n = 4 plyne z nerovnosti
21 4 1>2n pro n=3
mohou nastat pouze p¥ipady
na obr. 1, kde se snadno hle-
dany vrchol X nalezne.
Obr. 1 Lemma 2. Necht K,, K,
jsou dvé razné n-krychle
s navzdjem rovnobéfnymi sténami, které maji spolecné nejvyse body hranice. Pak
existuje aspori jedna sténa n-krychle K, tak, e nadrovina ji prochdzejici oddéluje
vnitFky danych n-krychli.

Dikaz indukci pro n zfejmy.

* Lemma 3. Budte K, K, dvé n-krychle s navzdjem rovnobéZnymi sténami. Md-li K
délku hrany mensi nebo rovnou délce hrany n-krychle K, a int K; nint K, % 0,
pak pro aspori jeden vrchol n-krychle K, existuje n-okoli O, pro né# plati O N
nkK, cK,.

Diikaz uplnou indukci. Pro n = 2 je lemma zfejmé. Necht n = 3 a lemma plati
pro vechna 2 £ m < n. Budte K,, K, dv& n-krychle s uvedenymi vlastnostmi.
Jelli K; = K,, lemma zfejmé& plati. Necht tento pfipad nenastane. Pak existuje
sténa n-krychle K, tak, Ze nadrovina g ji prochdzejici rozd&luje int K, na dvé disjunkt-
ni neprézdné &dsti (dikkaz sporem zfejmy). L, = K; ng, L, = K, n ¢ jsou pak
(n — 1)krychle, které jsou zdrovefi primétem n-krychli K,, K, do nadroviny ¢
ve sméru k ni kolmém. Tedy je int L, n int L, # . Podle indukéniho pfedpokladu
existuje aspoti jeden vrchol A (n — 1)-krychle L, takovy, Ze existuje (n — 1)-okoli O’
vrcholu A4 tak, Ze O’ n L, = L,. Bud [ ta &dst hrany n-krychle K, na niZ lezi vrchol 4,
kterd leZi ve stejném poloprostoru uréeném nadrovinou ¢ jako K,. Je zfejmé, Ze
l =« K, n K,. Koncovy bod X + A asecky I je vrcholem n-krychle K ;. Pak libovolné
n-okoli O vrcholu X, pro n&Z O n K, = 0" x I, je hledanym n-okolim.

Lemma 4. Neexistuje systém A = A" U A" 0 2(2"~" + 2) otevFenych n-krychli
v E,,(n > 2) s navzdjem rovnobéinymi sténami s vlastnosti a, neexistuje 2.5 ¢tvercii
s vlastnosti a v E,.

Diikaz. Nechf pro n > 2 takovy systém existuje. Oznaéme K’ ten podsystém, |
ve kterém existuje n-krychle, oznaéme ji 1’, s nejkratdi hranou. Podle lemmatu 3
kazdd z n-krychli 2, ..., (2*"! + 2)” € " obsahuje aspoti jeden vrchol n-krychle 1’
a kaZdy z uvaZovanych vrcholil n-krychle 1’ ndleZf pravé do jedné z t&hto n-krychli.
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Uvazujme o grafu na n-krychli 1’, jehoZ vrcholy jsou prdvé ty vrcholy n-krychle,
které ndleZi do n&které z.n-krychli 2, ..., (2""! + 2)"; pfitom z mnoZiny vrchold,
které ndlezi vidy jedné z téchto n-krychli, vybereme po jednom representantu.
Té&hto vrchold je prévé 2"~ ! + 1. Dva vrcholy spojme hranou, ndleZi-li téZe hran&
n-krychle 1. Podle lemmatu 1 existuje v tomto grafu vyzna¢ny systém o n hrandch
a vrchol X, ktery nendlezi Zddné z hran tohoto systému. Krychli z " pf¥islu$nou
vrcholu X oznaéme 2”. Podle lemmatu 2 k n-krychli 2’ existuje st€na n-krychle 1’
takovd, Ze nadrovina g ji prochdzejici oddéluje ob& n-krychle. Viechny zbylé n-krychle
(vyjma 17, 2") systému %", specidlng ty, které odpovidaji vrcholiim vyzna&ného systé-
mu, musi mit neprdzdny prinik s n-krychlemi 1’, 2’ a tedy i neprdzdny prinik s nad-
rovinou g. PonévadzZ ale mnoZina v§ech vrchold viech hran vyznaéného systému neni
podmnoZinou Zddného (n — 1)-dimensiondlniho prostoru, neexistuje Zddnd st&na
n-krychle 1’ tak, Ze nadrovina ji prochdzejici md neprdzdny priinik se v§emi n-krychle-
mi systému ™" pfisluSnymi vrcholim viech hran vyzna&ného systému. (Necht
takovd sté€na existuje. Ve vyzna&ném systému existuje hrana AB, kterd je kolmd
k této sté€n& a jejiz jeden vrchol A v této st&né& lezi. Ziejm& n-krychle z ™", kterd
pfisludi vrcholu B, md s nadrovinou jdouci touto sténou prazdny pramik.) To je spor
s ptedchozim vysledkem.

Pro n = 2 je diikaz zcela analogicky: Na étverci o nejkrat$i hrané sestrojme graf
stejné jako nahofe. Ze &tyf vrcholl lze jakykoliv odstranit a zbylé vrcholy patfi
vyznaénému systému hran. Zbytek dikazu zlistdvd doslova stejny. ‘

Priklad 1. Bud K oteviend n-krychle v E,, n = 3 s délkou hrany 2, jejiZ stied
lezi v pocddtku soustavy soufadné a sté€ny jsou rovnob&Zné se soufadnicovymi nad-
rovinami. Bud II;, j =1,...,n resp. j =n + 1,...,2n sténa n-krychle K, jezZ je
profata kladnou resp. zdpornou poloosou x; resp. —x;_, KaZdé st€n& IT;, j =
=1,...,n pfitadme mnohohran O; + e;, kde O; je ortant urfeny poloosami
X1y X2y ooy X(—Xj41)s +ous Xy, PFiCEMZ X,4, = X, a e; je jednotkovy vektor vychdze-
jici z potdtku ve sméru osy x;. KaZzdé st€n€ IT; j = n + 1, ..., 2n pfifadme mnoho-
hran P;_, — e;_,, kde P;_, je ortant opaény k O;_,.

Sestrojme systém 2.2n (n + 1)-krychli v E,.; ndsledujicim zpisobem: UvaZujme
o n-dimensiondlnich otevfenych n-krychlich L, i = 1, ..., 2n takovych, Ze L; o K
a sténa II; n-krychle K je vlastni &dsti st€ény n-krychle L, Ddlebud L}, i = 1, ..., 2n
takovd n-krychle vhodné délky hrany, Ze L; < O; + ¢; proi=1,..,n a L c
<P;_,—e_,proi=n+1,...,2n a jeden vrchol n-krychle L; je prdvé& vrchol
mnohohranu O; + e; resp. P,_, — e;_,. Bud p pfimka kolmd k uvaZovanému
n-dimensiondlnimu prostoru jdouci po&itkem (osa (n + 1)-ni dimense) a na ni systém
2n navzdjem disjunktnich otevienych tusefek I;, jejichZ délky jsou postupn& rovny
délkdm hran n-krychli L, i = 1,...,2n. Utvofme (n + 1)-krychle K, = L, x I,
pro i =1,...,2n. Ty jsou navzdjem disjunktni a tvofi jeden podsystém (n + 1)-
krychli hledaného systému. Na p¥imce p ddle zvolme otevfenou tusetku I’ tak, Ze
I'~l;+ 0 pro viechna i =1,...,2n. Za délku hran n-krychli L}, i =1,...,2n
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volme délku use¥ky I'.Pak K; = L; x I', i = 1, ..., 2n je druhy podsystém (n + 1)-
krychli. Snadno se ovéHi, Ze {K,;} u {Ki} i = 1, ..., 2n md vlastnost a.

Z lemmatu 4 plyne, %e v, < 4, v; < 5. Ze mohou nastat rovnosti, ukazuje nésle-
dujicf ptiklad 2.°(Viz obr. 2. Pfiklad systému krychli v prostoru je zobrazen v promi-
tdnf na dv& primétny, ptiklad v roving ziskdme na obr. 2a vynechdnim &tverci 5, 5”.)
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Obr. 2a. ) Obr. 2b.

Priklad 2. St&ny krychli jsou rovnob&Zné se soufadnymi rovinami. Kazdd krychle
je uréena soufadnicemi levého dolniho pfedniho vrcholu a délkou hrany:

1: {[-2,3,0]; 4} 1": {[-6, —18, —6]; 12}
2': {[-19, -8, —4]; 16} 2": {[1, —4, —7]; 8}

3: {[-2, —7,0];4} 3": {[-6, 6, —6]; 12}
4': {[3, —8, —4]; 16} 4" {[-9, —4, —7]; 8}
5": {[-10, —10, —24]; 20} 5" {[—4, —4,3];8}

Poznimka 1. Cislo v, zlstdvd stejné, je-li A systém uzavienych n-krychli v E,
s navzdjem rovnob&Znymi sténami. Dikaz. Necht A" je systém uzavienych n-krychli
v E, s vlastnosti « takovy, Ze pfislusny systém otevienych n-krychli vlastnost a nema.
Ke kaZdé n-krychli ke o sestrojme novou n-krychli k, tak, Ze stény obou jsou
navzdjem rovnob&Zné a k leZi celd uvnitf k,. Pfitom délku hrany n-krychle k; volme
tak, aby nové vznikly systém mél vlastnosti a), b), ¢). (To vZdy lze, nebot systém je
koneny.) Vnitfky nov& vzniklych n-krychli tvofi systém s vlastnosti « o stejném
podtu prvki. Stejn& tak vhodnym nepatrnym ,,zmen$enim‘ otevienych n-krychli
s vlastnosti o vznikne systém uzavienych n-krychli o téZe vlastnosti. Odtud plyne
tvrzeni.

Neklademe-li na oblasti Zddnou podminku kromé konvexity, existuje pro libovolné
pfirozené k 2 2 systém X = A’ U X" o 2k oblastech v E, takovy, Ze kaZdd oblast
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ze systému " je dokonce stfedové symetrickd k oblasti, kterd ji odpovidd v ¢
(podle téhoZ stfedu), jak ukazuje ndsledujici pfiklad uloZeni dsefek. Sta¢i pak sestro-
jit napf. ortotopy v E, takto: Jednim z koncovych bodi kazdé z usefek daného

systému vedme (n — 1)-dimensiondlni prostor kolmy na tuto tise¢ku a v ném zvolme
(n — 1)-dimensiondlni n-krychle o dostaten& malé délce hrany tak, Ze jeji stied je
prdv& uvazovany koncovy bod tseky. Kartézsky soudin usetky a (n — 1)-krychle
je ortotop v E,. °

Piiklad 3. Bud k libovolné pfirozené &islo =2. V roviné€ bud ddn ¢tverec se stfedem
v bodé O a vrcholy 4, B, C, D (obr. 3). Usetku AB nepatrné prodluZme v obou
jejich smérech a nové vzniklou tise¢ku oznaéme 1”. Usetku BC nepatrnd posuiime
po pfimce ji prochdzejici v polorovin€ uréené pfimkou AB a bodem O tak, aby
vznikld usedka 2” byla disjunktni s 1”. Piislu§né tseCky k nim stfedové soumérné
podle O oznaéme 1’,2". Bud Y} libovolny vnitini bod usétky AB a Ty vnitini bod
tisetky BC, ktery je soudasné bodem usetky 2”. Bud 3(?17; polopfimka obsahujici
polopfimku 7—},—)’_’; takovd, Ze X3 + T; je vhodng blizko bodu T3, X% Y'Z polopfimka
k ni soumérnd podle 0. Koncovym bodem usedky 2" (posunuty bod B) vedme rovno-
bézku s ptimkou Y;X} a jeji priisetik s usetkou AB oznagme E. Bud Y, libovolny
vniténi bod usetky Y4E a T, vnitini bod uselky BT, takovy, Ze ostry tihel, ktery svird
ptimka Y, T, s pfimkou BC je mensi neZ pro pfimku Y3 T;. Pfimka Y, T, protne tedy
poloptfimku )7’5—17; v bodé&, ktery oznalime Z,. Bud };—YZ polopiimka obsahujici
polopfimku Z{’Z takovd, Ze bod X, + Z, je dostate¢né blizko bodu Z,, am—z
polopfimka k ni soum&rnd. Necht ddle Y5 je libovolny vnit¥ni bod tisetky Y4E a T
bod na polopfimce S(H ’Z vné usecky 3(—’;’_2_; tak blizko bodu Z,, Ze ostry thel, ktery
svird pi‘imka Y;Ts s BC je mensi neZ pro pfimku Y;T4 Pfimka YT protne polo-

pfimku X’ Y” v bodég, ktery oznalime Z,. Bud X.Y, 5Y5 polopfimka obsahupcl polo-

pfimku Z4 Y’ takovd, Ze bod X # Zs je dostateéné blizko bodu Zs, a X7 XiY: s polo-
pnmka k ni soumé&rnd. Vhodnou volbou bodi X}, i = 3,4,5 dosdhneme toho, Ze

—_—

polopfimky X;Y; pro i =3, 4, 5 jsou navzdjem disjunktni. Necht mdme zkonstruo-
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vény polopfimky X ;Y; pro kazdé j < i pro i = 5. Bud Y] libovolny vnitini bod
tise¢ky Y/_,E, T; bod na polopfimce X’_,Y;_, vn& usecky X7_,Z,_, tak blizko

‘bodu Z,_,, Ze ostry thel, ktery svird pfimka Y;T; s BC je men$i ne% pro pfimku

Y, 1T 1 Pfimka Y;T, protne tedy poloprimku X 1Y Tv bodé, ktery oznaime Z;.
Bud X polopﬁmka obsahujlcl polopfimku Z; Y’ takovd, ze bod X # Z; je dostatec-

né& blizko bodu Z,, a X” { polopfimka k ni soumérnd. Sestrojme takto polopfimky
pro viechna i = 3, ..., k. Bud’ nyni K kruh se stfedem v bodé O takovy, Ze uvnitf
néj leZi use¢ky 1’,2" a viechny body X} pro i = 3,..., k. Oznadme i’ usecku,
kterd vznikne priinikem kruhu K a polopfimky X_',YT proi = 3,..., k. Je-li i" iseCka

-k ni soumé&rnd podle stfedu O, md systém {i'} U {i"} pro i = 1, ..., k vlastnost «

Pro tfidu konvexnich mnohohrant v E,, n = 3 se spoleénym vrcholem je mozZno
Gvahy provddét v ekvivalentni form& na (n — 1)-kouli ndsledovn&: Necht na (n — 1)-
kouli S v E,, n = 3 o stfedu v poédtku O je ddn systém 9 konvexnich sférickych
polytopd, z nichZ ka?dé dva mohou mit spole¥né nejvyse body hranice. Rekneme,
Ze systém M md vlastnost a, jestliZe pro libovolné a € M jeint a N int (—b) #+ @ pro
kazdé b e M, b * a, kd¢ — b znali polytop symetricky k b podle stiedu Q.

UkdzZe se, Ze polet prvki takového systému nemusi byt omezen, dokonce lze jej
libovoln€ pfedem pfedepsat. Nejdfive si viimneme polyedrickych siti na 2-kouli
s vlastnosti a.

Véta 2. Existuje polyedrickd sit na 2-kouli s vlastnosti o o k + 2 ploskdch, kde
k > 3 je libovolné pFirozené dislo.

Dukaz je poddn konstrukci. Na kouli bud ddn pravidelny sféricky konvexni
k-thelnik a = (4;, 4,, ..., 4,), k = 4 s vrcholy A4,, 4,, ..., A,. Pfislu§ny rovinny
k-thelnik (A4,, A,, ..., A;) otoéme kolem jeho stfedu o thel (—3/2) ¢, v jeho roving,
kde ¢, = 2l7t/k. Oznaéme A}, i = 1,2,..., k vrcholy obdrZzeného k-uthelnika, pfi-
gemZ A} vznikne otogenim vrcholu A4;. Oba k-uhelniky jsou zfejmé v takové poloze

Ze vrcholy jednoho le7i vng druhého, int 4, AM1 N int A,+1A,+2 + 0 # int AA Aier 0

N int AT:ZIIH a obdobnd vlastnost plati pro hranu AiAl+ bi=12, ..,k imod k.
Bud b = (B,, B,, ..., By) sféricky k-thelnik s vrcholy B; = — A4}, i=1,2,..., k.
Sit M, jejiz plosky jsou k-uhelniky a, b a &tyfuhelniky a; = (4;, A;+y, Bisy, By,
i=1,2..,k imodk, md vlastnost «. (Pfitom nutno brdt int AB; na = 0.)
(Z¥ejmé je to sit polyedrickd. Nechf x, y jsou libovolné dvé& plo3ky sit& M. Pro x = a,
y = b je vlastnost o zfejmd. Stejné i dvojice x = a, y = a;, nebo x = b, y = a;

maji vlastnost « pro i = 1, 2, ..., k (nebot v prvnim ptipadé je fﬁiiﬂ Nnint(—a) +

.% 0, v druhém Ag,ﬂ nint (—b) # @). UkdZeme jeste, Ze kaZdd dvojice a;, a; pro

i,j=1,2,..,k i+ j md vlastnost a. Je A, €inta,,, Ajeinta;_,, imodKk,

tedy dvojice a;, a;_,; a;, a;, maji vlastnost a. Ddle hrany A)(— 4,), A;B, se protnou
—

ve vnitfnich bodech pro ka%dé j = i + 2, ..., k, 1, ..., i — 2. (PdlkruZnice 4(— A4,
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obsahujici bod A je disjunktnis k-thelnikovou plogkou b a v plo$ce a neprotne ani
jednu z kruZnic, v nichZ leZi uvedené hrany. Odtud plyne tvrzeni)) Tedy a;, a; maji
vlastnost a.)

Vlastnost « na (n — 2)-kouli je moZno studovat jest& obecn&ji: Misto hlavnich
kruznic vezmeme kruZnice topologické takové, Ze kazdé dv& se protinaji prdvé ve
dvou bodech (ty nazyvejme protilehlymi pély) a je zachovdno pofadi priseikd, tj.
je-li kruZnice k profata kruZnicemi ki, k,, k; v dvojicich bodi A,, By; A4,, B,;
As, By a je-li pofadi prisedikt A4,, 4,, A; je pofadi zbylych B,, B,, B, pfi ¢emZ na
kazdé ptlkruZnici A;B; leZi prdavé dva z ostatnich prise¢ikt. Kazdd kruZnice rozdéli
kouli na dv& &ésti, které budeme nazyvat polokoulemi. Prinik k, k = 3 polokouli
nazveme k-uhelnikovou plo§kou. UvaZujme o siti definované analogicky jako sit
polyedrickd, jen misto hlavnich kruZnic bereme kruZnice topologické. Rovnéz
vlastnost o zavedme s touto pfislu§nou zménou s tim, Ze plo§ka —a je protilehld k a
v topologickém smyslu.

Pozn4mka 2. Topologickd sit s vlastnosti « md trojhranné vrcholy. (Necht existuje
vrchol sité, ktery je alespori étyfhranny. Pak existuji dva z vzniklych dvojihelniki
tvofenych kruZnicemi jdoucimi t&émito hranami tak, Ze leZi v jedné uzaviené polo-
kouli. Pak ale-ty dvé plosky, které leZzi v té&chto dvojuhelnicich, nemaji vlastnost
a — spor.)

Poznamka 3. Necht 9 je topologickd sit na kouli S s vlastnosti a, @ k-uhelnikovd
ploska sit& (k = 5) s vrcholy 4, ..., 4. Oznaéme B,, i = 1, ..., k koncovy bod tfeti

hrany vychdzejici z vrcholu A;. Pak oznaleni lze volit tak, Ze kruZnice A4;B; protne
—
hranu A4;,,4;42, i = 1,...,k, imod k, a to ve vnitfnim bod&. (Oznaéme X, i =

=1, ..., k druhy prise&ik kruZnice A4;B; s hranici plo$ky a. Z vlastnosti « vyplyvd, Ze
(1) intA?(inintAi+1Xi+14=0, i=1,....,k imodk

——

Necht X1 non € int A/j43, X, noneint 4,_A4,. Pak existuje L325ik-2 tak
Ze X, EA A,+1 Necht nejdfive je 4; += X, =i= Ay (obr 4). Pak je bud int AiXi N

—

nint A1X1 % @ nebo int 4;, X;4, Nint Ale #* 0, nebot v opaéném pfipadé by

—

bylo int A,Xi nint A;,,X;+; = 9, COZ je ve sporu
s (1). Bez ujmy na obecnosti Ize pfedpoklddat, Ze nasta-
ne prvni pfipad. Z vlastnosti (1) ddle plyne, Ze

) prokazdé j=2,...,1i
plati ATX, A int A/;{l +0

(Necht to pro nékteré j neplati. Pak X; leZi na lomené
Cife A,A4,... A, X, a tedy bud na édfe A1A2 A
nebo 4;4;,, ... A;X,.V prvém pfipad€ pak int A Xin Obr. 4
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N int A:}I = 0, nebof pofadi prisetikit X;, ..., X; je stejné jako pofadi bodd
Aj, ..., A;, COZ je ve sporu s vySe uvedenym pfedpokladem V druhém ptipad€ by
pak z podobného diivodu bylo int AZX , nint ALX , = 0, coZ je ve sporu s (1).)
Vezméme nyni v Uvahu plosky aj,a;_y, kde a;, j=1,... k znadi plosku, kterd

mi s a spolecnou hranu 4 AJ+1 Oznadme d, resp. d;_, 2-Ghelnik urCeny hranami

A.B y: Al ,B, resp. A;_1B;_1, A~B~. Jeintd, nint(—d;-;) < a U (—a). (Z (2) plyne,
7e body X ; leZi na lomené &dfe X A;4y ... Ad; 2 tedy int 4,4, je disjunktni s Cdsti
hramce plosky ale lezici uvnit¥ (—d, ). UZitim (1) ddlepror = 1,2,s = i — 1, i plati

int A,X X, Nint A X, # 0. PonévadZ navic int A A2 je disjunktni s priinikem hranice
plodky a aint (—d;_,), jeint d; nint (—d;_;) n {S — [a U (—a)]} = 0.) Pondvadz
aleint a, nint (—a;_,) cint d, nint(—d,_;)aint a; nint (—a;-y) 0 [a U (-a)] =
=0, je inta; nint(—a;_;) = 0, coZ je spor s vlastnosti a. Zustava fedit pfipad

X, = A, Bez jmy na obecnosti lze pfedpoklddat, Ze hrana 4; B leZi v uzaviené

polokouli ur&ené kruznici 4,B; a bodem 4;_, a obdobné jako v pfedeslém pfipadé

se zjisti, 7e plosky a, a;_, nemaji vlastnost «. Tedy nd§ pfedpoklad byl chybny
~~

a bez Gijmy na obecnosti lze pfedpoklddat, Ze X € int A,A;. Pak vzhledem k predeslé

avaze a podle (1) musi byt X, eint 4;4,, obecn& X; € int A;,14;+,, i mod k.)

Sit' s vlastnosti o konstruovand v diikaze véty 2 neni siti jedinou toho druhu v topo-
logickém smyslu. Na obr. 5a je zndzorn&na sit s uvedenou siti neisomorfni o 14 plos-
kdch (dva 5-uhelniky, dva 11-helniky, 10 StyFahelniki), kterd md tu vlastnost, Ze
z ni Ize vytvofit sit isomorfni s vlastnosti «, jak je ukdzdno na obr. 5b, c. Na obr. 5b
je zndzornéna situace pouze na jedné polokouli, pfi tom &dst sité€ z vyznalené zde
oblasti je zakreslena na obr. Sc. Sit piivodni je vyznadena plné, sit k ni opacnd Edrko-
vané. Tento piiklad d4 se snadno zobecnit tak, Ze misto 5-uhelnik{ resp. 11-Ghelniki

vezmeme n-uhelniky resp. k-uhelniky,
n, k = 4.

Poznamka 4. Jest otdzka zde nefeSend,
d4-li se sit z pfedchdzejiciho pfikladu reali-

" sovat hlavnimi kruZnicemi na kouli. Plati
totiZ, Ye ne kaZdy systém topologickych
kruZnic o hofejfich vlastnostech se dd
realisovat hlavnimi kruZnicemi na kouli, jak

' ukazuje ndsledujici pfiklad desiti kruZnic

/ na obr. 6 (situace' na jedné polokouli).
(Necht tato konfigurace se dd realisovat
hlavnimi kruZnicemi na kouli. Vezm&me
polokouli ur&enou hlavni kruZnici, pro niz
Obr. 6. ' je pfisluind topologickd kruZnice vyznale-
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na jakokruZnice. Bud g te¢nd rovina koule vedend pdlemuvaZované polokoule. Do této-
roviny promitn&€me ze stfedu koule pilkruZnice dané konfigurace. V roviné ¢ bychom
tak obdrZeli konfiguraci deviti pfimek, jejiZ realisace neni moznd (viz [3], str. 78 —79)).

Véta 3. Pro kaZdé pFirozené k = 2 existuje na (n — 1)-kouli v E, n 2 3 systém k
polytopi s vlastnosti a.

Ditkaz. Konstrukce tplnou indukci. Pro n = 3 takovy systém existuje (viz V.2).
Bud n > 3. Pfedpoklddejme, Ze mdme zkonstruovan systém s vlastnosti o« na (m — 1)-
kouli v E,, pro kazdé m < n a bud S,_,(n — 1)-koule v E,. Nadrovina ¢ v E, jdouci
stfedem O koule S, _, protne kouli S,_; v (n — 2)-kouli S,_,. Necht na S,_, je ddn
systém M s vlastnosti « o k prvcich. Oznaéme X, X’ priseciky pfimky jdouci stie-
dem O kolmo k nadroviné g s kouli S,_;. Vezmé&me libovolny polytop P € 9. Ten
je prinikem koule S,_; a kone&ného po&tu poloprostorii v ¢ jdoucich stfedem O.
KaZdd z jejich hrani¢nich nadrovin spolu s bodem X uréuje nadrovinu v E, jdouci
bodem O. Priinik poloprostori v E,, obsahujicich polytop P, jejichZ hraniéni nadrovi-
ny jsou prdvé vzniklé nadroviny, vytvdfeji na S, - ; konvexni sféricky polytop. Systém k

polytopil takto vzniklych pro kazdé P € M mad vlastnost «

Klademe-li na systém sférickych polytopit dalsi pozadavek ato takovy, aby tento
systém vznikl primétem st&én né&jakého polytopu K v E, z jeho vnitfniho bodu O
(jakozto stfedu (n — 1)-koule S) na S, pak polet prvki takového systému s vlast-
nosti « je omezen, jak ukazuji ndsledujici ivahy. V takovém pfipadé fekneme, Ze
polytop K md vlastnost a vzhledem k bodu 0.

Rekneme, Ze mnoZina konetn& mnoha bodi {X} v E, md vlastnost (s) (viz [2]),
jestliZe pro kazdé dva riizné body X; € {X}, i = 1, 2 existuji dv& rovnob&zné opérné
nadroviny g; ke konvexnimu obalu mnoZiny {X} takové, Ze X; = ¢; n {X}.

Véta 4. Maximdlni pocet (n — 1)-stén konvexniho polytopu v E, s vlastnosti
vzhledem k vnitinimu bodu O je roven maximdlnimu poctu bodii v E, s vlastnosti (s).
VE, je pak toto maximum rovno 5 a md-li polyedr vlastnost a, je to bud étyFstén
nebo polyedr isomorfni s trojbakym hranolem.

Dfive, neZ pfejdeme k diikazu véty 4, provedme ndsledujici ivahy. Oznaéme K’
polytop poldrni ke K vzhledem k jednotkové (n — 1)-kouli S o stfedu O, kde O je
vnitfni bod polytopu K. Jsou tedy jeho stény kolmé k pfimkdm jdoucim bodem O
a vrcholy polytopu K a jeho vrcholy lezi na p¥imkdch jdoucich bodem O kolmo na
stény polytopu K.

KazZdé op&rné nadrovmé ¢ polytopu K pfifadme na (n — 1)-kouli S bod, jenZ je
koncovym bodem jednotkového vektoru vychdzejiciho z bodu O a rovnob&iného
s vn&j§i normdlou nadroviny ¢ (vn&j§i normdlou rozumime normélu smé&fujici do
opaného poloprostoru urdeného nadrovinou- ¢ neZ je K). Toto zobrazeni f mezi
op¥érnymi nadrovinami polytopu K a body (n — 1)-koule S je vzdjemn& jednoznadné.
Zobrazenim f je tedy specidlnd kaZdé st&n& polytopu K pfifazen prdvé jeden bod na S’
(ten, ktery je pfifazen pislu§né nadroving). Budte a,-, b,_, dv& st¥ny, které maji
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spolegnou (n — 2)-sténu. Odpovidajici body f(a,-,), f(b,-) spojme meniim oblou-
3 ~ . .
kem f(a,-,) f(b,-,) hlavni kruZnice. Pak op&rné nadroviny prochdzejici spole¢nou

P RS

(n — 2)-sténou se vzdjemné jednoznaén& zobrazi na body oblouku f(a,_,) f(b,- ).
MiZeme tedy uvaZovat o zobrazeni F mezi I-sténami, 0 < / < n — 1 konvexniho
polytopu a (n — I — 1)-sténami (n — 1)-dimensiondlnich sférickych polytopi na S
definovaném takto: Kazdé (n — 1)-st&né& a,_, polytopu K pfifadme bod f(a,_,). Spo-
le¢né (n — 2)-stén& dvou (n — 1)-stén a,_,, b, pfifadme oblouk f(a,—)f(b,-,).
Obecn& kazdé (n — j)-st&ng, 2 < j < n, polytopu K pfitadme sféricky (j — 1)-
dimensiondlni polytop, jehoz (j — 2)-stény jsou obrazy viech (n —j 4 1)-stén
polytopu K, které maji tuto (n — j)-sténu spole¢nou. Vznikly rozklad na (n — 1)-
kouli S v konvexni sférické polytopy ozna¢me K(S). Rozklad, ktery vznikne primétem
polytopu K z jeho vnitfniho bodu na (n — 1)-kouli S oznaéme K(P).

Plati: Je-li K’ polytop poldrni ke K vzhledem k (n — 1)-kouli S, je K(P) = K'(S).
(Viz [1], str. 43, 74.)

Dikaz véty 4. Nechf K md vlastnost o« vzhledem k bodu O a necht a,_,, b,_;
jsou libovolné dva rizné (n — 1)-dimensiondlni polytopy rozkladu K(P). Pak
inta,_; nint (—b,_,) + @ * int (—a,-,) nint b,_,. Zvolme libovoln& bod X e
einta,_; nint(—b,_,). Pak —X eint (—a,_,) nint b,_,. P¥fi zobrazeni F (apli-
kovaném na polytop K') polytopim a,_,, b,_, odpovidaji dva riizné vrcholy
F~Ya,-4), F~!(b,—;) polytopu K’ a bodim X, —X dv& navzdjem rovnob&Zné
opérné nadroviny polytopu K’ jdouci body F~*(a,—,), F~'(b,-,) a takové, Ze Zddné
ze zbylych vrcholt neleZi v Zddné z nich. Tedy mnoZina vrcholt polytopi K’ md
vlastnost (s). Snadno se vidi, Ze plati i obrdcené tvrzeni: M4-li mnoZina vrchold kon-
vexniho polytopu K’ vlastnost (s), md K vlastnost « vzhledem ke stfedu koule polarity.
Odtud plyne prvni &st tvrzeni. V E; je maximdlni poget roven 5 (viz [2]). Snadno se
zjisti, Ze &ty¥stdn md vlastnost o vzhledem k libovolnému jeho vnitinimu bodu.
Ponévadz jehlan o étyfuhelnikové zdkladné zfejmé nemd vlastnost o vzhledem k Zdd-
nému jeho vnitfnimu bodu (nemé trojhranné vrcholy), jsou veskeré polyedry s 5 st&-
nami s touto vlastnosti isomorfni s polyedrem uvedenym v tvrzeni. Ze existuje polyedr
s 5 sténami s vlastnosti o, dokazuje pfiklad polyedru poldrniho k polyedru, jehoZ
mnoZina vrcholit md vlastnost (s), uvedenému v [2] s vrcholy 4, = (1,0, 0), B, =
=(-0,,1,0), B, =(—0,0,1), Cy =(-6;, —1,0), C, =(-5,0, —1), kde
0; % 05, 0< 94,0, < 1.
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Pe3rome

CUCTEMBI CO CBOMCTBOM «

-

HAJEXIA TIOJIAKOBA (Nadézda Polékova), bpro

Cucremy A 2k BHINYKJIBIX n-MepHbIX obsacteil B E, GyqeM Ha3blBaTh CHCTEMOH
CO CBOMCTBOM &, KOTI2 4~ MOXHO Pa3jIoXHTh HA [BE HEMepeceKaroluecs ynopsIo-
Y2HHBIE MOACUCTeMBI X', X" comepxamme k oGnacreif, Tak, uro mus i',j € A,
i”,j"e A" (i-tyro obnacte B A~ wim X" Oymem obosmauarb i’ wa i") i’ % j',
i” #* j” BHINOJIHAETCS ClIeNyIOLIEe:

a) i'nj'=0, "nj"=0, b) 'nj 0, ¢)i'ni"=0.

B 37101 cTaThe M3y4yaeTCss MAKCHMAJILHOCTD YHCIA K TSt HEKOTOPBIX TUIIOB obJracTei.
IIpo6aema 6v1a MHe nojioxeHa B. ITosakom.

_ Summary

SYSTEMS WITH PROPERTY «

NAaDEZDA PoLAKOVA, Brno

A system ¢ of 2k n-dimensional convex domains in E,, is said to have the property «
if & is decomposable into two disjoint ordered subsystems ", #" of k domains
such that for i, j € #”, i",j" e 4" (i’ or i" means the i-th domain in % or X"
respectively) i’ # j', i” & j”, there holds

a)i'nj=0,i"nj"=0, b)i'nj"*+0, ¢)i'ni"=0.

The maximality of the number k for some types of domains is studied.
The problem was given to me by V. Poldk.
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