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ARCHIVUM MATHEMATICUM (BRNO)Tomus 28 (1992), 35 { 49QISLO LEVENGE$iMA DL� ODNOGO IZSKELETOV MNOGOOBRAZI$i BULEVYH ALGEBRA. G. PinusDedicated to Professor F. �Sik on the occasion of his seventieth birthdayAbstract. Vvod�ts� pon�ti� svobodnogo �piskeleta i qisla Levenge$imadl� svobodnogo �piskeleta proizvol~nogo mnogoobrazi� algebr. Dokazy-vaets�, qto qislo Levenge$ima dl� svobodnogo �piskeleta mnogoobrazi�bulevyh algebr sovpadaet s qislom Levenge$ima polno$i logiki vtorogopor�dka.Pon�ti� skeletov mnogoobrazi$i algebr byli vvedeny avtorom v rabo-tah [2], [3] i zatem, v celom r�de dal~ne$ixih rabot, dovol~no podrobnoizuqalis~skelety kongru�nc-distributivnyh mnogoobrazi$i . V qastnos-ti, v rabotah [4], [5] dokazana nerazreximost~ �lementarnyh teori$iskeletov �pimorfnosti i dekartova dl� netrivial~nyh kongrue�nc-di-stributivnyh mnogoobrazi$i , a v rabote [6] - nerazreximost~ �lemen-tarno$i teorii skeleta vlo�imosti proizvol~nogo mnogoobrazi� soder-�awego neodno�lementnu� kvaziprimal~nu� algebru.Esli K-proizvol~ny$i klass algebr, to qerez IK oboznaqim sovokup-nost~ vseh tipov izomorfizma K-algebr. Na sovokuposti IK vvodim ot-noxeni� kvazipor�dkov�;� i operacii, vozmo�no qastiqnye, proizve-deni$i �; �: dl� a; b; c 2 IK a� b(a � b) togda i tol~ko togda, kogda alge-bra tipa a �vl�ets� gomomorfnym obrazom algebry tipa b (algebra tipaa vlo�ima v algebru tipa b), a � b = c (a � b = c) togda i tol~ko togda,kogda algebra tipa c izomorfna dekartovu (svobodnomu v K) proizve-deni� algebr tipa a i b. Skeletom �pimorfnosti (vlo�imosti, dekar-tovym, svobodnym) proizvol~nogo mnogoobrazi� M nazyvaets� kvaziu-por�doqenny$i klass hIM;�i (hIM;�i , sootvetstvenno klass s polu-gruppovo$i operacie$i hIM;�i; hIM; �i). Svobodnym �piskeletom mno-goobrazi� M nazovem algebraiqesku� sistemu vida hIM; �;�i, t.e.kvaziupor�doqenny$i klass nadelenny$i polugruppovo$i operacie$i � so-glasovanno$i s kvazipor�dkom �. Dl� l�bogo kardinala k qerez M<kKey words and phrases: mnogoobrazi� algebr, logika vtorogo por�dka, skeletymnogoobrazi$i , qisla Levenge$ima.Received March 23, 1990. 35



36 A. G. PINUSoboznaqim sovokupnost~fA 2Mj jAj < k g. Ograniqennym skeletom �pi-morfnosti mnogoobrazi� M nazyvaets� kvaziupor�doqnoe mno�estvohIW<k;�i. Analogiqno opredel��ts� i drugie ograniqennye skelety naIW<k. Takim obrazom, ograniqenny$i svobodny$i �piskelet M �vl�ets�kvaziupor�doqenno$i polugrupo$i . Dalee ne budem prider�ivat~s� otli-qi� me�du algebro$i i ee tipom izomorfizma.Estestvenno predpolo�it~, qto dl� bol~xih kardinalov ograniqen-nye skelety proizvol~nogo mnogoobrazi� M nasledu�t osnovnye svo$i-stva skeletov. V qastnosti, req~ mo�et idti o nasledovanii �lemen-tarnyh svo$istv. Pri �tom, naibolee interesnym predstavl�ets� neprosto sovpadenie �lementarnyh teori$i ograniqennyh i neograniqen-nyh skeletov, a suwestvovanie dl� l�bogo nabora M-algebr A1; : : : ;Annabora algebr A01; : : : ;A0n iz ograniqennogo klasa M<k �lementarnyesvo$istva kotoryh v terminah sootvetstvu�wego skeleta v klasse M<ksovpada�t s analogiqnymi svo$istvami algebr A1; : : : ;An vo vsem mno-goobrazii M. To est~ req~ idet o realizuemosti �lementarnyh tipovkorte�e$i �lementov neograniqennyh skeletov v ograniqennyh.Qislom Levenge$ima dl� skeleta �pimorfnosti mnogoobrazi� M na-zovem naimen~xi$i kardinal k tako$i , qto dl� l�byhM-algebr A1; : : : ;An(n 2 !) na$iduts� kardinal k0 � k i algebry A01; : : : ;A0n 2M<k0 takie, qto�lementarnye teorii modele$i hIM;�;A1; : : : ;Ani i hIM<k0 ;�;A01; : : : ;A0nisovpada�t. Analogiqnym obrazom vvodits� pon�tie qisla Levenge$imadl� drugih skeletov mnogoobrazi�. Qerez `�;�W budem oboznaqat~ qisloLevenge$ima dl� svobodnogo mnogoobrazi� M. Qerez `�;�;� oboznaqimqislo Levenge$ima skeleta hIM;�;�;�i.Polno$i logiko$i vtorogo por�dka nazyvaets� rasxirenie uzkogo is-qisleni� predikatov s pomow~� formul v kotoryh dopuskaets� navexiv-anie kvantorov suwestvovani� i vseobwnosti po proizvol~nym predi-katam. Qislom Levenge$ima polno$i logiki vtorogo por�dka `II nazy-vaets� naimen~xi$i kardinal k tako$i , qto dl� proizvol~no$i algebraiq-esko$i sistemy A koneqno$i signatury suwestvuet algebraiqeska� sis-tema A0 mownosti ne prevoshod�we$i k i taka�, qto teorii sistem A iA0 v polno$i logike vtorogo por�dka sovpada�t. Lokalizaci� qisla Le-venge$ima dl� polno$i logiki vtorogo por�dka na kardinal~no$i xkalezavisit ot teoretiko-mno�estvennyh predpolo�eni$i (sm. k primeru [8]).V rabote [7] dokazano neravenstvo `�;�;�M � `II dl� l�bogo koneqnobaziruemogo mnogoobrazi�M koneqno$i signatury. Bez truda zameqaets�,qto dokazatel~stvo �togo neravenstva ostaets� spravedlivym i pridobavlenii v signaturu skeleta operacii �. Takim obrazom, dl� koneqnobaziruemyh mnoobrazi$i koneqno$i signatury imeet mesto, v qastnosti,neravenstvo `�;�M � `II . V to$i �e rabote na primere kategoriqnyh mno-goobrazi$i zameqeno, qto neravenstvo `�;�;�M � `II mo�et byt~ strogim itam �e dokazano tak �e ravenstvo `�M = `II (a, znaqit, i `�;�;�M = `II) dl�l�bogo netrivial~nogo koneqno baziruemogo kongru�nc-distributivno-



QISLO LEVENGE$iMA DL� ODNOGO IZ SKELETOV 37go mnogoobrazi� M koneqno$i signatury vse algebry kotorogo soder�atpodalgebru izomorfnu� nekotoro$i fiksirovanno$i prosto$i M - alge-bre. Soder�anie �e danno$i raboty svodits� k dokazatel~stvu ravenstva`�;�M = `II dl� mnogoobrazi� bulevyh algebr. Oboznaqim poslednee kakBA.Esli L - nekotoroe line$ino upor�doqenoe mno�estvo (lum) s pervym- a i poslednim �lementami, to qerez B(L) oboznaqim integral~nu�bulevu algebru poro�dennu� L , t.e. bulevu algebru podmno�estvmno�estva L r fag poro�denu� intervalami vida (c; d] , gde c; d 2L. Pri �tom lum L budem oto�destvl�t~ s line$ino upr�doqennympodmno�estvom �lementov bulevo$i algebry B(L) vida (a; b], gde b 2L. Dl� l�bo$i bulevo$i algebry B i l�bogo ee �lementa a qerezB � a oboznaqim bulevu� algebru inducirovanu� algebro$i B namno�estve fb 2Bjb � ag. Dl� l�bo$i algebraiqesko$i sistemy A i l�bo$i�lementarno$i formuly '(x) signatury sistemy A qerez '(A) oboznaqimmno�estvo fa 2 AjA j= '(a)g.Teorema. V predpolo�enii obobwenno$i kontinuum gipotezy (OKG),qislo Levenge$ima dl� svobodnogo �piskeleta mnogoobrazi� bulevyhalgebr ravno qislu Levenge$ima dl� polno$i logiki vtorogo por�dka.Dokazatel~stvo. V silu otmeqennogo vyxe imeet mesto neravenstvo`�;�BA � `II i takim obrazom, v dokazatel~stve nu�daets� lix~ obratnoeneravenstvo `II � `�;�BA .Qerez Ki oboznaqim klass algebraiqeskih sistem vida h!i [ 2!i [!0i;U; V;2; g; f; a1; : : : ; ani, gde !i - proizvol~ny$i ordinal, 2!i mno�estvovseh podmno�estv mno�estva !i; !0i - diz��nktnoe s !i [ 2!i mno�estvomownosti @i; U (V ) - odnomestny$i predikat vydel��wi$i �lementy mno�-estva !i(!0i), 2 - dvumestny$i predikat prinadle�nosti me�du �lemen-tami !i i 2!i , g - vzaimno odnoznaqnoe otobra�enie mno�estva !i namno�estvo !0i, f - vzaimno odnoznaqnoe otobra�enie mno�estva !i � !0ina !i; a1; : : : ; an - nekotorye konstanty prinadle�awie 2!i . Pust~ K =[i2OrdKi gde Ord - klass vseh ordinalov.Zametim, qto `II �vl�ets� predel~nym kardinalom. Takim obrazomoqevidno, qto dl� dokazatel~stva neravenstva `II � `�;�M dostatoqnopostroit~ taku� sistemu formul signatury h�; �i : S(x; �y); Q(x; z; �y);�1(x; �y);�2(x; �y);�3(x; z; �y);�4(x; z; �y);�5(x; z; u; �y);�6(�y; �t) (zdes~ �y - korte�peremennyh y1; y2; : : : ; y23, �t - korte� t1; : : : ; tn), qto:A) dl� l�bogo j, dl� l�byh �lementov c1; : : : ; c23; d1; : : : ; dn (sootvet-stvu�wie korte�i oboznaqim kak �c i �d) iz IM<@j(IM) takih, qtohIM<@j;�; �i j= �6(�c; �d)(hIM;�; �ii j= �6(�c; �d)) ukazannye formuly opre-del��t v skelete hIM<@j;�; �i (v skelete hIM;�; �i) algebraiqesku�sistemu A1 = hS(IM<@j ; �c)=Q(x; z; �c); �1(x; �c);�2(x; �c);�3(x; z; �c);�4(x; z; �c);�5(x; z; u;�c); �di) (sistemu A1 = hS(IM; �c)=Q(x; z;�c); �1(x; �c); : : : ;�5(x; z; u;�c);



38 A. G. PINUS�di) izomorfnu� nekotoro$i sisteme iz klassa K i pri �tom, estestvenno,esli jA1j = 2@i = @i+1, to 2@i = @i+1 � P̀<j 2@j = P̀<j @`+1;B) dl� l�bogo ordinala i, dl� proizvol~no$i sistemy A 2 Ki suwe-stvuet vybor parametrov �c; �d 2 IM<@i+2 tako$i , qto dl� l�bogo @j �@i+2hIM;�; �i j= �6(�c; �d), hIM<@j ;�; �i j= �6(�c; �d) i hS(IM; �c)=Q(x; z; �c);�1(x; �c); : : : ; �5(x; z; u;�c); �di �= hS(IM<@j ; �c)=Q(x; z; �c); �1(x; �c); : : : ;�5(x; z; u;�c); �di �= A:Dl� l�byh lum hA;�i, hB;�i qerez hA;�i � hB;�i oboznaqim ihleksikografiqeskoe proizvedenie, t.e. dekartovo proizvedenie A � Bmno�estv A i B por�dok na kotorom opredel�ets� usloviem: ha1; b1i �ha2; b2i togda i tol~ko togda, kogda b1 � b2 ili b1 = b2 i a1 � a2.Esli hB;�i i hAb;�i pri b 2 B nekotorye lum, to Pb2BhAb;�i �vl�ets�mno�estvom [b2BAb (pri uslovii, qto Ab1 \Ab2 = ; dl� b1 6= b2) line$iny$ipor�dok na kotorom opredelen tak: a � c vPb2BhAb;�i, esli libo a; c 2 Abdl� nekotorogo b 2 B i a � c v hAb;�i, libo a 2 Ab1 , c 2 Ab2 i b1 < b2 vhB;�i.V rabote Bonneta [1], v predpol�enii OKG, dl� l�bogo ordinala ipostroeny lum Li takie, qto:1) jLij = @i+1 i dl� l�byh a < b 2 Li j(a; b)j = @i+1,2) dl� l�bogo C � Li i l�bogo izotonnogo ili antiizotonnogootobra�eni� f lum C v lum Li imeet mesto neravenstvo jfa 2 Cjf(a) 6=agj � @i.Pust~ Lij (j 2 !i+2) - nekotora� sistema otkrytyh poparno diz��nkt-nyh intervalov lum Li. Togda s pomow~� rassu�deni$i analogiqnyhdokazatel~stvam raboty [1] bez truda dokazyva�ts� sledu�wie svo$istvabulevyh algebr B(1 + Lij + 1) (oboznaqim dalee �ti algebry kak Bij):3) jBijj = @i+1 i dl� l�bogo 0 6= a 2 Bij jBij � aj = @i+1;4) dl� l�byh j1 6= j2 i l�byh bulevyh algebr B1;B2 �vl��wihs� pod-algebrami algebr Bij1 ;Bij2 sootvetstvenno, esli dl� nekotoro$i bulevo$ialgebry B imeet mesto B�B1 i B�B2, to jBj � @i;5) dl� l�byh j1; j2 i l�bogo C � Lij1 , esli dl� l�byh a; b 2 Cj(a; b)j = @i+1 i h - nekotoroe vlo�enie algebry B(C) v algebru Bij2 , toj1 = j2 i h - to�destvenno.Pust~ algebraiqeska� sistema A = h!i[2!i[!0i;U; V;2; g; f; a1; : : : ; ani 2Ki.Pereindeksiruem mno�estvo fLij jj 2 !i+2g tak, qtoby rol~ indeksnogomno�estva !i+2 igralo teper~ ob�edinenie diz��nktnyh mno�estv !i+2



QISLO LEVENGE$iMA DL� ODNOGO IZ SKELETOV 39i !0i. Rassmotrim sledu�wie lum:M1A = 1 + Xhk;`i2!i�!i[(Li!i + 1 + Lik + 1 + Lig(`) + 1) � !i+1++ (Li!i+1 + 1 + Lif(k;g(`)) + 1) � !�i+1];M2A = 1 +Xk2!i[(Li!i + 1 + Lik + 1) � !i+1 + (Li!i+1 + 1 + Lig(k) + 1) � !�i+1];M3A = 1 +Xk2!i[(Li!i + 1 + Lik + 1) � !i+1 + (Li!i+1 + 1)!�i+1];M4A = 1 +Xk2!i[(Li!i + 1) � !i+1 + (Li!i+1 + 1 + Lig(k) + 1) � !�i+1];M5A = 1 + (Li!i + 1) � !i+1 + (Li!i+1 + 1) � !�i+1;M6A = 1 + (Li!i + 1 +Xk2!i Lik + 1) � !i+1 + (Li!i+1 + 1 +Xk2!iLig(k) + 1) � !�i+1;M7A = 1 + (Li!i + 1 +Xk2!i Lik + 1 +Xk2!i Lig(k) + 1) � !i+1++ (Li!i+1 + 1 +Xk2!i Lik + 1) � !�i+1;M8A = 1 + (Li!i + 1 +Xk2!i Lik + 1) � !i+1 + (Li!i+1 + 1) � !�i+1;M9A = 1 + (Li!i + 1)!i+1 + (Li!i+1 + 1 +Xk2!i Lig(k) + 1) � !�i+1;Pust~ f�jjj 2 !i+1g - sovokupnost~ vseh lum (s toqnost~� do izomor-fizma) mownosti ne prevoshod�we$i @i. Polo�im 
i = Pj2!i+1(1 + �j +1) + 1. V qastnosti, dl� l�bogo lum L mownosti ne prevoshod�we$i @i1 + L + 1 � 
i i dl� l�bogo lum takogo qto � � 
i, dl� l�byh a; b 2 �j(a; b)j � @i.Pust~ !i2 - lekcikografiqeski upor�doqennoe mno�estvo vseh !i -posledovatel~noste$i iz 0 i 1. Napomnim, qto v !i2 net podmno�estv tipa!i+1 i !�i+1. Pust~ h - vzaimno odnoznaqnoe otobra�enie !i2 na !i+1.Dl� l�bogo m 2!i 2 opredelim lum:M10A (m) = 1 + (Li!i + 1 +Xk2!iLik + 1 +Xk2!i Lig(k) + 1) � h(m) + (L1!i + 1 + 
i++ 1 +Xk2!i Lig(k) + 1) � !i+1 + (Li!i + 1 +Xk2!iLik + 1) � !�i+1;



40 A. G. PINUSM11A = Xm2!i2M10A (m) + 1;M12A (m) = 1 + (Li!i + 1 +Xk2!i Lik + 1 +Xk2!iLig(k) + 1) � h(m) + (Li!i + 1++Xk2!i Lik + 1 + 
i + 1) � !i+1 + (Li!i+1 + 1 +Xk2!i Lik + 1) � !�i+1;M13A = Xm2!i2M12A (m) + 1;M14A (m) = 1 + (Li!i + 1 +Xk2!i Lik + 1 +Xk2!iLig(k) + 1) � !i+1 + (Li!i+1 + 1++ 
i + 1) � !�i+1 + (Li!i+1 + 1 +Xk2!i Lik + 1) � (h(m))�;M15A = Xm2!i2M14A (m) + 1;M16A (m) = 1 + (Li!i + 1 +Xk2!i +1) � h(m) + (Li!i + 1 + 
i + 1) � !i+1++ (Li!i+1 + 1+Xk2!i Lig(k) + 1) � !�i+1;M17A = Xm2!i2M16A (m) + 1;M18A (m) = 1 + (Li!i + 1 +Xk2!i Lik + 1) � !i+1 + (Li!i+1 + 1 + 
i + 1) � !�i+1++ (Li!i+1 + 1+Xk2!i Lig(k) + 1) � (h(m))�;M19A = Xm2!i2M18A (m) + 1;M20A = 1 + (Li!i + 1 +Xk2!i Lik + 1) � h(m) + (Li!i + 1 + 
i + 1) � !i+1++ (Li!i+1 + 1) � !�i+1;M21A = Xm2!i2M20A (m) + 1;M22A (m) = 1 + (Li!i + 1) � !i+1 + (Li!i+1 + 1 + 
i + 1) � !�i+1++ (Li!i+1 + 1+Xk2!i Lig(k) + 1) � (h(m))�;M23A = Xm2!i2M22A (m) + 1;Napomnim, qto qerez �y oboznaqen korte� peremennyh y1; y2; : : : ; y23,



QISLO LEVENGE$iMA DL� ODNOGO IZ SKELETOV 41qerez B(MA) oboznaqim korte� bulevyh algebr B(M1A), B(M2A); : : :: : : ; B(M23A ).Rassmotrim formulu 	1(x; �y) = (y5 � x � y2&x � y6&x 6� y17&x 6�y19). Pust~ hIBA;�i j= 	1(B; B(MA)) i pust~ h i g - gomomorfizmybulevyh algebrB(M2A) naB iB naB(M5A) sootvetstvenno. Oto�destvl��,kak ukazano vyxe, lum M2A s sootvetstvu�wim line$ino upor�doqennympodmno�estvom bulevo$i algebry B(M2A), poluqaem suwestvovanie lumL = h(M2A) takogo, qto B = B(L) i ograniqenie h na lum M2A �vl�ets�gomomorfizmom lum M2A na lum L. L�bo$i gomomorfizm lum S na lum Restestvennym obrazom induciruet izomorfnoe vlo�enie lumR v lum S i,tem samym, lum L mo�et byt~ oto�destvleno s nekotorym podmno�estvomlum M2A. Rassmotrim teper~ gomomorfizm g bulevo$i algebry B(L) naalgebru B(M5A) i inducirovannoe im vlo�enie  bulevo$i algebry B(M5A)v algebru B(L) � B(M2A) (kotoroe suwestvuet po horoxo izvestno$iretraktivnosti interval~nyh bulevyh algebr).Nazovem blokom Tk lum M2A interval �togo lum por�dkovogo tipa(Li!i+1+Lik+1)�!i+1+(Li!i+1+1+Lig(k)+1)�!�i+1.V silu svo$istva 5) bulevyhalgebr Bij = B(Lij) netrudno zametit~, qto ka�dy$i iz intervalov Li!i ,Li!i+1 � M5A � B(M5A) otobra�aets� vlo�eniem  v podmno�estva lumM2A � B(M2A) ime�wie tol~ko tako$i �e tip. Krome togo, ispol~zu�otdelimost~ nekotorym �lementom bulevo$i algebry B(M2A) line$inoupor�doqennyh podmno�estv (Li!i + 1 + Lik0 + 1) � !i+1 i (Li!i+1 + 1 +Lig(k00) + 1) � !�i+1 lum M2A pri k0 6= k00 i neotdelimost~ podmno�estv(Li!i + 1)!i+1 i (Li!i+1 + 1)!�i+1 lum M5A s pomow~� �lementov algebryB(M5A) poluqaem, qto vse, krome vozmo�no malogo (to est~ mownostimen~xe$i qem @i+1) qisla, intervaly lum vida  (Li!i ),  (Li!i+1) (pri Li!i ,Li!i+1 � M5A) soder�ats� v odnom iz blokov Tk1 lum M2A. Tak kak ka�doeiz Li!i otdelimo ot sovokupnosti lum Li!i+1 v M5A, to netrudno videt~ ito, qto ka�doe iz Li!i , Li!i+1 � M5A razbivaets� samoe bol~xoe na maloe(v ukazannom vyxe smysle) qislo intervalov takih, qto ih  - obrazysoder�ats� v kakom-libo odnom iz intervalov vida Li!i , Li!i+1 ukazannogobloka Tk1 . �ti rassu�deni� privod�t k tomu, qto lum L ob�zano imet~vid(I) XL + Xr2!i+1(Lir!i + 1 + Ar + 1) + Xr2!�i+1(Lir!i+1 + 1 + Br + 1) + YL;gde XL; YL - nekotorye lum, a Ar(Br) pri r 2 !i+1 (r 2 !�i+1) oto�destvimys podmno�estvami malyh summ lum vida (Li!i + 1 + Lik1 + 1) ((Li!i+1 +1 + Lig(k1) + 1)). Zdes~ Lir!i , Lir!i+1 - nekotorye intervaly lum Li!i , Li!i+1sootvetstvenno.Neravenstvo B = B(L) � B(M6A) vleqet, qto lum XL i YL �vl��ts�gomomorfnymi obrazami nekotoryh malyh summ lum vida (Li!i + 1 +Pk2!i Lik+1) ili (Li!i+1+1+Pk2!i Lig(k)+1).V svo� oqered~, vypolnimost~



42 A. G. PINUSna hIBA;�i formuly B = B(L) 6� B(M17A )&B = B(L) 6� B(M19A ) vleqetsuwestvovanie kofinal~nogo v !i+1 podmno�estva R1 (koinicial~nogov !�i+1 podmno�estva R2) takogo, qto Ar pri r 2 R1 (Br pri r 2 R2)soder�at intervaly A0r(B0r) mownosti @i+1 izomorfnye podmno�estvamlum Lik1 (Lig(k1)).Qerez 	2(x; �y) oboznaqim sledu�wu� formulu signatury h�i : y5 �x � y1&x � y7&x 6� y11&x 6� y13&x 6� y15. Analogiqno tomu kak�to prodelano vyxe dl� formuly 	1(x; �y) pokazyvaets�, qto dl� l�bo$ibulevo$i algebry B tako$i , qto hIBA;�i j= 	2(B; B(MA)) suwestvuet lumL takoe, qto B �= B(L) i(2) L = ZL + Xr2!i+1(Lir0!i + 1 + Cr + 1) + Xr2!�i+1(Lir0!i+1 + 1 +Dr + 1) +WL;gde ZL;WL - �vl��ts� gomomorfnymi obrazami nekotoryh malyh summlum vida (Li!i +1+Pk2!i +1+Pk2!i Lig(k)+1) i (Li!i+1+1+Pk2!i Lik +1),a Cr(Dr) pri r 2 !i+1 (r 2 !�i+1) oto�destvimy s podmno�estvaminekotoryh malyh summ lum vida (Li!i + 1 + Lik2 + 1 + Lig(k3) + 1) ((Li!i+1 +1 + Lif(k2;g(k3)) + 1)) dl� nekotoryh fiksirovannyh k2; k3 2 !i. Pri �tomsuwestvu�t kofinal~nye v !i+1 (koinicial~noe v !�i+1) podmno�estvaR3, R4(R5) takie, qto Cr pri r 2 R3 (r 2 R4) i Dr pri r 2 R5 soder�atintervaly C0r, D0r mownosti @i+1 izomorfnye, sootvetstvenno, nekotorympodmno�estvam lum Lik2 (Lig(k3)) i Lif(k2 ;g(k3)). Kak i vyxe Lir0!i , Lir0!i+1 -intervaly lum Li!i , Li!i+1.Qerez �1(x; �y) i �2(x; �y) oboznaqim sootvetstvenno formuly:y5 � x� y3&x� y8&x 6� y21;y5 � x� y4&x� y9&x 6� y23:Tak �e kak i vyxe zameqaets� sledu�wee:esli hIBA;�i j= �1(B; B(MA)), to suwestvuet L takoe, qto B �= B(L) i(3) L = UL + Xr2!i+1(Lir00!i + 1 +Er + 1) + (Lir00!i+1 + 1) � !�i+1 + VL;gde UL, VL �vl��ts� gomomorfnymi obrazami nekotoryh malyh summ lumvida (Li!i +1+Pk2!i Lik +1) i (Li!i+1 +1), a Er pri r 2 !i+1 oto�destvimys podmno�estvami nekotoryh malyh summ lum vida (Li!i +1+Lik4 +1) dl�nekotorogo fiksirovannogo k4 2 !i. Pri �tom suwestvuet kofinal~noe v!i+1 podmno�estvo R6 takoe, qto pri r 2 R6 lum Er soder�it intervalE0r mownosti @i+1 izomorfny$i nekotoromu podmno�estvu lum Lik4 , a Lir00!i ,Lir00!i+1 - intervaly lum Li!i , Li!i+1.



QISLO LEVENGE$iMA DL� ODNOGO IZ SKELETOV 43Esli hIBA;�i j= �2(B; B(MA)), to suwestvuet lum L takoe, qto B �=B(L) i(4) L = SL + (Lir000!i + 1) � !i+1 + Xr2!�i+1(Lir000!i+1 + 1+ Fr + 1) + TL;gde SL, TL �vl��ts� gomomorfnymi obrazami nekotoryh malyh summ lumvida (Li!i+1+1+Pk2!i Lig(k)+1) i (Li!i+1), a Fr pri r 2 !i+1 oto�destvimys podmno�estvami nekotoryh malyh summ lum vida (Li!i+1+1+Lig(k5)+1)dl� nekotorogo fiksirovannogo k5 2 !i. Pri �tom suwestvuet koini-cial~noe v !�i+1 podmno�estvo R7 takoe, qto pri r 2 R7 lum Fr soder�itinterval F 0r mownosti @i+1 izomorfny$i nekotoromu podmno�estvu lumLig(k5), a Lir000!i , Lir000!i+1 zdes~ intervaly lum Li!i , Li!i+1.Zametim, qto ukazannye dl� formul 	i(B; : : : );�i(B; : : : ) ordinalyk1; k2; k3; k4; k5 zavis�t ot vybora bulevo$i algebry B i oboznaqim dalee�ti kj kak kj(B).Qerez 	3(x; z; �y) oboznaqim formulu:�1(x; �y)&�1(z; �y)&9t(�1(t; �y)&x� t&z � t):Iz dokazannogo vyxe praktiqeski oqevidno, qto formula 	3(x; z;B(MA)) opredel�et otnoxenie �kvivalentnosti �1 na mno�estve P1 =fBjhIBA;�i j= �1(B; B(MA))g i pri �tom dl� l�byh B;C 2 P1 B �1 Ctogda i tol~ko togda, kogda k4(B) = k4(C). Analogiqno, formulo$i	4(x; z; �u) = �2(x; �y)&�2(z; �y)&9t(�2(t; �y)&x� t&z � t)pri �y = B(MA) na mno�estve P2fBjhIBA;�i j= �2(B; B(MA))g opre-del�ets� otnoxenie �kvivalentnosti �2 takoe, qto dl� B;C 2 P2 B �2 Ctogda i tol~ko togda, kogda k5(B) = k5(C).Qerez 	5(x; �y) oboznaqim formulu x � y3 i pust~ P3 = fBjhIBA;�i j=	5(B; B(MA))g. Qerez �3(x; z; �y) oboznaqim formulu �1(x; �y)&	5(z; �y)&x � z. Otnoxenie �3 opredelim na mno�estve P3 s pomow~� formuly	6(x; z; �y) = 	5(x; �y)&	5(z; �y)&8t(�1(x; �y) ! [t � x  ! t � z]). QerezS(x; �y) oboznaqim formulu �1(x; �y) _ �2(x; �y) _ 	5(x; �y). Pust~ � - �kviva-lentnost~ operedelenna� na mno�estve P1 [ P2 [ P3 i sovpada�wa� na Pisootvetstvenno s �kvivalentnost�mi �i, t.e. na IBA otnoxenie � opre-del�ets� formulo$i Q(x; z; B(MA)), gde Q(x; z; �y) = 	3(x; z; �y)_	4(x; z; �y)_	6(x; z; �y).V silu zameqennogo vyxe oqeviden izomorfizm modele$i :A0 = hS(IBA;B(MA ))=Q(x; z; B(MA)); �1(x;B(MA));�2(x;B(MA));�3(x; z; B(MA))i =hP1 [ P2 [ P3= �; �1(x;B(MA));�2(x;B(MA));�3(x; z; B(MA))i �=�= h!i [ 2!i [ !0i;U; V;2i;



44 A. G. PINUSgde U (V ) - predikat vydel��wi$i mno�estvo !i (!0i), 2 - teoretikomno�estvennoe otnoxenie vkl�qeni� me�du �lementami !i i 2!i .Dl� interpretacii funkcii g v modeli A0 dostatoqno rassmotret~formulu �4(x; z; �y) ravnu� �1(x; �y)&�2(z; �y)&9t(	1(t; �y)&9t1;t2(t1 � t&t2 � t&tt � x&t2 � z&t1 6� y21&t2 6� y23). Togda, oqevidno,qto hIBA;�i j= �4(B;C; B(MA)) v tom i tol~ko v tom sluqae, kogdag(k4(B)) = k5(C). Pri �tom na rol~ t godits� algebra B(1 + (Li!i +1 + Lik4(B) + 1) � !i+1 + (Li!i+1 + 1 + Lig(k4(B)) + 1) � !�i+1); a na rol~ t1(t2)- buleva algebra B(Pr2R6 (1 + Er) + 1)(B(Pr2R7 (1 + Fr) + 1)), gde lumEr(Fr) i mno�estva R6(R7) opredeleny pri rassmotrenii formul �1(x; �y)(�2(x; �y)).Formulu �5(x; z; u; �y) opredelim kak:�1(x; �y)&�2(z; �y)&�1(u; �y)&9t(	2(t; �y))&9t1; t2; t3(t1 � t&t2 � t&t3 � t&t1 � x&t2 � z&t3 � u&t1 6� y21&t2 6� y23&t3 6� y21)):Tak �e kak i vyxe, netrudno zametit~, qto hIBA;�i j= �5(B1;B2;B3; B(MA)) togda i tol~ko togda, kogda f(k4(B1); k5(B2)) = k4(B3).Nakonec dl� konstant aj 2 2!i algebraiqesko$i sistemy A opredelimlum N jA = 1 +Xk2aj [(Li!i + 1 + Lik + 1) � !i+1 + (Li!i+1 + 1) � !�i+1]:Summiru� vse skazannoe imeem izomorfizm algebraiqeskih sistemA00 = hS(IBA;B(MA ))=Q(x; z; B(MA)); �1(x;B(MA));�2(x;B(MA));�3(x; z; B(MA));�4(x; z; B(MA));�5(x; z; u;B(MA)); B(N1A); : : : ; B(NnA)i i A.Oqevidno tak, �e, qto podobny$i izomorfizm imeet mesto i pri zameneIBA na IBA<k; gde kardinal k takov, qto k � @i+2.Qerez 	7(�y; �t) oboznaqim �lementarnu� formulu signatury h�i ta-ku�, qto dl� l�bogo kvazipor�dka hG;�i dl� l�byh korte�e$i �g; �h�lementov iz G takih, qto hG;�i j= 	7(�g; �h) algebraiqeska� sistemahS(G; �g)=Q(x; z; �g); �1(x; �g); �2(x; �g); �3(x; z; �g); �4(x; z; �g); �5(x; z; u; �g); �hiizomorfna sisteme vida hA [ B [ A0;U; V;2; g; f; a1; : : : ; ani; gde A - pro-izvol~noe mno�estvo, B � 2A, A0 \ (A [ B) = ; i g - nekotoroevzaimno odnoznaqnoe otobra�enie A na A0. Predikaty U; V vydel~��t,sootvetstvenno, podmno�estva A i A0, 2 - otnoxenie prinadle�nostime�du �lementami A i B, f - vzaimno odnoznaqnoe otobra�enie A � A0na A i �lementy a1; : : : ; an prinadle�at B. Oqevidno, qto hIBA;�i j=	7(B(MA); B(N1A); : : : ; B(NnA)).Qerez F (@i) oboznaqim bulevu algebru Frexe na mno�estve @i t.e.bulevu algebru koneqnyh i ko-koneqnyh podmno�estv @i, qerez P (A) -bulevu algebru vseh podmno�estv mno�estva A. Rassmotrim sledu�wie



QISLO LEVENGE$iMA DL� ODNOGO IZ SKELETOV 45formuly signatury h�i:T0(x) = 8y(y � x _ x� y);T1(x) =eT0(x)&8y(y � x&x 6� y ! T0(y))&8y(y � x&x� y ! x = y);T2(x) =eT1(x)&eT0(x)&8z(z � x&x 6� z ! T0(z) _ T1(z))&9z(T1(z)&z � x&x 6� z)&8y(x � y&y � x! x = y):Zametim, qto hIBA;�i j= T0(B) togda i tol~ko togda, kogda B -koneqna� buleva algebra. De$istvitel~no, istinnost~ formuly T0(B) dl�koneqnyh B oqevidna i dopustim obratnoe, t.e., qto hIBA;�i j= T0(B).Dopustim tak �e, qto B pri �tom beskoneqna i pust~ jBj = @j . Togda dl�C = F (@j+1) C 6�B, a tak kak imeet mesto hIBA;�i j= T0(B), to poluqaem,qto B� C. No dl� l�bo$i bulevo$i algebryB1 tako$i , qto B1 � F (@`) dl�nekotorogo ordinala `, libo B1 �= F (@k), gde k � `, libo B1 - koneqna.Takim obrazom, B �= F (@s) dl� s � j. Pust~ teper~ C = P (@j), togda izmownostnyh soobra�eni$i C 6�B i tak �e oqevidno, ot protivnogo, qtoB 6� C. Poluqennoe protivoreqie s predpodlo�eniem hIBA;�i j= T0(B)i dokazyvaet, qto hIBA;�i j= T0(B) togda i tol~ko togda, kogda B -koneqna.Poka�em teper~, qto hIBA;�i j= T1(B) togda i tol~ko togda, kogdaB �=F (@0). De$istvitel~no, esli eT0(B) to v B mo�no vybrat~ beskoneqnoeqislo diz�nktnyh �lementov ai (i 2 I) takih, qto supi2I ai est~ edinica B.Faktorizu� B takim obrazom, qtoby v faktore �lementy ai stali atom-ami, u�e bez truda zameqaem, qto iz hIBA;�i j= T1(B) de$istvitel~nosleduet izomorfizm B �= F (@0).Analogiqnym obrazom zameqaets�, qto esli hIBA;�i j= T2(B), to liboB �= B(! + ! + 1), libo B �= F (@1).Rassmotrim teper~ formuluT3(x) = T2(x)&9z(x� z&8y1; y2[(y1 � z&y2 � z&z 6� y1&z 6� y2 ! (y1 � y2 _ y2 � y1)&(y1 � y2&y2 � y1 ! y1 = y2))&9t(z � t&t� z&t 6= z)]):Iz zameqennogo o formule T2(x) poluqaem, qto hIBA;�i j= T3(B)togda i tol~ko togda, kogda B �= B(! + ! + 1). De$istvitel~no, esliB �= B(! + ! + 1), to rol~ z ukazannogo v formule T3(B) igraet sqetna�bezatomna� buleva algebra. Esli �e by algebra B dl� kotoro$i istinnaT3(B) byla by izomorfna F (@1), to trebovanie na z sosto�wee v line$ino$iupor�doqennosti otnositel~no � naqal~nogo intervala opredelennogoz vleklo by izomorfizm z odno$i iz algebr vida F (@i), no dl� l�bo$i Ciz posylki F (@i) � C&C � F (@i) sleduet izomorfizm F (@i) i C. Takimobrazom, de$istvitel~no hIBA;�i j= T3(B) togda i tol~ko togda, kogdaB �= B(! + ! + 1).



46 A. G. PINUSQerez T4(x) oboznaqim formulu eT0(x)&e9z(T3(z)&z � x). Oqevidno,qto hIBA;�i j= T4(B) togda i tol~ko togda, kogda B �= F (@j) dl�nekotorogo ordinala j.Polo�im 	8(�y) ravno$i sledu�we$i formule signatury h�; �i : 8x;z(T4(x)&�1(z; �y) !e(z � x � y21)). Zametim, qto hIBA;�; �i j= 	8(B(MA)).De$istvitel~no, esli B;C takovy, qto hIBA;�; �i j= T4(C)&�1(B; B(MA)),to suwestvuet ordinal j tako$i , qto C �= F (@j) i suwestvuet lum Lukazannogo vyxe vida (3) takoe, qto B �= B(L). Esli by imelo mestoneravenstvo B(L) � F (@j) �B(M21A ), to v bulevo$i algebre F (@j) �B(M21A )naxlas~ by cep~ L0 por�dkovogo tipa Pr2R6 E0r, gde E0r; R6 - lum iz pred-stavleni� (3) lum L, to est~ R6 �= !i+1, E0r � Lik4(B) i jE0rj = @i+1.Pod cep~� tipa L0 budem dalee ponimat~ cep~ predstavimu� v videpodobno$i summy. Horoxo izvestno, qto dl� l�byh bulevyh algebrB1;B2 ih svobodnoe proizvedenie izomorfno bulebo$i stepeni BB21 .Takim obrazom oto�destvim F (@j) � B(M21A ) s B(M21A )F (@j ). Ka�domu�lementu f 2 B(M21A )f(@j ) odnoznaqno sootvetstvuet nekotory$i korte�haf0 ; af1 ; : : : ; afn(f); bf0; bf1 ; : : : ; bfn(f)i, gde n(f) 2 !, bf0 , bf1 ; : : : ; bfn(f)- razbienieedinicy algebry F@j , a bf1 ; : : : ; bfn(f) - atomy �to$i algebry, af̀ 2 B(M21A ) i�vl��ts� znaqeni�mi funkcii f na �lementah bf̀ (pri oto�destvleniiposlednih s otkryto-zamknutymi podmno�estvami stounovskogo pros-transtva F (@j)� bulevo$i algebry F (@j)), krome togo predpolagaem, qtoaf̀ 6= af0 pri ` � 1. Nazovem af0 stabilizatorom f , a fbf1 ; : : : ; bfn(f)g -nositelem f . Qerez af , gde n 2 !, oboznaqim sovokupnost~ teh f 2 L0 u ko-toryh nositel~ imeet mownost~ n, togda L0 = [n2!Tn. Tak kak @i+1 regul-�rny$i kardinal, to na$idets� n 2 ! takoe, qto cep~ Tn predstavima v videPr2R06 E00r , gde R06 � R6 E00r � E0r i jR06j = jE00r j = @i+1 pri r 2 R06. V silu�togo mo�no sqitat~, qto u�e dl� ishodno$i cepi L0 nositeli vseh �le-mentov iz L0 ime�t odnu i tu �e mownost~ n. Rassmotrim gomomorfizm 'cepi L0 � B(M21A )F (@j ) v algebru B(M21A ) opredelenny$i sledu�wim obra-zom: dl� f 2 L0 '(f) = af0 i rassmotrim dva vozmo�nyh sluqa�: 1) '(L0)imeet naibol~xi$i �lement v B(M21A ), 2) tip kofinal~nosti '(L0) raven!i+1.Pust~ v pervom sluqae naibol~xi$i �lement cepi '(L0) � B(M21A ) est~a. Tak kak ka�dy$i koneqny$i interval cepi L0 predstavim v vide !i+1 -summy podmno�estv lum Lik4(B) ime�wih mownost~ @i+1, to tako$i �e vidimeet i mno�estvo '�1(a) i, oto�destvl�� '�1(a) s L0, sqitaem dalee,qto dl� l�bogo f 2 L0 '(f) = a. Vyxe u�e dokazyvalos~, qto v bulevo$ialgebre B(M21A ) ne sywestvuet cepe$i tipa L0, ots�da neposredstvennopoluqaem tak �e, qto cepe$i tipa L0 net ni v kako$i iz bulevyh algebrB(M21A )m. Pust~f - proizvol~ny$i �lement cepi L0. Oto�destvim lumfg 2 L0jg � fg s samo$i cep� L0 i togda, esli A - nositel~ f , tojAj = n i dl� l�bogo atoma B algebry F (@j) ne vhod�wego v A, l�bogog 2 L0 g(b) � a. Tak kak algebra B(M21A )n ne soder�it cepe$i tipa L0, to



QISLO LEVENGE$iMA DL� ODNOGO IZ SKELETOV 47na$iduts� �lement g1 2 L0 i atom b1 =2 A takie, qto g1(b1) > a. Pust~L00 = fh 2 L0jh > g1g. Cep~ L00 imeet tot �e tip, qto i cep~ L0, akrome togo, tak kak dl� l�bogo h 2 L00 h(b1) > a i a - stabilizatordl� �lementov cepi L00, to b1 vhodit v nositeli vseh �lementov iz L00.V silu togo, qto L00 ne vlo�ima v B(M21A )n+1 na$iduts� g2 2 L00 i atomb2 =2 A [ fb1g takie, qto g2(b2) > a. Tak �e kak vyxe zameqaem, qto vsenositeli �lementov cepi L000 = fh 2 L00jh > g2g soder�at atom b2, asama cep~ L000 imeet tot �e tip, qto i cep~ L00. Prodol�a� �tot processpoluqaem cep~ L(n+2) � L0 i nabor poparno razliqnyh atomov b1; : : : ; bn+1takie, qto nositel~ l�bogo iz �lementov cepi L(n+2) soder�it vseatomy b1; : : : ; bn+1, qto protivoreqit predpolo�eni� o tom, qto nositelil�bogo �lementa iz L0 ime�t mownost~ n. Poluqennoe protivoreqiedokazyvaet nevozmo�nost~ sluqa� 1).Rassmotrim teper~ sluqa$i kogda tip kofinal~nosti lum '(L0) �B(M21A ) raven !i+1. Tak kak cepi tipa L0 ne vlo�imy v algebru B(M21A ),to mo�no vybrat~ podcep~ L00 cepi L0 ime�wu� tot �e tip, qto i cep~L0 i taku�, qto '(L00) �= !i+1. Esli pri �tom '(L00) est~ mno�estvofc`j` 2 !i+1g upor�doqennoe v B(M21A ) v sootvetstvii s por�dkom naindeksah, to pust~ P` = ff 2 L00j'(f) = c`g dl� ` 2 !i+1. Takimobrazom mo�no sqitat~P` lum izomorfnym podmno�estvam lum Lik4(B)mownosti @i+1. Vyberem v ka�dom iz lum P` po dva �lementa f1i ; f2itakih, qto interval (f1i ; f2i ) v cepi L00 �vl�ets� izomorfnym nekotoromupodmno�estvu mno�estva Lik4(B) mownosti @i+1. Togda t.k. '(f1i ) = '(f2i )i nositeli f1i ; f2i sosto�t iz n �lementov, to lum (f1i ; f2i )L00 izomorfnovlo�imo v 'Ni (B(M21A )F (@j)), gde Ni - ob�edinenie nositele$i f1i i f2i ,a 'A - pro�kci� B(M21A )F (@j) po A dl� l�bogo A 2 F (@j). Tak kak'Ni (B(M21A )F (@j )) �= B(M21A )jNij i j'Ni((f1i ; f2i )L00)j = @i+1, to na$idets� atombi algebry F (@j) iz �lementa Ni tako$i , qto j'bi((f1i ; f2i )L00 )j = @i+1. Takkak cepi tipa L00 ne vlo�imy v bulevy algebry B(M21A )m dl� l�bogom 2 !, to na$iduts� beskoneqno mnogo razliqnyh bi1 ; : : : ; bin, : : : (n 2 !) dl�i1; : : : ; in; � � � 2 i 2 !i+1. Pust~ j1 2 !i+1 i j1 > in dl� vseh n 2 !. Zametim,qto dl� ka�dogo n 2 ! 'bn((f1in ; f2in)L00) - podmno�estvo mownosti @i+1izomorfno vlo�imoe v B(M21A ) � f2in (bin), a znaqit i v B(M21A ) � fj1(bin).Tak kak qislo razliqnyh bin beskoneqno, to dl� odnogo iz n 2 !fj1(bin) est~ stabilizator �lementa fj1 , t.e. fj1 (bin) = '(fj1 ) i, znaqit,v B(M21A ) � '(fj1 ) izomorfno vlo�imo podmno�estvo lum Lik4(B) ime�weemownost~ @i+1. Iteriru� �tot process !i+1 raz poluqaem vlo�enie cepitipa L0 v bulevu algebru B(M21A ). Poluqennoe protivoreqie dokazyvaetnevozmo�nost~ i sluqa� 2). Tem samym dokazano, qto de$istvitel~noalgebra B ne �vl�ets� gomomorfnym obrazom algebry F (@j) � B(M21A ),t.e. hIBA;�; �i j= 	8(B(MA)).Qerez 	9(�y) oboznaqim formulu 8x; z; t(�1(x; �y)&�1(z; �y)&eQ(x; z; �y)&t � x&t � z ! t � y23). Iz otmeqennogo vyxe stroeni� lum vi-da (3) vytekaet, qto hIBA;�i j= 	9(B(MA)). Itak, na korte�e B(MA),



48 A. G. PINUSB(N1A); : : : ; B(NnA) v hIBA;�; �i istinna formula �6(�y; �t) = 	7(�y; t)&	8(�y)&	9(�y). Analogiqnoe utver�denie verno i dl� hIBA<@k ;�; �i pri k � i+2.Takim obrazom, v silu otmeqenno$i vyxe izomorfnosti algebraiqeskihsistem A i A00, utver�denie B) iz naqala dokazatel~stva teoremy imeetmesto.Tem samym, dl� zaverxeni� dokazatel~stva teoremy ostaets� pokazat~spravedlivost~ utver�deni� A), to est~, qto dl� l�byh korte�e$i �le-mentov �c; �d iz IBA<@i (j - proizvol~ny$i ordinal) takih, qto hIBA;�; �i j= �6(�c; �d) (hIBA<@j ;�; �i j= �6(�c; �d)) ukazannym vyxe sposobomformuly S(x; �c); : : : ;�5(x; z; u;�c) i konstanty �d opredel��t na hIBA;�; �i(na hIBA<@j ;�; �i) algebraiqesku� sustemu klassa K, t.e. s uqetompostroeni� formuly 	7(�y; �t), dostatoqno pokazat~, qto dl� l�bogopodmno�estva P � �1(IBA; �c)=Q(x; y; �c) suwestvuet buleva algebra Btaka�, qto hIBA;�; �i j= S(B; �c)&e�1(B; �c)&e�2(B; �c) i udovletvor��wa�uslovi�: dl� l�bo$i bulevo$i algebry C tako$i , qto hIBA;�; �i j= �1(C; �c)trebovani� C=Q(x; z; �c) 2 P i hIBA;�; �i j= �3(C;B; �c) �kvivalentny.Analogiqnoe utver�denie trebuets� dokazat~ i pri zamene IBA naIBA<@j , no, v silu analogiqnosti dokazatel~stv, rassmotrim lix~sluqa$i IBA. Pust~ Bp (p 2 P ) - nekotora� sistema predstavitele$i izvseh klassov Q(x; z;�c) - �kvivalentnosti �vl��wihs� �lementami mno-�estva P . Qerez B(P ) oboznaqim taku� bulevu algebru, qto dl� l�bogop 2 P v B(P ) suwestvuet �lement bp so svo$istvami: B(P ) � bp �= Bp,dl� p1 6= p2 2 P bp1 \ bp2 = 0 i B(P ) poro�daets� �lementami algeberB(P ) � bp kogda p 2 P . Iz opredeleni� formuly �3(x; z; �c) oqevidno, qtohIBA;�; �i j= �3(Bp;B(P );�c) dl� l�bogo p 2 P . S drugo$i storony, eslihIBA;�; �i j= �3(C;B(P ); �c) dl� nekotoro$i algebry C, to C�B(P ) i, zna-qit, ishod� iz postroeni� B(P ), suwestvuet sovokupnost~ �lementov dp(p 2 P ) bulevo$i algebry C takih, qto C � dp � B(P ) � bp, dl� p1 6= p2 2 Pdp1 \ dp2 = 0 i C poro�daets� �lementami algebr C � dp (pri p 2 P ).Tak kak hIBA;�; �i j= �9(�c) i hIBA;�; �i j= �1(C; �c), to v sluqae, eslihIBA;�; �i j=eQ(C;Bp) dl� vseh p 2 P , dl� ka�dogo takogo p 2 P imeetmesto neravenstvo C � dp � c21. Pust~ C1 - buleva algebra taka�, qto dl�l�bogo p 2 P v C1 suwestvuet �lement cp so svo$istvami: C1 � cp �= c21,dl� p1 6= p2 2 P cp1 \ cp2 = 0 i C1 poro�daets� �lementami algebr C � cpkogda p 2 P . V silu dokazannyh neravenstv C � dp � c21 imeet mestoneravenstvo C � C1. S drugo$i storony oqevidno, qto C1 � c21 � F (@k),gde @k = jP j i, znaqit, C � c21 � F (@k). No v to �e vrem� poslednee ne-ravenstvo protivoreqit istinnosti formuly 	8(�c) na hIBA;�; �i. Itak,de$istvitel~no, dl� bulevyh algebr C takih, qto hIBA;�; �i j= �1(C; �c)uslovi� C=Q(x;z;�c) 2 P i hIBA;�; �i j= �3(C;B(P );�c) �kvivalentny, t.e. dl�l�byh parametrov �c; �d 2 IBA takih, qto hIBA;�; �i j= �6(�c; �d) formulyS(x; �c); : : : ;�5(x; z; u;�c) interpretiru�t v hIBA;�; �i algebraiqeskie sis-temy klassa K. V itoge utver�denie A), a vmeste s nim i teorema pol-nost~� dokazany.
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