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ARCH. MATH. 4, SCWPTA FAC. SOL NAT« UIBP BRUNENSIS 
XVIII: 221—230,1982 

НЕОБХОДИМЫЕ И ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ 
НЕСОПРЯЖЕННОСТИ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО 

УРАВНЕНИЯ у-ф 

Ярослав Крбила 

(Поступило в редакцию 19-го сентября 1981 г.) 

1. Классификация дифференциальных уравнений 

Рассмотрим дифференциальное уравнение 

(Ч) У"~9у, '-а/ёт, 

которого коэффициент — носитель ^ имеет область определения />€ с Д, 
и область значений функции Н9 с Л, Я множество всех вещественных чисел. 

Символом Ск(М)9 (к 2> 0) обозначим систему всех вещественных функций, 
определенных на множестве ЛГ, у которых существуют непрерывные производ­
ные к-ото порядка включительно. 

Пусть ^ е С0(/), где / « (а, Ь) « {г е Л\ - оо <5 а < * < Ь <$ +. оо} с: 1>€. 
Функция 2 является решением уравнения (#) на интервале /, если владеет 
свойством: 

2 6 С2(/), 2*(0 - 9(0 ^(0 V г е I. 

Если функция у является нетривиальным решением уравнения (#) на /, будем 
писать у е (#т). 

Каждое решение уе^) имеет на интервале / или счетное или конечное 
множество нулевых точек. В первом случае уравнение (#) называется колеблю­
щимся, в случае втором неколеблющимся, на интервале /. 

Следуя О. Вогйука [1] будем называть неколеблющееся уравнение (#) на 
/ уравнением типа т на /, если существует решение уравнения (#) имеющее 
т нулевых точек на /, но не существует уравнения имеющего т 4- 1 нулевых 
точек на /. 

Пусть 5, х е I и пусть для у е ̂  выполняется у($) т у(х) « 0 . Число х на­
зовем л-тым (п е И) сопряженным числом ж числу 5 справа, или слева, виду того, 
если х п-тым нулем ш х > $9 или х < $. 
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Обозначим 2, 5 множество всех чисел интервала ,̂ для которых су1Дес™Уют 

сопряженные числа слева, справа соответственно. В случае дифференциального 
уравнения типа т ^ 2, т е Ы, множества 2Г, 5 не пусты. Множество 2 ограни­
чено снизу и множество 5 ограничено сверху. Из этого следует существование 
инфимума # е ^ множества 2 и супремума к е I множества 5, причем выпол­
няется неравенство а < % < к < Ь. 

Число ц", к называется левым, правым основным числом уравнения (#) на ин­
тервале ,̂ соответственно. 

Дифференциальные уравнения (д) колеблющиеся и неколеблющиеся типа 
т ^ 2, т е М на интервале I называются сопряженными уравнениями на I. 

Неколеблющиеся дифференциальные уравнения (я) типа т = 1 на интер­
вале ^ называются несопряженными уравнениями на интервале .̂ Это опре­
деление согласно с тем, которое ввел А. Штйпег в работе [3]. 

Пусть уравнение (#) неколеблющееся, сопряженное на I. Если для ^ , ^ 6 (?/) 
имеет место уг(в) = у%(К) = 0, назовем ух левым, уг правым основным реше­
нием уравнения (#) на интервале I. 

Если левое и правое основные решения уравнения (ф линейно независими 
на ,̂ уравнение (я) называется общим, в противном случае специальным уравне­
нием на интервале .̂ 

Возникает вопрос, каким образом классифицировать несопряженные диф­
ференциальные уравнения потому, что у них нет основных решений. Ответ на 
этот вопрос содержится в работе [1], при этом применяется метод элиптических 
фаз. Другой способ содержится в работе [4]. 

2. Определение фаз дифференциального уравнения 

Теория фаз тесно связана с теорией преобразований дифференциальных 
уравнений. Реч идет о соотношениях между решениями уравнения (я) и реше­
ниями уравнения 

(О) г~ = йг9 '-«й/аг, 

где б е С0&), ^ = (А, В), и решениями нелинейных дифференциальных уравне­

ний Куммера 

<9,<1) -{ЪЪ + Отгг-шдф. 

Напомним, что символом {Х9 г} обозначаем производную Шварца функции 
Хш точке И 

- Г {X, (} = (Х"12Х'У - (Х"/2Х')2. 

Если функция _Уе(0, #) определена на интервале * <= ,̂ Г({) ф% У*61 

ж -Уе(СДУ ~ ДО с <?> т о функция 

О) У^Г[х]/у/\Г\е(д1). 
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Фазы с помощью преобразований определяются следующим образом: 
функции ае, аЛ, ар назовем соответственно элиптической> гиперболической, 

параболической фазой уравнения (ц) если выполняются следующие свойства: 
(О принадлежат классу С3 на интервалах /е, /А, Гр ( с /) соответственно 

(и) ос'ефО, а ^ О , а ; # 0 \ПвГе9ГН9Гр 

(Ш) удовлетворяют уравнения 

(-1.Я) - К , 0 - < 2 - <?«(') ^ е / е , 

(1, ^) - {«*, г} + а^2 - ^н(^) V * е /Л, 

(0^) -{«,»'} = <?„(*) УГ6/Р, 

где функции # е, #А, цр совпадают с носителем ^ на интервалах /е, /Л, /^ соот­
ветственно. 

Напомним еще, что элиптическая фаза ае упорядоченной пары независимых 
решений и, V е (#7) обладает свойством ае е С0(Г) и для всех I е /, за исключением 
нулей функции V, определяется формулой 

(2) 1§ае = ф . 

Осциляцией элиптической фазы ае на интервале / называется число 0(ае, /) «• 
« | с - </|, где 

(3) с = Нт ае(0, й » Нт ае(*). 

Можно доказать (см. [2] Вогйука), что уравнение ^ ) неколеблющиеся» со­
пряженное типа т ^ 2, т е N на / является общим или специальным на интер­
вале / разве тогда, если 

(т - 1) п < 0((хе9 Г) < тп, или 0(ае, /) = тп. 

Поэтому естественно и дифференциальное уравнение типа т = 1 называть 
общим или специальным на / в зависимости от того если 

(4) 0 < 0(ае, /) < я, или 0(ае, /) = гс. 

Другая классификация несопряженных уравнений на / дана в настоящей 
работе. 

3. Строго несопряженные дифференциальные уравнения 

Уравнение (ф назовем уравнением строго несопряженным на интервале 7 
справа (слева) если существует такое у е (дг), что выполняется 

ь 
(5) К О * 0,' |дГ2(х)<1х<а6, ( |у" 2 (х)4х < оо)Уш1. 
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Решение у е &1)9 для которого выполняется кроме свойства (5) и свойство 

ъ # 
(6) | у~2(х) их ш оо, ( | у~2(х) их « оо) V * € / 

назовем правым (левым) главным решением на интервале ^ 
В дальнейшем случай без скобок (в скобках) мы будем обозначать буквой 

«да. 
Из определения очевидно, что правое главное решение на интервале I т. е. 

в глобальном смысле является тоже главным решением при * = Ь. Это понятие 
было введено Лейтоном и Морсом в [5]. Обратное утверждение не всегда верно. 

Лемма 1. (см. [4] стр. 10). Для того, чтобы уравнение (ф было уравнением 
строго несопряженным на интервале [справа (слева) необходимо и достаточно 
чтобы существовало правое (левое) главное решение на интетервале I. 

Доказательство: В [6] приведенно доказательство для строгой несопряжен­
ности справа, по этой причине проведем доказательство для строгой несо­
пряженности слева. 

Пусть дифференциальное уравнение (я) строго несопряженным на I слева, 
то существует у е ^г) для которого выполняется (5): 

ь 
(5Ь) у(1) Ф 0, $ у~2(х) йх<оэ V 1е 1. 

I 

I 

Если | у~2 (х) их = оо, V X е ,̂ это решение является левым главным решением 

дифференциального уравнения на I. 
Но если 

(7) | у _ 2 ( х ) ё х < о о У<е/, 
а 

возмем У{ е (#7) определено следующим образом: 

(8) Ух(1)~У(1)\у~\х)йх У16/. 

Непосредственно проверяется, что 

в 

Проинтегрируя по отрезку <г, 6> предыдущее соотношение, получим 

Из (5Ь), (7), (§) вытекает, что уг(() Ф О V г е I Из (9), (7), (5Ь) следует, что 
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(Ю) 1У;2(х)дх<ао у.-б;, 

значит, что ух обладает тоже свойством (5Ь). Пусть в соотношении (9).* -* и-Ь 
тогда 

ь 

]>Г2(х)<Ьс = оо 
» « 

и так как 

| У72(*)<1Х - | * ' ( * ) < ! * + { у;2(х)их, 
а а $ 

вместе с (10) имеем 

значит, для х̂ вьгаолняется свойство (6). 
Обратное утверждение тривиально, и так лемма 1 доказана. 
В дальнейшем покажем как охарактеризовать строгую несопряженность 

с помощью гиперболических фаз. 
Напомним, что если и, о 6 (#г) базис и 

|и(01 < 1 К 0 1 УгеЛ ^{аиЬг) с / , 

тогда гиперболическая фаза ак базиса и, V имеет свойство ан в Со(/0 и 

(11) 1§Ьай = ф V / е ^ . 

Фазу а, которая обладает на 1г свойством 

(12) Нт а ( 0 = -(§§па')оо, Цт а(0 -= (§8» а') со, 

назовем главной фазой дифференциального уравнения (я) на интервале 11. 

Лемма 2. Для того, чтобы уравнение (ф было строго несопряженным на 
интервале I слева, необходимо и достаточна чтобы существовала главная гипер» 
болическая фаза уравнения (я) на интервале /• 

Доказательство: По лемме 1 для строго несопряженного уравнения 
(я) на / слева, существует левое главное решение у в (#х). Для функции 

03) Л ( 0 - К 0 Ь ^ ) А с - Х 0 / ( 0 V* е Л 
I 

выполняется у2 е («7/) и введена функция / имеет свойство 

(И) Л0 > 0,/'(0 < 0 У/е/, 

(15) Нт/(0=оо, ШпЛО-О. 
•-»•> + I-»»-
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Определим следующие функции 

(16) и -=- АО - у2), V = у + у2, А = ± 1. 

Функции и, V е (?*) линейно независимы и 

07) 1 * [ < 1 Н ф = А(1-/)/(1 +/) У*б/, 

(18) (и/*)' = -2А/7(1 + / ) 2 , 8§п (и/*)' = А. 

Отсюда следует: 

(19) Нт м(0М0 = ~А, Ит м(г)М0 = А-

Из соотношений (17), (19) и (11) видно, что существует гиперболическая фаза ак 

базиса (16) дифференциального уравнения (ц), определена на /, $§п а* = А 
и выполняется 

(20) Ит ак(1) = -А оо, Нт аА(0 = А оо, 

значит, а
Л
 главная гиперболическая фаза на интервале /. 

Пусть ак главная гиперболическая фаза уравнения &) на интервале /. Для 
определенности предположим, что она возрастает. Из соотношения (1) видно, 

что функция 

у 2 = [ехр ак]1\/ак е &д 

и из (5Ь) следует что у2 является левым главным решением, т. е. дифференциаль­
ное уравнение (ц) строго несопряженным на / слева. Лемма доказана. 

С помощью выше найденной главной гиперболической фазы дифференциаль­
ного уравнения (ф из (1) получаем функцию 

Уг = [ехр (-ак)]1^а'н е (?х). 

Из (5а) легко видно что уг является правым главным решением уравнения (я) 
на /, поэтому по лемме 1 уравнение (ф является и строго несопряженным на 
интервале / справа. 

В начале доказательства леммы 2 мы использовали левое главное решение 
уравнения (я) на интервале / при построении главной гиперболической фазы 
уравнения (ф на /. Поэтому является естественным вопрос, можно ли при 
использовании правого главного решения уравнения (ф на / получать ту же 
самую, или другую главную гиперболическую фазу на /. Ответ содержится 
в следующей лемме. 

Лемма 3. ([4] стр. 14). Если ак9 /?* главные гиперболические фазы уравнения 
(ф на интервале /, то 

ак « к$к + к, 

где к** 1(-1) если (щпа'к)(т№~ Ц-1). кеК. 
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Из предыдущего вытекает, что уравнение (я) является строго йесдпряя^намм 
на интервале /слева тогда и только тогда, когда оно строго йесонряжен.шмш 
интервале / справа. 

На основе этого утверждения в следующем определении можем наречия 
справа, слева пропустить. 

Определение. Уравнение (я) назовем строго несопряженным на интервале / 
если или 
(А) существует у е ̂ ), которое обладает свойством 

К О * 0, |>Г2(х)с1х<оо, |>Г2(х)с1х = оо у*е/, 
а г 

ИЛИ 

(В) существует у± е (#х), которое обладает свойством 
I ь 

Уг(*) * 0, | Ухг(в)й$ = оо, | У12(в)й$ < со У*е I 
а г 

Из выше приведенного вытекает утверждение леммы 4. 

Лемма 4. Необходимым и достаточным условием для строгой несопряжен* 
ности уравнения (я) на интервале / является существование главной гиперболи» 
ческой фазы на интервале /. 

Лемма 5. Дифференциальное уравнение (я) является строго несопряженным 
на интервале I тогда и только тогда, когда оно является общим дифференциаль­
ным уравнением на / типа т = 1. 

Доказательство: Пусть уравнение (я) является строго несопряженным 
на /. Тогда существует главная гиперболическая фаза ал на /. Предположим, 
что $§п ал' = 1. С ей помощью построим левое и правое главное решение на /; 

(21) и = [ехраь]Л/а;, V - [ е х р ^ а * ) / ^ . 

Откуда и/1? = ехр 2ал VI в I и из того 

Цт ехр 2ал(г) = 0, Ит ехр 2ал(г) = оо, 

получаем для элиптической фазы определенной в (2) 

ае(г) = агс!§ ехр 2аА(0 V г е / 

следующие пределы: 

Нт ав(г) - 0, Нт ае(г) = я/2, 

поэтому осциляция 0(««- /) = я/2 < я, т. е. имеем общее уравнение типа т » 1 
на интервале /. 
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Пусть сейчас у нас общее уравнение (я) типа т -= 1 на /. Тогда существует 
ляптдаческам фаза ае, шум*',** 1» которой осциляция 0(ав, Т) < п. Без огра­
ничения общности можно считать что 

Нт а€(0
 в к, 0<к<п9 Нт ае(г) = я, 

*-»Л+ 1->Ь~ 

так как если ае является фазой дифференциального уравнения (ц)9 то и ае + с9 

с е Л, является фазой того же самого уравнения. Из (1) видно, что функция 

($т <хё)1уае ^(€/Х и из вышеприведенных пределов следует, что 

[ми ##(0]/л/а;(0 Ф О V г € ^ и интеграл 

| [$ш~ <хе(хУ]схе(х)йх = | зйГ 2 2 (к = -со*§ав(0 + ъо\%к < оо, 
ш к 

так как а#(0 < % V * € ^. Поэтому выполняется (5а), что и требовалось доказать. 

4. Специально несопряженные дифференциальные уравнения 

Определение. Дифференциальное уравнение (ф назовом специально не-
сопраженным на интервале I если существует у е (дх) такое, что 

ь * 
(С) у(г) Ф 0, | у'2(х) их = | )Г2(х) их = оо VI е I. 

I а 

Из определения видно, что при специальном несопряженном дифференциаль­
ном уравнении достаточно рассматривать только главное решение на интер­
вале I и не надо рассматривать левое или правое главное решение. По этой 
причине решение у со свойством (С) назовем главным решением уравнения (я) на 
интервале /. 

Если а9Ье Я9 тогда из (С) получаем следующее свойство главного решения у: 

И т Я О = 0» НтХО = 0. 

Если а = — оо, или Ъ = + оо, это свойство не должно выполняться. 
Из определения параболических фаз и их интерпретации в отношении к пре­

образованиям решений дифференциальных уравнений мы получим, что если 
шр параболическая фаза уравнения (д) определена на ,̂ то функции 

(22) и « а/У| а; | € (д,), V = 1/>/| а; | € (<?,), 

и образуют базис решений. 
Докажем следующее необходимое и достаточное условие. 

Лемма 6. Дифференциальное уравнение (ф является специальным несопряжен-
ным на интервале I тогда и только тогда9 когда существует главная параболи­
ческая фаза на интервале .̂ 
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Доказательство: Пусть (д) является специальным несопряженным уравне­
нием на /. Тогда но определению существует главное решена» у на /. С его 
йомощью образуем ух е ^Е): 

(23) У,(0«Х0Ь-2(х)с!х = .К0/О). 
с 

где се I произвольная постоянная. 
Функция / и з соотношения (23) имеет свойство: 

/(с) - 0, / '(0 > О V * е /, Ит /(0 - - оо, Ит •/(!) « с о . 

Возьмем базис решений и, V уравнения (ц): 

и = Ху19 р » ± 1 , 1?.«^ 

и определим параболическую фазу 

а, = и/е « А/. 

Из свойств функции / видно, что ар является главной параболической фазой 
уравнения ^ ) на /, Я = 8§п ар. 
Наоборот, если существует главная параболическая фаза оер уравнения (д) на /, 
то функция 

Л - 1 / ^ | ^ Т б ( Л ) 

и легко проверяется, что у2 имеет свойство (С) и поэтому является главным 
решением дифференциального уравнения (ц) на /. 

Лемма 7. Дифференциальное уравнение (ф является специально несопряжеп* 
ным на интервале I тогда и только тогда, когда оно явзяется специальным 
дифференциальным уравнением на интервале I типа т = 1. 

Доказательство: Если (я) является специальным несопряженным уравне­
нием на /, то существует (лемма 6) главная параболическая фаза <хр на /. Пусть 
<хр возрастает. С помощью <хр образуем базис решений, как это сделано в1 (22) 
и получаем элинтичеекую фазу: % 

<хе -« агсе§ и/и = агс*§ <хр. 
Поскольку 

Ит сф) » Нт тсЩшр(г) » -я/2, 

Нт <%е(0 *» Вт агсеваДО в я/2, 

хо осциляция 0(а«» /) === я, т. е. уравнение (ф является типа т « 1 на /. 
Наоборот, пусть (^) стегальным уравнением типа т « 1 на /» тогда су­

ществует элиптическая фаза <%* уравнения (^) с осциляцией 0(«#,1) »•«,' Можно 

229 



предполагать, что ае возрастает и 

Нт ае(0 == 0, Ит ае(0 = ж. 

Тогда функция ($т ае)/л/а'€ е (#/) и является главным решением уравнения (я) 
на Л 

5. Заключение 

В заключение из утверждений предыдущих лемм получаем как главный 
результат настоящей работы следующие необходимые и достаточные условия 
несопряженности дипференциального уравнения: 

Теорема 1. Дифференциальное уравнение (д) : у" = д(1)у, Ч е С0(7), I = (а, Ъ) 
является на интервале I строго, (специально) нееопряженным тогда и только 
тогда* когда существует главная гиперболическая (параболическая) фаза уравне­
ния (ф на интервале I. 

Теорема 2. Дифференциальное уравнение (я) является на интервале I строго 
(специально) насопряженным тогда и только тогда, когда оно является общим 
(специальным) уравнением типа т = 1 в смысле определения Борувку. 
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