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ARCH. MATH. 4, SCRIPTA FAC SCI. NAT. UJEP BRUNENSIS 

XIII: 187—190, 1977 

ОБ ОЦЕНКЕ И УСТОЙЧИВОСТИ РЕШЕНИЙ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ В БАНАХОВОМ 
ПРОСТРАНСТВЕ 

М. М. КОНСТАНТИНОВ, София 

(Поступило в редакцию 27-го мая 1976 г.) 

Рассмотрим задачу Коши 

(1) т = Л*> *(0, х(1 - А% г е / = (О, Г); 
х(г) = <р(г), I е / = [-/., 0], 

в банаховом пространстве В с нормой || . ||, где 0 < ./. < Г = оо и/(Г, 0, 0) == 0. 
В настоящей работе находятся оценки решений и условия экспоненциальной 

асимптотической устойчивости тривиального решения начальной задачи (1). 
При этом результаты работы [1] обобщаются и уточняются. 

Дальше будем предполагать, что выполнены следующие условия (А): 

А1. Функция/: С = ^xВxВ-+В непрерывна по Г. 

А2. Существует линейная интегрально-ограниченная оператор-функция 
А(1), г е /, такая что в области О выполнено неравенство 

| | Ж и, V) - А(1) и || <; т(() (|| и | | 1 +* + д || V | | 1 + *), 

где # = О, а > — 1, а т(() — локально ограниченная и интенгруемая на ^ 
скалярная функция. 

АЗ. Эволюционный оператор Щ(, з) = ^(^)^~1(5) однородного уравнения 
*(/) = А(1) х(() удовлетворяет условию 

(2) || Щ1,5) || = V ехр (Х(( - 5)), г = 5 = 0; 

V > О, — оо < А < со. 

А4. Функция <р :1~* В ограничена, измерима и интегруема по Бохнеру. 
Отметим, что условие АЗ следует из интегральной ограниченности оператор-

функции А(1). В частности оценка (2) имеет место в случае, когда А(г) = А — 
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стационарный производящий оператор полугруппы 17(0, гДе ^(0а-* а при 
г -> 0 для каждого а е В [2]. 

Положим 
л 

Фа = V II Ф(0) || + уд Г ш(5) || ф - А) \\1+* ехр(-Д5)сЬ, 

о 

(3) е а = ?ехр(-/Ы(1 + а)), 

Г 

Мх(0 = У Ш ( 5 ) е х Р (^а 5) ^ 5 ' 
О 

Теорема. Пусть выполнены условия (А). Пусть кроме того 

(4) аФ«(1 + & ) М а ( Г ) < 1 . 

Тогда при I е У имеет место оценка 

(5) || х(0 || ^ Ф.[1 - аФа'(1 + &) Л/а(/)]-»'« ехр (ДО-

Если в частности а = 0, то 

(6) || х(0 || ^ Ф0 ехр {XI + Мо(0), * е /. 

Доказательство. В силу эквивалентного представления решения (1) 

г 

х(0 = Щг) (р(0) + ЬТ(1, 8) 1/(8, х(8), х(8 - А)) - А($) х(я)] из, Г 6 ,1, 

о 

и условий (А) получаем 

I 

II Х(0 || < V | | | <р(0) || + Г т(5) [|| ф) || ' + ' + Ч || Х(5 - Л) Ц1 +Я] ехр (-Я5) (151 X 
о 

х ехр (АО й \фа + V Гт( 5 ) [|| х(5) | | 1 + а + др(5) || х(5 - А) | | 1 + а] ехр (-Я5)ё 5 | х 

о 

х ехр (АО, 

^€^, 

где 

го,5 ![о^], 

Л ' 11,5б[0,^]. 
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Следовательно || х(г) || ^ Х(1), 1е1, где функция Х(() удовлетворяет инте­
гральному неравенству 

Х(1)й<Фл + V т ( 5 ) ^ 1 + а ( 5 ) + ^А'1+а(5-/1)]ехр(-Д5)(151ехр(лО, I е^9 

о 

и условию ДО = 0, г е I. Отсюда Х(( - Л) ^ Х(1) ехр ( - ХЛ). 
Поло жим 

(7) 7(0 = ДО ехр (-АО-

Тогда 

У(0 = Фа + У(1 + б«) [ т(я) У1 +а(*) ехр (Хаз)й$, ^е^. 
о 

На основании леммы Бихари из последнего неравенства и (7) получаем, что 
справедливо неравенство (5). Неравенство (6) получается из (5) предельным 
переходом а -> 0. При этом условие (4) заведомо выполняется для Г < оо. 

Следствие 1. Пусть выполнены условия (А) и (4) при Т = со. Пусть кроме 
того X < 0. Тогда тривиальное решение залачи Коши (1) экспоненциально асимп­
тотически устойчиво с показателем X. 

При а Ф 0 и X < 0 область экспоненциальной асимптотической устойчивости 
в множестве начальных функций можно определить следующим образом на 
основе (4) и (3). Пусть г = ^ — положительный корень уравнения 

- + ]8-1+в = [аув(1 + е.)А/,(оо)Г1/', 
где 

A 

- Í m(s)exp(—Âs)ds. 

Тогда показатель экспоненциального роста всех решений начальной задачи (1), 
порожденных функциями <р9 

«ф{ | |ф(0 | | : ' € / } < & 

не больше X < 0. 

Следствие 2. Пусть выполнены условия (А) и (4) и/ш а = 0 и Г = оо. Пусть 
кроме того 

о) = А + ШпГ 1 М о (0 < О-
1->оо 
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Тогда тривиальное решение задачи Коши (1) глобально экспоненциально асимп­
тотически устойчиво с показателем со. 
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