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ARCH. MATH. 1, SCRIPTA FAC. SCI. NAT. UJEP BRUNENSIS 
XII: 31—42, 1976 

VERBANDSTHEORETISCHE EIGENSCHAFTEN 
VON SPRACHEN 

JOSEF DALf K, Brno 
(Eingegangen am 24. April 1975) 

EINFÜHRUNG 

In diesem Aufsatz wird eine Sprache als ein Paar (V9L) definiert, wobei V eine 
endliche Menge und L eine Teilmenge von V* sind. Jeder Sprache (V,L) wird ein 
endlicher Verband I2l(K,L) von Teilmengen der Menge V*xV* zugeordnet. In 
diesem Verband wird eine einfache Charakterisierung einiger rein linguistisch moti­
vierten Begriffe gegeben, die in der Arbeit [1] zentrale Rolle spielen. Einige einfache 
Behauptungen aus der Verbandstheorie werden angeführt, die in diesem konkreten 
Fall in [1] bewiesen wurden. Weiter wird eine Antwort auf die Frage gegeben, ob es 
einige speziellen Bedingungen gibt, denen der Verband Z8l(V, L) für jede Sprache 
(V,L) genügt. Die gleiche Frage wird auch für den Verband aller abgeschlossenen 
Teilmengen der Menge V beantwortet, der jeder Sprache auf eine natürliche Weise 
zugeordnet wird. 

Wir benutzen die in der Mengentheorie üblichen Bezeichnungen. Mit dem Zeichen 
0 wird leere Menge bezeichnet. Das Symbol {x} wird eine Menge kennzeichnen, die 
das einzige Element JC enthält. Eine Abbildung <p von A in B wird mit <p: A -> B 
bezeichnet. Für <p: A -> B, \j/: B -> C wird ty<p: A -+ C mit der Vorschrift $<p(x) = 
= $[<p(x)] für alle xe A definiert. Das Symbol N wird die Menge aller natürlichen 
Zahlen bezeichnen. Das Zeichen <oQ wird für die kleinste unendliche Ordinalzahl 
reserviert und die Kardinalzahl der Menge A wird mit card A bezeichnet. 

Im Verband S mit dem kleinsten Element o wird sups 0 = o festgelegt. Statt der 
präzisen Bezeichnung total additiv irreduzibel (total additiv reduzibel, total additiv 
primitiv) wird kurz irreduzibel (reduzibel, primitiv) geschrieben. 

§1 VERBANDSTHEORETISCHE HILFSMITTEL 

1.1, Definition. Es sei Sein Verband. Ein Element xe Sheißt 
(1) irreduzibel (in S), wenn x e X für jede Menge I c S mit der Eigenschaft x =-

= sups X. 
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(2) reduzibel (in S), wenn es eine Menge X g S gibt so, daß xeX und x = sups X. 
(3) primitiv (in 5), wenn es für jede Menge X g 5 mit der Eigenschaft x = sups X 

ein x0 e X existiert so, daß x § x0. 

1.2. Lemma. Jedes Element, primitiv in einem Verband S, ist irreduzibel in S. 

1.3. Definition. Es sei S ein Verband mit dem kleinsten Element o. Ein Element 
x' € S heißt ein Atom (in S), wenn o < x' und für jedes Element xe S mit x < x' 
immer x = o gilt. Ein Verband S heißt atomar, wenn es zu jedem x e S, x # o, ein 
Atom x' 6 S gibt so, daß x' ^ x gilt. 

1.4. Lemma. Es sei S ein Verband mit dem kleinsten Element o. Jedes Atom in S ist 
irreduzibel. 

1.5. Definition. Es sei x0 ein Element eines Verbandes S. Eine Menge {xk e S; 
0 ^ t < a } , a e N u {co0} wird eine absteigende Kette in S mit dem größten Element 
jc0 gennant, wenn es xk„t > xk für jedes k, 1 ^ k < a gilt. Ist a e N, so hat diese 
absteigende Kette eine Länge oc — l.Füra = co0 sagen wir, daß diese Kette unendlich 
ist. 

Ein Verband S genügt der Minimalbedingung, wenn für jedes x e S alle absteigenden 
Ketten in S mit dem größten Element x eine endliche Länge haben. 

1.6. Lemma. Ein Element x0 und eine Teilmenge X seien in einem Verband S gegeben 
und es gelte sups X = x0. Zu jedem Element xeX sei eine Menge M(x) g S mit der 
Eigenschaft sups M(x) = x zugeordnet. Dann gilt sups U M(x) = x0. 

xeX 

Beweis. Ist xe [} M(x), so gibt es ein xxeX so, daß XGM(XX). ES gilt 
xeX 

x <| sups M(xt) = xt und das heißt x _• sups X = x0. Daraus folgt, daß x0 eine 
obere Schranke der Menge U M(x) in S ist, Für jede obere Schranke xt von 

xeX 

U M(x) in S gilt x = supsM(x) g x t für alle xeX, also x0 = s uPs% ^ xi• 

Damit ist die Behauptung bewiesen. 
1.7. Lemma. Genügt ein Verband der Minimalbedingung, so läßt sich jedes seiner 

Elemente als Supremum einer Menge irreduzibler Elemente darstellen. 
Beweis. Das kleinste Element ist ein Supremum leerer Menge. Der Rest der Be­

hauptung wird mit Hilfe von 1.6. mit demselben Verfahren wie Satz 28 in [2] bewiesen. 

1.8. Lemma. 
(1) Jeder endliche Verband genügt der Minimalbedingung. 
(2) Jeder Verband, der der Minimalbedingung genügt, ist atomar. 

Beweis. Die Behauptung (1) gilt offenbar. Zur Behauptung (2) sehe [2], Kapitel II, 
Übungsaufgabe 6. 
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1.9. Lemma. Ein Verband S genüge der Minimalbedingung. Es sei M Q S eine Ober­
menge der Menge aller irreduziblen Elemente von S. Dann ist ein Element x0eS 

(1) irreduzibel in S genau dann, wenn x0 e X für jede Menge X g M mit der Eigen* 
Schaft x0 = sups X. 

(2) primitiv in S genau dann, wenn es für jede Menge I s M mit der Eigenschaft 
x0 ^ sups X ein Element x' e X gibt so, daß x0 £ x' ist. 

Beweis. Ein Element x0eS habe die Eigenschaft, daß für jede M^nge X g M, 
für die x0 = sups X ist, auch x0eX gilt. Es sei jetzt X g S und x0 =» sups X. Aus 
1. 7. folgt: Für jedes Element xeX gibt es eine M^nge M(x) g M so, daß JC = 
= supsM(jc). Dann gilt nach 1. 6. x0 = sups \J M(x). Weil \J Mix) g M, ist 

xeX x*X 

x0 e \J M(x). Es gibt also ein x1 e Xso, daß x0 e M(xx). Es gilt; x0 £ sups M(xt) £ 
xeX 

g sups sups M(x) = x0. Daraus folgt x0 = sups M(xt) = xt und das heißt x0 e X. 
xeX 

Also x0 ist irreduzibel. Die Umkehrung der bewiesenen Implikation gilt offenbar. 
Man kann (2) mit demselben Verfahren wie (1) beweisen. 

1.10. Lemma. Ein Verband S genüge der Minimalbedingung und o sei das kleinste 
Element in S. Es sei M g S eine Obermenge der Menge aller irreduziblen Elemente von 
S mit der Eigenschaft o e M. Ein Element xe S ist ein Atom in Sgenau dann, wenn 
xe M und für jedes x' von M x' -£ x gilt. 

Beweis. Ist x ein Atom in S, so gilt nach 1. 5. xe M. Es sei x' eM, x' < x. 
Daraus folgt x' = o, also oe M. Das ist ein Widerspruch. Deshalb gilt für jedes 
x' e M x' <£ x. Es sei x e M und x' H: x für alle x' e M. Dann x & o. Es sei x" e S, 
x" < x. Nach 1. 7. gibt es eine Menge M(x") g M so, dass x" = sups M(x"). Es sei 
x' e M(x"). Dann x' £ sups M(x") < x - Widerspruch. Also M(x") = 0 und x* » o. 
Das heißt, daß x ein Atom in S ist. 

1.11. Definition. Es sei S ein Verband, M e S eine Menge. Es sei für jedes x e S: 

7(M,JC) = {x'eM;x' < x}. 

Im Falle M = S wird statt I(M, x) einfach I(x) geschrieben. 

1.12. Lemma. Ein Verband S genüge der Minimalbedingung. Es sei M g S eine 
Obermenge der Menge aller irreduziblen Elemente von S. Dann ist ein Element x0eS 
irreduzibel in S genau dann, wenn x0eM und sups I(M, x0) < x0. 

Beweis. Nach dem Beweis vom Satz 11 in [2] besitzt jede nach oben beschränkte 
Teilmenge von S ein Supremum. Deshalb existiert sups I(M, x0) für jedes xQ e S. 

Es gelte sups I(M, x0) < x0. Es sei X g M so, daß sups X « x0. Ist x < x0 

für alle x e X, so X g I(M, x0) und es gilt: x0 = sups X £ supsI(M, x0) < x0. 
Das ist ein Widerspruch. Deshalb x0eX. Nach 1. 9. (1) ist x0 irreduzibel. 
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Umgekehrt: Ist x0 irreduzibel, so ist offenbar x0eM und die Voraussetzung 
sups I(M, x0) = x0 führt zum Widerspruch, denn aus x0 e I(M, x0) folgt x0 < x0. 
Also sups I(M, x0) < x0. 

1.13. Definition. Es sei 91 ein Mengensystem. Wir bezeichnen mit 191 das kleinste 
Mengensystem mit folgenden Eigenschaften: 

(1) 91 £ 191. 

(2) Ist SB £ 2:91, so U-3eX9l. 
Be© 

2J91 wird der Vereinigungsabschluß des Systems 91 genannt. 

1.14. Lemma. .191 == { U Al ® £ «}• 
-4e© 

Beweis. Man bezeichne G = { U A\ ® S 2*}- Es ist 91 £ G. Ist SB £ G, so 

gibt es zu jedem .Be SB ein 9lB £ 91 so, daß B =* [) A. Daraus folgt \JB = 
, 4 € 3 ( B Be© 

- U ( U A) - U -* e tt • e h a t a l s o d i e Eigenschaften (1) und (2) aus 1A3. Aus 
Be® AeMB Ae U QIB 

Be© 

der Minimalität von T91 folgt 191 £ G. 
Auf der anderen Seite SB £ 91 impliziert SB £ 2:91. Also \jAeZW für jedes 

93 £ 91. Das heißt G £ 191. Ae® 
Wir haben bewiesen G = 191. 
1.15. Satz. Zu jedem Mengensystem 9t zugeordnetes Mengensystem 2:91 ist ein 

vollständiger Verband mit dem kleinsten Element 0 und dem größten Element \J A, 
Ae% 

in dem die Operationen der mengentheoretischen und der verbandstheoretischen Vereini­
gung eins werden. 

Beweis. Das durch die Inklusion geordnete Mengensystem Z91 hat das kleinste 
Element U A = 0- Nach 1.14. ist U A d^s größte Element in 191. Nach 1.13. (2) 

AeQ Ae& 

besitzt jedes Teilsystem von 2J9I ein Supremum in 191, das seiner mengentheoretischen 
Vereinigung gleich ist. Der Rest der Behauptung folgt aus der Gültigkeit der Be­
hauptung, die dual zum Satz 10 in [2] ist. 

1.16. Lemma. Jedes irreduzible Element in .191 liegt in 91. 
Beweis. Es sei A0 e IM irreduzibel. Nach 1.14. gibt es ein Mengensystem SB £ 91 

so, daß A0 = \JA. Nach 1.15. ist A0 = supI9{ SB. Daraus folgt A0 e SB, also A0 6 91. 
Aef8 

1.17. Lemma. Für jedes endliche Mengensystem 91 ist 191 ein nichtleerer endlicher 
Verband. 

Beweis; Das Element U A -fegt immer in 191. Es sei n = card 91. Nach Voraus-
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Setzung n e N u { 0 } . Aus 1.14. folgt, daß die Abbildung ^: 2% -* 191, die mit der 
Vorschrift \j/(f&) = \J A für jedes System -B £ 21 definiert ist, eine Abbildung von 2 0 

auf 191 ist. Deshalb card 191 < card2% = 2n. 

§2 LINGUISTISCHE G R U N D B E G R I F F E 

2.1. Definition. Es sei Feine endliche Menge. Mit V* werde das freie Monoid über V 
bezeichnet. V* ist also die Menge aller endlichen Folgen von Elementen aus V ein­
schließlich der leeren Folge A mit der Operation der Konkatenation. Die Elemente 
aus V* werden wir Ketten nennen. Ist a eine Kette von V*, so gibt es eine ganze 
Zahl p ^ 0 und Elemente al9al9 ...,ape V so, daß a = axa2 ... ap. Wir legen 
| a | = p fest, p wird die Länge von a genannt. 

2.2. Definition. Es sei V eine endliche Menge, L g V*. Das geordnete Paar (F, L) 
wird eine Sprache genannt. Wird L eine endliche Menge sein, so wird (V, L) eine 
endliche Sprache genannt. Mit L wird das Komplement der Menge L in V* bezeichnet; 
das heißt L = V* - L. 

2.3. Definition. Das geordnete Paar (a, ß) e V* x V* heißt ein Kontext vom Elemente 
aeVin einer Sprache (V, L), falls aaßeL. Es sei a e F. Wir setzen fest: 

£(a, F, L) = {(a, ß) e F* x F*; aajS e L}, %(V9 L) = {<£(a, F, L); a e F}. 

Die Menge (£(a, V9L) wird eine Kontextmenge des Elementes a in (V9L) genannt. 
Wird es aus dem Zusammenhang klar, um welche Sprache es geht, oder wird es 
nicht auf die konkrete Gestalt der Sprache ankommen, wird oft statt <£(Ö, F, L) ein­
fach G(a) geschrieben. 

2.4. Definition. Man sagt, daß ein Element a e Vparasitär in einer Sprache (F, L) 
ist, wenn G(a, V9L) = 0. 

2.5. Definition. Es sei (F,L) eine Sprache. Man nennt ein Element aeV ) 

(1) eine Wurzel (in (V,L))9 wenn 
(J <5:(b) c <£(a). 

W)C@(a) 

(2) ein re/«es Homonym (in (F, L)), wenn 

U €(6) = G(a). 
6(6)C@(a) 

(3) ein partielles Homonym (in (F, L)), wenn a eine Wurzel ist und wenn es ein 
beVgibt so, daß <£(b) c C(a). 
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(4) eine initiale Wortform (in (V9 L))9 wenn es für alle beV<£(£) * C(a) gilt. 
(5) komplett9 wenn es für jede Menge / s F gilt: 

C(a) s U $(&) =* es gibt ein b0 e Y so, daß G(a) e G(fe0). 
beY 

Alle diesen Begriffe mit der Ausnahme von 2.5. (5) wurden von J. Kunze in [1] 
definiert. Der Begriff des kompletten Elementes ist in einem gewissen Sinne ein 
Spezialfall des Begriffes der kompletten Menge, der auch in [1] definiert wurde. 

§3 DER VEREINIGUNGSABSCHLUSS DES SYSTEMS 
ALLER KONTEXTMENGEN 

3.1. Satz. Zu jeder endlichen geordneten Menge (G9 :g) gibt es eine endliche Sprache 
(V9L) und ein Isomorphismus von (G, :§) auf das durch Inklusion geordnete System 
%(V9L)9 wobei Suprema in mengentheoretische Vereinigungen übergehen. 

Beweis. Man bezeichne mit {al9 al9..., an} die Menge G. Es sei V = G. 
Man bilde für j = 1,2,...,« alle möglichen Ketten der Länge j aus solchen Ele­

menten ai9 für die at £ as. Es sei L die Menge aller solchen Ketten. 
Die Sprache (V9 L) ist endlich, weil L £ {a e V*; \ a | ^ n}. 
Es gelte aj9 ake V9 aj ^ ak und (a, ß) e (i(aj). Dann ist ouijß eine Kette in L. Man 

bezeichne h ihre Länge. Das Element as kommt in Ketten der Länge h vor, also 
aj £ ah. Im Falle ak ^ ah wäre as g ah und das ist ein Widerspruch. Deshalb ak % ah 

und ak erscheint in Ketten der Länge h. Das heißt <xakß e L, also (a, ß) e G(afc). Wir 
haben bewiesen (£(aj) s &(ak). 

Umgekehrt sei ^(aj) e G(afc) für as, ake V. Lassen wir a^ % ak zu, so kommt aj 
in einer Kette der Länge k in L for. Dagegen gilt ak ^ ak und das heißt, daß ak 

in keiner Kette der Länge k in L vorkommt. Das ist ein Widerspruch zu der Voraus­
setzung d(aj) g (£(0*). Es muß also o,- <; ak gelten. 

Ist aj # ak für aj9 ake V9 so ist d(aj) # (£(afc). Gilt nämlich d(aj) = &(ak), ist 
C ây) g (E(afc), (£(ak) g <£(ay) und daraus folgt aj ^ ak9 ak S aJt Das heißt ai = a*. 

(£ ist also ein Isomorphismus von (G, :g) auf das Mengensystem 9l(F, £), das durch 
Inklusion geordnet ist. 

Es sei ak = supG0. Dann akS a für alle a e F . Das heißt, daß ak in keiner 
Kette von L vorkommt, also ^(ay) = 0. Es gilt also &(ak) = U C(a). 

ae0 
Es sei jetzt a* =* supG aji9 p ^ 1. Dann Oj. g ak und daraus folgt £(a,) s d(ak) 

I&ZP P 
für i = 1,2,... ,/>. Deshalb U Cfo.) c (Ĵ a*). Es sei (a, ß) e <£(ak). Die Kette aarf 

liegt in L und hat eine gewisse Länge h. Also ak£ ah. Gilt a/f -§ afc für i = l, 2 , . . . , p, 

36 



ist ak = supG ajt ^ ah. Das ist aber ein Widerspruch. Deswegen gibt es ein tf 1 ;g 

^ t ^ p, so, daß aJt ;$ ah. Das Element ajt kommt in L in Ketten der Länge h vor. 
p 

Das heißt speziell ccaJtß e L. Also (a, J5) e &(ajt) g U $(au)- Wir haben gezeigt: 
P . »1 

&(<*k) £ U ®(aii)- Dies gibt zusammen mit dem vorgehenden Ergebnis, daß €(a^) » 

-*- U &(aj) gilt. Damit ist der Satz bewiesen. 

3.2. Satz. Zu jedem nichtleeren endlichen Verband S gibt es eine endliche Sprache 
(V9L) mit folgenden Eigenschaften: 

(1) S^m(V,L). 
(2) Zu jeder Menge X, I g V, gibt es ein Element axeV so, daß §(ax, V, L) = 

= U % V,L). 
aeX 

Beweis. Nach 3.1. existiert eine endliche Sprache (V, L) und ein Isomorphismus 
von S auf das durch Inklusion geordnete System 9I(V, L), wobei Suprema in mengen­
theoretische Vereinigungen übergehen. Infolge dessen enthält das System 9l(F,L) 
mit jedem Teilsystem auch seine mengentheoretische Vereinigung. Daraus folgt* 
daß für jede Menge I g F auch \Jd(a)e(ü(V9L) gilt, also gibt es ein Element 

aeX 

axeV so, daß U <-X«0 = «(%)• Das heißt 9T(F, L) = I$l(V9 L). 
aeX 
/ 

3.3. Korollar. Die Verbände der Form I<H(V9 L) representieren gerade alle endlichen 
nichtleeren Verbände. 

Beweis. Das System 9l(F, L) ist endlich für jede Sprache (V9 L). Daraus und aus 
1.17. folgt, daß Z9l(F, L) ein endlicher nichtleerer Verband für jede Sprache (V, L) ist. 
Der Rest der Behauptimg folgt aus 3.2. 

3.4. Korollar. Zu jeder Sprache (V, L) gibt es eine endliche Sprache (Vl9Lx) so9 

daß IM(V, L) s IS&(VX, Lx). 
Beweis. Nach 3.3. ist I<&(V, L) ein nichtleerer endlicher Verband. Nach 3.2. gibt 

es zu I2l(F,L) eine endliche Sprache (VX,LX) so, daß im(V9L) £ JX{VUL^. 

3.5. Satz. Ein Element A ist irreduzibel im Verband I%(V9 L) genau dann, wenn es 
eine Wurzel a0e V gibt so, daß A = G(a0, V, L). 

Beweis. Nach 3.3. und 1.8. (1) genügt der Verband I$l(V9L) der Minimalbedin­
gung. Nach 1.16. ist 9I(F, L) eine Obermenge der Menge aller irreduziblen Elemente 
in ItyL(V, L). Daraus und aus 1.12. folgt, daß ein Element A genau dann irreduzibel 
in I9l(V,L) ist, wenn AeW(V9L) und supm(VtL)I(W(V9L)9 A) < A. Nach 1.15. 
kommt dies vor genau dann, wenn es ein Element a0 e Fgibt so, daß A = <£(a0) und 

U G(fl) c G(a0). 
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3.6. KoroUar. ([1], Hilfssatz 5). Für jede Sprache (V, L) gibt es zu jedem Elemente 
a0eV eine Menge M(a0) von Wurzeln so, daß G(a0, V, L) = U ®(ö> K L). 

aeM(ao) 
Beweis. Die Behauptung folgt aus 3.5., 3.3., 1.8. (1) und 1.7. 

3.7. KoroUar. Ein Element a0eV ist ein reines Homonym in (V, L) genau dann, 
wenn (£(a0, V, L) reduzibel in I%(V, L) ist. 

Beweis. Aus der Inklusion (J (£(a) g (£(a0) folgt, daß ein Element a0 genau 
<S(a)C(£(ao) 

dann ein reines Homonym ist, wenn a0 keine Wurzel ist. Nach 3. 5. ist a0 keine Wurzel 
genau dann, wenn (£(a0) nicht irreduzibel, das heißt genau dann, wenn <£(a0) reduzibel 
in I<ä(V,L) ist. 

3.8. Satz. Es sei (V,L) eine Sprache, die keine parasitären Elemente enthält. Ein 
Element A ist ein Atom im Verband I$l(V, L) genau dann, wenn es eine initiale Wort­
form a0eV gibt so, daß A = G(a0, V, L). 

Beweis. Die Voraussetzimg des Satzes ist mit 0 i2l(F, L) äquivalent. Nach 1.10. 
ist A ein Atom in Z9l(K, L) genau dann, wenn A e 9l(V, L) und für jedes B e 9I(F, L) 
B <£. A gilt. Dies kommt genau dann vor, wenn es ein a0 e Fgibt so, daß A = G(a0) 
und C(a) <£ <£(a0) für alle a e V. 

3.9. KoroUar. Es sei (V,L) eine Sprache, die keine parasitären Elemente enthält. 
Dann ist jede initiale Wortform in (V,L) eine Wurzel. 

Beweis. Die Behauptung folgt aus 3.8., 1.4. und 3.5. 

3.10. Satz. Es sei (V, L) eine Sprache, die keine parasitären Elemente enthält. Dann 
ist ein Element A irreduzibel und kein Atom im Verband I$l(V, L) genau dann, wenn es 
ein partielles Homonym a0 e V gibt so, daß A = (£(a0, V, L). 

Beweis. Nach 3.5. und 3.8. ist A irreduzibel und kein Atom in ItyL(V,L) genau 
dann, wenn es ein a0 e V gibt so, daß A = d(a0), \J G(a) c (£(a0) und wenn es 

<S(a)c£(a0) 
ein a e V mit der Eigenschaft G(a) c (£(a0) gibt. 

3.11. KoroUar. ([1], Hilfssatz 4). Es sei (V,L) eine Sprache, die keine parasitären 
Elemente enthält. Dann gibt es zu jedem Element ae V eine initiale Wortform a0 so, 
daß G(a0, V, L) £ d(a, V, L). 

Beweis. Die Behauptung folgt aus 3.3., 1.8. und 3.8. 

3.12. Satz. Ein Element A ist primitiv im Verband X9l(iV, L) genau dann, wenn es 
ein komplettes Element a0 e V gibt so, daß A = (£(a0, V, L). 

Beweis. Nach 1.9. (2) ist A primitiv in I%(V, L) genau dann, wenn es für jedes 
System $ gM(V, L) gilt: Wenn A £ supxm(VL) 93, so gibt es ein B e SB mit A £ B. 
Ist A primitiv in FÜ(V,L), dann gilt A e9l(V,£) nach 1.2. und 1.16. Daraus und 
aus 1.15. folgt: A ist primitiv in IW(V,L) genau dann, wenn es ein a0 e V gibt so, 

38 



daß A = (£(a0) und wenn für jede Menge X s V mit der Eigenschaft (£(a0) g 
s (J C(a) ein a e X existiert so, daß G(a0) g (£(a). 

*eX 

3.13. Korollar. ([1]; Satz 15). Jedes komplete Element ist eine Wurzel. 
Beweis. Die Behauptung folgt aus 3.12., 1.2. und 3.5. 

3.14. Bemerkung. In [1] heißt jede initiale Wortform a0 e V ein Nicht-Homonym 
in (V, L), wenn es für beliebiges a e Vgilt: (£(a0 ,V,L)n Ct(a, V, L) # 0 => £(a0, V, L) s 
£ (£(a, V,L). Jede initiale Wortform, die kein Nicht-Homonym ist, heißt ein freies 
Homonym. Wir betrachten folgende Sprachen: 

(Fi, A) « ( fa , M . {flA, M i » , 
(^2» ^2) == (0*2* ^2}, {ö2fl2» 2̂*2» b2b2}). 

Dann 
e(a t , V^L^-^a^zlX^a-)} 

G(fe1,V1,L1) = { ( 6 i , A ( ^ 6 1 ) } 

<Z(a2, V2, L2) = {(a2, zl), (/l, a2), (A, 62)} 

C(*2, V2, L2) = {(a2, A), (b2, /l), (A, 62)}. 

Die Elemente ax und bt sind Nicht-Homonyme in (Vv, Lx) während die Elemente a2 

und Z>2 freie Homonyme in (V2, L2) sind. Es gilt -^(V ! , Lt) £ -£9l(K2»L2), denn das 
Diagramm in Figur 1 ist ein Diagramm sowohl von I(H(V1,Li) als auch von 
IS&(V2,L2). Es sei 

M(al9Vi9Ll)) = <l(a29V29L2)9 

fWbi,Vl9L1))-V(bz.V29L2) 

und fürX g Vt sei 

/ ( U <£(«, ̂ . ii)) = U (/&(«, K,, L.)). 

Die Abbildung / ist ein Isomorphismus von Iiü(Vl9Ll) 
auf .T9t(V2,L2), das dem Elemente f£(al9 Vl9Lx) das Ele­
ment (E(a2, V2, L2) zuordnet./ordnet dem Bild vom Nicht- Figur 1 
Homonym ax in der Abbildung d in (Vt, Lx) das Bild vom 
freien Homonym a2 in der entsprechenden Abbildung in (V2, L2) zu. Deshalb 
besitzt (£(a2, V2, L2) in .I2l(V2, L2) jede Eigenschaft, die 6 ^ , Vi, LA) im Verband 
I9l(V!, Lj) hat und um- gekehrt. 

Daraus folgt, daß es keine verbandstheoretische Eigenschaft gibt, die die Bilder 
vom freien Homonym und Nicht-Homonym im Verband Z9I(V, L) unterscheiden 
könnte. 
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§4 DER VERBAND ALLER ABGESCHLOSSENEN M E N G E N 

4.1. Definition. Eine Abbildung <p einer teilweise geordneten Menge P in sich wird 
eine Hüllenoperation genannt, wenn <p ordnungstreu ist und für jedes Element a von P 
die Eigenschaft der Extensivität 

a :g (p(a) 
und die der Idempotenz 

<p(a) = qxp(a) 

besitzt. Ist dies der Fall, so werden alle Elemente der Form q>(a) abgeschlossen 
(^-abgeschlossen) genannt. 

4.2. Definition. Es seien P und T teilweise geordnete Mengen, n eine Abbildung 
von P in T und x eine solche von T in P. Wir sagen, dass das Abbildungspaar n, x 
zwischen den teilweise geordneten Mengen P und reine Galois-Verbindung herstellt, 
wenn folgende Bedingungen (1) — (4) erfüllt sind: 

(1) a% <; a2 => n(a2) <; n(at), (al,a2 eP) 
(2) bx £ b2 => x(b2) g x(bx), (bx ,b2eT) 
(3) a :g xn(a) für jedes Element a von P 
(4) b <i 7IT(Ü>) für jedes Element b von T 

4.3. Definition. Es sei (V, L) eine Sprache. Wir definieren die Abbildungen TL: 
2F -> 2F*XF* und TIL: 2F*XF* -* 2F auf folgende Weise: TL(Z) = f| G(Ö, F,L) und 

nL(A) = { Ö 6 F U S G(ö, F, L)} für alle Xe 2F und alle A e 2F*xF*. 

4.4. Lemma. Für jede Sprache (V, L) bildet das Abbildungspaar xL, nL eine Galois-
-Verbindung der Systeme 2V und 2V*XV*, die durch mengentheoretische Inklusion 
geordnet sind. 

Beweis. (1) Ist Xx g X2 g V, so gilt TL(X2) g TL(Xi). 

(2) Ist ^ g .^2 g K* x V*, so gilt TÜL(^2) s nL(Ax). 
(3) Ein Element «' sei in X g K Dann gilt TL(Z) == f| $(a, P, Z,) g G(a', V, L) und 

nach der Definition von nL ist a' in 7rLTL(.y). Das heißt X g 7tLTL(X). 
(4) Ein Paar (<x', ß') sei in A g K* x F*. Dann (a', ß') e G(a, V, L) für alle a e 7tL(_>0. 

Also (a', /?') 6 f| ^(ö, K» £) = TL%(^)- Damit wird die Inklusion -4 g xLnL(A) 
bewiesen. mm**4> 

4.5. Lemma. Für jede Sprache (V, L) ist die Abbildung nLxL (xLnL) eine Hüllenopera­
tion auf2v (auf2v**v*). Das System Jf(Vf L) aller nLxL - abgeschlossenen Elemente 
von 2V und das System o9l(V9L)* aller xLnL — abgeschlossenen Elemente von 2V*XV* 

• Diese Bezeichnung ist durch die Tatsache gerechtfertigt, daß crS[(F,L)-=-{QA;S8 i=2l(V,£)} ist. 
XeJÖ 
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sind Verbände und xL ist ein dualer Isomorphismus von J(?(V, L) aufo*&(V, L), nLhin­
gegen ein solcher von o%(V, L) auf 34?(V, L). 

Beweis. Die Behauptung folgt aus 4.4. und aus dem Satz 16 in [2]. 

4.6. Lemma. Esgiltfürjede Sprache (V,L) undfürjede Menge l e V: 

U C(a, V,L) = F * x F * - n £(ö, K D-
aeX aeX 

Beweis. Es sei (<x, ß) e V* x V* . (a, ß)e\J G(a, V, L) o es gibt ein a0eX so, 
aeX 

daß aa0ß e L o es gibt ein a0 e X so, daß <xa0ß e L <=> (a, ß)e f\ <&(a9 V, L). 

4.7. Satz. Für jede Sprache (V, L) ist J^(V, L) s I9I(F, L). 
Beweis. Die Vorschrift \j/(A) = F * x P - . 4 definiert nach 4.6. eine Abbildung 

von (T91(F, L) auf .T9l(F, L). Es ist klar, daß diese Abbildung ein dualer Isomorphis­
mus ist. Nach 4.5. ist xL: J^(V, L) -* oS&(V,L) ein dualer Isomorphismus. Die Zu­
sammensetzung \l/xL ist ein Isomorphismus von J^(V, L) auf Z<U(V,L). 

4.8. Satz. Zu jedem nicht leeren endlichen Verband S gibt es eine Sprache (V, L) mit 
folgenden Eigenschaften: 

(1) S^J^(V,L). 
(2) Alle Elemente in J(?(V, L) sind nLxL — Hüllen einelementiger Teilmengen von V. 

Beweis. (1) Nach 3.2. (1) gibt es zum Verband S eine Sprache (V, L0) so, daß 
S = Z2l(F, L0). Nach 4.7. ist ZS&(V, L0) £ J f (F, L0). Daraus folgt, daß S s Jf(V, L) 
für L = L0 gilt. 
(2) Nach 3.2. (2) gibt es zu jeder Teilmenge X s Fein ax e Fso, daß G(ax, F, L0) = 
= U C(a, V, L0). Nach 4.7. tritt diese Gleichung in Kraft genau dann, wenn xL({ax}) = 

= <Z(ax, V,L) f| C(fl, F,L) = TL(X) gilt. Also TTLTL({%}) = nLxL(X). 
aeX 

4.9. Bemerkung. Man kann beweisen, daß es auch eine endliche Sprache (V, L) gibt, 
die den Bedingungen (1) und (2) des vorgehenden Satzes genügt. 

4.10. Bemerkung. Betrachten wir die Sprache (V2,L2) von 3.14., so kann man 
sich leicht davon überzeugen, daß alle Teilmengen von V2 nLlxh2 — abgeschlossen 
sind. Das Diagramm in Figur 1 ist also ein Diagramm vom Verband Jf(V2tL2). 
Die Mengen 0 und {a2, b2} sind keine nLzxLz — Hüllen von einelementigen Mengen. 
Nach 4.8. gibt es eine Sprache (V, L) so, daß J f (V2, L2) s ^(V, L) und daß jedes 
Element des Verbandes 3ff(V, L) eine nLxL - Hülle einer einelementigen Menge ist. 
Also auch die Elemente, die in gegebenem Isomorphismus den Elementen {a2, b2} 
und 0 entsprechen, diese Eigenschaft besitzen. 

Daraus folgt, daß es keine verbandstheoretische Eigenschaft gibt, die im Verband 
Jf(V,L) die Hüllen von einelementigen Mengen von anderen Elementen unterscheidet. 
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4.11. Lemma. Es sei ( V, L) eine Sprache, X0 e Jf( V, L) undY= \J X. Dann ist X0 
Xel(Xo) 

eine nLxL — Hülle von einer einelementigen Menge genau dann, wenn Y cz X0 gilt. 
Beweis. Es sei YcX0, aeX0, aeY. Weil nach 4.5. die Operation nLxL 

ordnungstreu und idempotent ist, gilt nLxL({a}) g X0. Ist nLxL({a}) cz X0, so 
fti^iXfa}) e I(X0) und weil a e nLxL({a}), so ist aeY. Das ist ein Widerspruch. Des­
halb gilt nLxL({a}) = X0 und das heißt, daß X0 eine Hülle einer einelementigen 
Menge ist. Es sei jetzt Y = X0. Für jedes aeX0 gilt a e Y. Es gibt also eine abge­
schlossene Menge X' e I(X0) so, daß a e X'. Es gilt: nLxL({a}) g X' c X0. Das heißt 
X0 sei keine nLxL — Hülle einer einelementigen Menge. 

4.12. Satz. Für jede Sprache (V,L) ist XeZJf(V,L) ein irreduzibles Element im 
Verband ZJt?( V, L) genau dann, wenn X eine nLxL — Hülle einer einelementigen Menge 
ist. 

Beweis. Der Verband J f (V, L) ist endlich, weil J^(V, L) g 2V ist. Nach 1.17. und 
1.8. (1) genügt der Verband lJt(V, L) der Minimalbedingung. Nach 1.16. liegt jedes 
irreduzible Element von IJ^(V, L) in 2tf(V, L). Die Behauptung folgt aus 1.12., 4.11. 
und 1.15. 

Der Autor dankt Herrn Professor Miroslav Novotny für seine liebenswürdige 
Hilfe bei Vorbereitung dieses Texts. 
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