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COMMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATІS CAROLINAE 

24,3 (1983) 

0 ФУHДAMEHTAЛЬHЫX BИOPTOГOHAЛЬHЫX CйCTEMÅX B HEKOTOPЫX 

COПPЯШffiЫX ПPOCTPAHCTBÅX BAHAXA 

B>B . ГOДУH 

Содержание: В ваметка докаважн два утверждения о "ка­
честве" фунданеитадьннх бжортогоиадьных снетан в накоторжх же-
сепарабальннх сопряжанннх банаховнх пространствах* 

Ключевне слова? Несепарабальжоа бахажоао пространство, 
сопряжанноа пространство, бжортогохадьхая систана. 

Классификацииг 46В99 

Пусть X - пространство Ванаха х X* - его сопряженное, 

Сжетема вдементов {х. . х * ! - . с X х X * навивается 

биортогохальной, еслх х ^ ( х* ) в сГ{, х, И $ е I )• Вхортогональ-

ную систему навивают фунданентальной, если ваннканне лижайной 

оболочки с же теин { * ^ $ . :
 в
 1 совладает со всам пространствен 

X (Щ^-Х^Ьь! ~ X ) • С каждой биортогональной с не тан ой 

связана систана проекторов: 

р
4(*>«**

и )
Ч> в1^(ос)

в
 х-Р^С*), **Х, 1*1. 

При втом величинн 

г̂С-Сх̂ З)» /щу II К В, ^(-С^.1) т /щ& 10, И 
характеривуют "качество" бхортоговальной системы. Рассмотржж 

следующие характеристики банахова пространства X : 

^ ( Х )
в
 Ац^ОСх^»), %сю в ^ги^1) у 

где в обожх случаях нижняя грань берется по всем фундаментальным 
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биортогональнмм системам в X «Согласно ненастной теореме А. Пел*-

чниского [13 #^(Х)а*1 для любого сепарабельного пространства X *» 

•начит, для таких пространств ^ ( X) * 2 . Как ето следует нв 

результатов работ [21ДЗЗ, если Хя С С 0, 43 - либо X а 

ж Ц С 0, 43, «о ^ ( X ) 2 2 . Окаемвается, что втнм свойством 

обладает м некоторне несепарабельнме сопряжеинне банаховн про­

странства. 

Теорема 1. Если Е - банахово пространство с бе•условием 

ортогоиальимм бае не ом {е. }?° * ш пространство Е* на сапа-

рабельно, то ц ( Е * ) г 2 , 

, Докаеательство. Пусть Г « вр ^ ^ ^ . ^ с Е* • прост­

ранство коэффициентов бавнеа {
е
д,$^,4 * **4»#*-1^Ь41

с ^-** ̂ * 

- проневольиая фундаментальная бнортогональиая система. Посколь­

ку пространство Е* не сепарабельно, то ново, что множество I 

несчетно. Так как система { Х ^ ^ Ф С Х ФУ"Дв**нтальяа в Е* , то 

каждмй елемент е ^ может бнть аппроксимирован конечнммн ляней-

ннмн комбннациямн сметан» {^;^
4
т .То аеть для каждого М> « 

* 4,2,... найдется счатноа подмножество 3^ с I такое, что 

е^ваТг-Сх^З^вЗ , э*о означает, что для счетного под-

множества 3 * и С ^ с I внполняется включение 

Г & Щ * * ^ * $ ^ • 
Зафиксируем индекс л, с 1 \ ?

#
 В силу биортогональности 

емстамм ^х^, х ^ 1^*1 *** *
с # х
 * * *М*^*$.сО ШШП0ЛШЯш 

ется равенство х^(х)-« 0 н, явачнт, 

х* (х) « 0 ждя всех х в Г • 

Это, ш частности, оаначает, что 

Ш х* ( 5 * ( х ^ ) - 0 для всех т, « 1, 2, ... , 

- 4зг -



где 5* ( О « ^ х (е^) е* (
Л
 ^ ^ ) . оператор 

важтжж частной сумм» во базисной последовательности 

^
е
^^|^1 с Е* . Заметим, что ив безусловно! ортогональности 

бааиеа 1*>ь,\%*1 следуат, что 

(2) «х^-25* (х^И - ИхЛ, т, * 1,2,... , 

(3) I 5* ( х ^ ) 11 —> 8 х^ I , т, -*- со . 

Теперь не условий (1) - (3) жмеем: 

' L r jBm, í x* - 2-S* Coҷ) - * * ( ^ - 2S* C^)). *<, II -
Их. 

Замечание 1. В теореме 1 дли любой фундаментальной биер-

тогональной смстемм в Е* неравенство I 0,̂  й г* 2 внполнжетож 

дли всех ва исключением бнть может счетного числа иидекеов 

\г с I. 

Замечание 2. Если пространство Е удовлетворяет усложнив] 

теоремн 1, то Е* имеет фундаментальные бжортогональжне системн. 

Действительно, в етом случае согласно новостной теореме Р. Дже­

ймса о безусловном бавнсе (см* 14 3, с. 506) пространство Е со­

держит подпространство, изоморфное 1Л • Значит, пространство 

Е * жмеет фактор-пространство, изоморфное Лл т Я^ , которое, 

как жевестно, содержжт подпространство, жеоморфиое Лл Е О, 4} . 

Поскольку последнее пространство допускает лифтииг в Е* (ем* 

Г5Д), то Е* содержит подпространство, изоморфное ЛА I О,43 .Со­

гласно 1вД Е* имеет фундаментальную биортогояальяу» систему. 

В ситуации Е * &л (с естественным базисом), Е*«2^,мз 
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теоремм 1 получаем 

Следствие 1. $ С ^ ) г 2 . 

Поскольку переходом к •квмвалежтжой норме кахдмй бееусдов-

ими бааио может бмть сделал ортогоиадьмнм ([41, с* 560), то опра«* 

вадлжво 

Следствие 2. Пуст» Е * банахово пространство с бевуслов­

или баенеом, жмеседее яесепарабельяое сопряженное. Тогда яа Е 

существует •квжвалентяаж норма, в которой $ (Е*) 2: 2 . 

Теорема Ш. Пусть 4*-, ̂ 1 ^
4
| - фундаментальная б нор-

тогональная система в Лт и пусть все функцжж х^ не отряда-

тедьим. Тогда ^ С С о с ^ И 2г 2 . 

Докаеательотво. Кахдмй •лемент пространства X « 1^ бу­

дем аапнснвать в виде с* в (о* ) , так что II х Ц
 ж
 ылм, I х * |. 

Пусть е - елемеят пространства Я,ю , все компоненте которого 

равим еджжжце, ж с
0
 - подпространство Л^ , составленное не 

сходящихся к нулю последовательностей» Ясно, что пространство 

с « $ ) 1 { й ! Ф с
0
 состоит иа сходящихся последовательностей. 

Тогда, рассуждая как в доказательства теоремм 1, получим, что 

существует счетное подмножество 3 с I такое, что 

(4) c a * * * * * \ ± % 

Зафиксируем индекс Ь с I \ 3 и обоаяачим е1 шЖт .х^ , 

Пусть вещественное число си таково, что 

Кт; *ир \#* - &/2\ » 1а, ~ А / 2 1. 

Поскольку функция х^ неотрицательна, то 0 & а> .6 <А ж, еяачит, 

\<ъ-А,/%\ *** <А/2 , Рассмотрим последовательность елементов 
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-ц^ с Ц % определенннх правилом: 

Ль 
Ь, [ х ; ) в с л 1 ь & *** 
** I с1/2 » если Аь > т. 

Ясно, что ^ в с для всех лг * 4,2,.*. *,значит, я» биор-

тогональности системн «С ^ § ос % $ • с | я {4) 

*/? С ^ ) * О ДЛЯ ВСОХ Л « ^ 2 , М 1 

Следовательно, 

» И ос^ | /̂ <&>% ,ы*-^ I * * - Ы/5 1 -

« И х 4 1 / 1 а,-с1/21 > 2 8 ^ И / а г г 2 . 

Замечание 3. Заключение теоремн 2 внполнжетси но тольхо 

для фундаментальных в 1т положительннх биортогональннх сис­

тем, яо я таких положительннх несчетннх биортогональннх систем 
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