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COMMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROLINAE
21,3 (1980)

MATHEMATISCHE BEHANDLUNG EINES DESORPTIONSMODELLS
FUR BIPORUSE SYSTEME
Reinhard STEUDEL

Zusammenfassung: Es wird gezeigt, dass bestimmte ma-
thematische Modelle, die die Sorption in Festbetten mit bi-
por8ser Struktur beschreiben, auf ein nichtlineares Opera-
tordifferentialgleichungssystem fihren. Aurgrund bekannter
S#tze ist gesichert, dass das System eine eindeutige L¥sung
besitzt. Es wird ein Iterationsverfahren angegeben, wo in
jedem Schritt nur noch ein lineares Anfangswertproblem zu
18sen ist.

Schlagworte: Nichtlineare Modelle biporSser Systeme,
Operatordifferentialgleichungssystem, Iterationsverfahren.

Klassifikation: 4TH15

Die funktionsgerechte Auslegung von Adsorptionskolonnen
verlangt u.a. eine gute Kenntnis der bei der Sorption ab-
laufenden inneren Transportvorglnge. Es hat sich gezeigt,
dass in Abhlngigkeit von der Struktur des Systems, vom Ad-
sorptiv, u.a., Mikro- und Makroporensystem Einfluss auf die
Sorptionsvorglinge haben k¥%nnen (siehe etwa [5] und die dort
zitierte Literatur).

Von K. Gr8ger wurden in [2,3] gewisse lineare und nicht-
lineare Modelle monoporBser Systeme mathematisch untersucht.
Nichtlineare Adsorptionsmodelle ffir bipor¥%se Systeme mit
nichtlinearen Diffusionskoeffizienten oder nichtlinearer Iso-

therme wurden in [61 untersucht. In der vorliegenden Arbeit
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werden die Ergebnisse von Steudel ([7]) auf ein Desorptions-
modell ftir bipor%se Systeme angewendet. Es wird gezeigt, dass
das Rand-Anfangswertproblem, das den zur Diskussion stehenden
Prozess beschreibt, als Operatordifferentialgleichungssystem
in einem geeigneten Hilbert-Raum aufgefasst werden kann. Zu-
dem wird ein Iterationsverfahren angegeben, wo in jedem Schritt
nur noch ein lireares Anfangswertproblem zu 1l8sen ist. Durch
Kombination des Galerkin-Verfahrens mit dem Iterationsver-
fahren entsteht das sogenannte Projektions-Iterationsverfah-
ren, bei dessen numerischen Realisierung im Wesentlichen nur

noch Integrale auszuwerten sind.

1. Das Modell (siehe z.B. L 4,5) (lineare Modelle)).
Gesucht werden drei reelle Funktionen Ca(d’,R),q(ﬂ“,R,fb,
Co(T), die fur 0 & I £J, 04RER, osﬁgﬁo definiert sind
und den folgenden Gleichungen genfigen:

8c, 1 2
e 83“ "R or 20

a _aaq
(ni(a_)_a_ﬁ)m:ﬁo Telo, 7,0 ,ReJO,R [,

$%) S(1- - By)
RO

g0
aq
(2) ? D (-——')—-—), Telo, 3,L ,ReIO,RI,
gO
Relo ﬁ [,
= o e 4 .
(3) R—(Da(ca/cgo) )‘R=R0+Tv =7 = -v(cg—cgo),TeJ 0, 7L,
[e]
Ca (=5
-F = a _ a
r;l =R h(z,-g——), ag;l R=R rgf

(4)



(5) =0 = %7 Calt=o = Cao’ Calv=0 = Cao

Dabei bedeuten:

q Beladung in einer Mikrokugel

9, Anfangsbeladung in einer Mikrokugel

Ca Sorbatkonzentration in einer Makropore

cao Anfangskonzentration in einer Makropore ‘
Cg Sorbatkonzentration im Gasraum

Cgo Anfangskonzentration im Gasraum

R radiale Koordinate der Makrokugel

R° Radius der Makrokugel

R radiale Koordinate einer Mikrokugel

ﬁ; Radius einer Mikrokugel

T Zeit

Da=Dof(ca/Cgo) Makroporendiffusionskoeffizient
Di=D1g(q/Cgo) Mikroporendiffusionskoeffizient

Fa Makroporenanteil
(3g Feststoffanteil
E Einwaage
v Volumenstrom
Bzgl. £, g, h und a setzen wir voraus:
6 { O<f 4&f(a)«f, <o, f messbar, s € R
0< g 4 g(s)« g, <0 , g messbar, s ¢ R,
|h(s)-h(t)l & hlls-tl , Ys,t € R
{ fa(s)-a(t)i< a)fs-tl,Vs,t e R,
Gleichung (1) beschreibt die Stoffbilanz im Adsorbenskorn,
(Makrokugel).(2) beschreibt die Stoffbilanz in einem Zeolith-
teilchen (Mikrokugel).(3) stellt die Adsorberbilanzgleichung

dar und beschreibt die Stoffbilanz in der Gasphase.
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(2) enth81t R als Parameter.

Mit Hilfe der dimesionslosen Koordinaten
~

R R DOT
= -——’ Sa = ——’ t =
R, ﬁo RE Ba
der Parameter
- g%_n_i i IR (1- B - B) wpe 3ED, . T.D,
9 ~ ? a 9 o 9
RODO Dof% Rﬁv OV
q c c 7
SOWie?'z:—,u:;L’c:_s_’s:[O,TJ’T= [o] O'
cg° CS° 080 ;;o Rea

=]0,1[ ergibt sich aus (1)-(5) die klassische mathema-
tische Aufgabenstellung: Gesucht werden Funktionen u e C(SxT1),
TeC(S=Ix1I), ceC(S), eo dass

(8) —a-‘: - -{g a—(rzf(u)iliﬂfl»(g('i‘x)-'-‘;"\i)[ 1= 0, (t,r)e SxI
dt 1r° or dr ap le=1 ™ 7
L3 o ° P 2% -~
(9) ryde -;2' -a—-(go g(u)a;)=0, (t,ry@)eS=IxI
2u de
(10) c‘l(f(u)-g;)lr;_l*'d-z d—t- +c¢-1=0, teS
2% ou

(11)  uj,_y=a(e), ﬁ\?=l=h(“)’ .5?'?%:0’ Brir=o

(12) wu|,.,=uo, i‘i[t=°=ﬁ'°, c\t=°=l

~ .9 ¢
mit @ 0 , W = a9,
° o ¢
g0 go

2. Begriffe und Bezeichnungen. Wir ftthren zunBchst die

zur funktionalanalytischen Formulierung der Aufgabe (8)-(10)
notwendigen, dem Problem angepassten Raume ein:

Wir definieren:
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V¥r= fulru e L2(I)3, lul g, := ffra il
\ c b v* 2’

1 du 1, du
H':= fueVH— eV}, Hi= fuelu(l)=03, hully:= || —|
dr dr vE

H™1:=H*; H* bezeichne den zu H dualen Raum.

V* wird als Teilmenge von H_l aufgefasst, so dass die ste-

-1

tige und dichte Einbettung Hc V*¥c H™~ gilt.

K e (H'— B™1) wird als linearer und stetiger Operator durch
2 du dv

1
(Ku,v):=f r d——dr ueHl, veH
0 r dr

definiert., Die Einschr#nkung von K auf H ist die DualitHte-

abbildung von H,

1 4 du du
Ist — —(r—) e c(I) und — =0, so kann man leicht

r° dr dr dr ir=o
1 d 2 du
zeigen, dass Ku= - —s ~—(r© —) gilt. Wir setzen weiter
r- dr dr

V:= fue H{KueV*{, V ist mit dem Skalarprodukt (u,v)y:=
:=(Ku,Kv)yy VY u,veV ein Hilbert-Raum. Aus der Definitiom
von V folgt VcHc V¥ K ist die Dualit#tsabbildung von V auf
V¥,

Wir fthren weiter folgende REume ein:

V.= {ﬁ'lr@ I><I)§ , Ilulg,,,-- llrsan“ 12 (1x I

—v

L= gw gv*l-—-;v*f Hi=§9 il §(.,1)=0¢, ll'ﬁ!lﬁs

) "rso 2 L2(1x1)

’ﬁ-1:=ﬁ* . Der lineare und stetige Operator Ke (ﬁ'l-a Aﬁ—l) sei

definiert durch

~ ot a¥% ~
((KE,%)):= r? 2 dwodr ueHl FeH.
’ {u SD a? SD ’ ’
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Die Einschrénkung von ¥ auf H ist die DualitBtsabbildung

~ N..l . . ~ ol Ee P ~ o~ .
von H auf H™ . Es sei weiter V:i= {UcH|KGeVE¢. V ist mit
dem Skalarprodukt (%,¥)
Raum,

= (K&, K¥) gy V¥,7e ¥ ein Hilbert-
Aus der Definition von ¥ folgt FcHc¥" ¥ ist die Dua-
lit#tsabbildung von ¥ aufr V*,

1 [
~ - = . 2
Ist £e C(I=I), so wird durch ﬁ’(r,g)= -f-g—zfo 7¥(r,

T)aTd6 eine Funktion e ¥ mit = 0 und Ku=f definiert.

2
g ‘ga=o
Da C(IxTI) in 7* aicht liegt und K einen Isomorphismus zwi-~

U von der

schen ¥ und ¥* vermittelt, ist die Menge T der
eben angegebenen Form dicht in ¥. Far GeD gilt
2, 0% 2 2, 2 B8 8 pou
re(—-(r,1))%r = 2 [ »°f —(r, @) —(@ “—=—(
[ =gt L= e" 2gmed gt agte

@))dpdre? I il ll‘fcﬁllv* -

Wegen der Dichtheit von D in /\7 folgt daraus

ol .
2 -~ ¢t v q) ' g

(13) n"é'é;(‘:l)“v,fzu‘l"ﬁ iluh-;,' , YUeV.

Wir definieren den lineareg und stetigen Operator

. ~ _ (3 081
Ry € (V— V¥ durch Rju:= = —3—5;(.’1).
Fir einen beliebigen Banach-Raum E bezeichne L2(S;E) den
Raum der auf S definierten, zur zweiten Potenz integrablen
Funktionen mit Werten in E.

Ist E ein Hilbert-Raum, so ist L2(S;E) ebenfalls ein
Hilbert-Roum mit dem Skalarprodukt

(“’V)xﬂ(s;E):fs (u(t),v(t)) at.

Mit Li(S;E) bezeichnen wir den Raum der auf S definier-
ten Funktionen, flr die
2
Nl 2 1= [ 72t Tult)g at
LS(S;E) S
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gilt. Dabei bezeichne A einen positiven Parameter. Diese
Norm ist offensichtlich zur urspriinglichen Norm in L2(S;E)
#quivalent., C(S;E) bezeichne den Raum der auf S definierten
und stetigen Funktionen mit Werten in E,

Wir setzen ¥:=I3(S;V), #:=IA(S;H), ¥¥:=I3(s,V¥),
if‘:=L§(Sﬁ), usw., sowie W:={fue V|u'e V*}, W:={d ¢
3 ﬁlt‘i'e 7* % . Dabei bezeichne u’ (§’) die Ableitung von u
(¥) im Sinne der Distributionen tber 10,T[ mit Werten in V*
(V). w (W) ist stetig in C(S;H) (C(S;ﬁ)) eingebettet
(siehe z.B. [1], Satz 1.17, Kap. IV).

Mit £ bezeichnen wir den Raum der auf S definierten

Funktionen mit Werten in R, ftir die gilt
fse_zzt(u(t))zdt <o , A2>0.

du
Durch Zu:= — , YVue®
or iIr=1

definieren wir einen linearen und stetigen Operator

Ze(V—> & ). Man rechnet leicht nach, dass
(14) Uzal} £ 20ally Huly,, Vae ¥

gilt. Wir definieren weiter die Funktionen Fl(s)5 j;’sf(p)dp,
Gy(s)= wf;sg(p)dp, 8 ¢ R und bezeichnen die durch F, bzw.
Gy erzeugten Nemyzki-Operatoren ebenfalls mit F, bzw. G .

Die Operatoren K c (V—> V¥), K e (V—> V*), R e (V— V*),

F) e (V¥ —>V*) bzw. Gy & (T#—> %) fassen wir als Abbildun-
gen zwischen den entsprechenden zeitabh¥ngigen Funktionen~
r¥umen auf und bezeichnen die entsprechenden Operatoren mit

-~

L, T, R, F bzw. G.

3. Funktionalanalytische Formulierung des Problems.

-~
Wir setzen voraus, dass u. e ¥*, U e U* und suchen
’ y Yy

(o]
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Funktionen u 5361, T eévcl, c ¢ &£ derart, dass u-alc)e ¥,
G-h(We R , ZF(We £, u'e U+, %°c U* und [u,¥,c] ge-
nigt dem System

(15) u’ + IF(u)+R(G(Y)-G(h(u)))=0

(16) U’ + Ia(&)=0

t
(17) oy fo Z(F(u(s))-F(a(c(s))))ds+ fot(c(s)—l)ds+ %5e(t)=0

(18) u(0)=u,, W(0)=u.

Die Gleichungen (15),(16) bzw. (17) sind in den RHumen
36—1, %! vzw. £ simnvoll definiert.
Fir u € U*, % e 7* definieren wir neue Funktionen v, ¥

durch

(19) v(t):=fot(F(u(s))-F(s(C(s))))ds, ’\?(t):a‘/j(G(ﬁ'(s))—
~G(h(u(s))))ds .

Offensichtlich gilt v(0)=0, ¥(0)=0, v'e U* und ¥’ e 7*.
Umgekehrt kann man zu Funktionen v, ¥ mit den eben genannten
Eigenschaften Funktionen u € U*, § ¢ o definieren, indem
man setzt

u(t) :=F L (v (£)+F(alc(t)))), H(t):=a"1F (1)+
{ +G(h(FL(v"(t)+F(a(c(t))))))) fur fast alle teS.
Wir definieren Operatoren Ae(VU* < &£ —> U* ) und

Be(V* = T*x £ —> T*) dqurch

(20

(21) { A(v,2z) :=F"L(v+F(a(z)) )=u,
B(v,¥,2):=0" (F+G(n(F L (v+F(a(2)))))) &,

Die Transformationsformeln (19),(20) und die Definition (21)
legen es nahe, ftr Lv,¥,c] folgende Aufgabe zu betrachten:
(22) A(v’,c)+Lv+R¥=0
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(23) B(v',?r",c)-r'fﬁ=0

t
(24) ocl(Zv)(t)+c2c(t)+_% (c(8)-1)ds=0
(25) [v,¥,cleW = F= &£, v(0)=0, ¥(0)=0 .

Wir betrachten (22)-(25) als funktionalanalytische
Formulierung der Aufgabe (8)-(12). i
Den Zusammenhang zwischen den 4ufgaben (15)-(18) und (22)-
(25) erlfutert der folgende

Satz 1. ([61, Lemma 3.1) 1Ist [u,f,c] LBsung der Aufga-
be (15)-(18), so wird durch (19) ein Paar [v,¥] definiert,
so dass [v,¥,c] Lésung der Aufgabe (22)-(25) ist.

Sei umgekehrt [v,¥,c] L8sung von (22)-(25) und [u,u]
durch (20) definiert. Dann ist [u,%,c] L8sung von (15)-(18),
wenn [u,'\vz‘] e %l ﬁlﬂl, [u’,7e V¥x T

Bemerkung 1. Die Aufgaben (15)-(18) und (22)-(25) sind
Bquivalent, falls [uo,ﬁolc H1><ﬁ1, u
(Siehe [6], Satz 2.6.)

Im folgenden befassen wir uns nur noch mit der Aufgabe

ol p=178(1), 50‘?=1=h(uo).

(22)~(25).

4. Existenz und Einzigkeit

Satz 2. Die Aufgabe (22)-(25) besitzt eine eindeutig

bestimmte L¥sung.

Beweis: Der Operator A(.,z) ist stark monoton und Lip-

schitz-stetig, A(x,e) ist Lipschitz-stetig, d.h. es gilt
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1 ,
(A(xl,z)‘A(ngz) ,xl‘xz),v' Z }‘- “xl-xzils,,
2

i~

W A(xq,2)=A(x,.2) || — lixy=x, iy,
1 2 " fl 12

(26)

f.a
2Ly -z l, VI[x,,2;]
fl zl 22 £ xl,zi. [

In

b A(x,2)-A(x,2,) llys

e M*=< &£, i=1,2,
[x,z] 6 V¥ .

Der Operator B(x,.,z) ist stark monoton und Lipschitz-
stetig, die Operatcren B(.,y,z) und B(x,y,.) sind Lipschitz-
stetig, d.h. es gilt

1
( (B(x,y1,2)-B(%,¥5,2) )71~V ) = o ﬂyl-yzﬁ%*
&2

ﬂB(x,yl,z)-B(x,yz,z)le,* < -;—-Il ¥17Y, il,iy,
&

850y

(27)< “B(xl,y,z)-B(xz,y,z)",% £ glfl\/_“xl-lelv,*
riie e N PR

IB(x )=B(x,3 Wy, <
DAL Rt DAL T 38,2, 1722 1¢

Vix;,y 9251 € V¥ Tre &L , i=1,2, [x,y,2] € U Fex £.

(26) und (27) folgen unmittelbar aus der Definition (21)
der Operatoren A, B und den Voraussetzungen (6),(7).
Wegen der Eigenschaften (13) bzw. (14) der Operatoren R bzw,
Z folgt die obige Behauptung aus einem bekannten Resultat
tilber die eindeutige L¥sbarkeit nichtlinearer Operatordiffe-

rentialgleichungssysteme ([7], Satz 1).

Bemerkung 2. In [ 7] wurden Systeme der Form (22)-(25)
auf eine Fixpunktgleichung reduziert.
Durch hinreichend grosse Wahl von A (siehe 3.) gelingt mit

Hilfe des Fixpunktsatzes von Banach der Nachweis der eindeu-
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tigen LBsbarkeit des Systems.

5. Ein Iterationsverfahren 2
1 *8

Satz 3. Fir O<e< —=— , O0< < konvergiert

2f, 2g,

die dqurch die Vorschrift
€( Lvi+RVi)+vi=vi_1- eA(vi_l,ci_l)

T~ e s -
d“Lvi+vi—vi IB(v.

1 i- 1’v1 1’c1-1)

(28) o 1
t
c ()= - ;—imi_l)m- = I tey_q18)-1)as

v; (0)=0, ¥;(0)=0, [vo,Vo,cole Wn W ~ £ beliebig,

bestimmte Folge ([viﬁi,cil )izl im Raum W= W =< £ gegen
die L¥sung [v,¥,c] von (22)-(25).
2 2
. 1 8y | . .
Beweis. Fir O< g< —=—, O0<d'< ist die Abbil-
2f. 2g
2 2
dung U , die jedem Tripel [v,¥,cle W= W= £ die LBsung

[w,#,d] des Systems

e (Iw+F¥)+w'=v "= e A(v’,c)

ST -v-JB(v',%",c) L
+
at) = - —Lze)(t) - — [ (c(8)-1)ds
2 °‘2 0

Lw,mdle W WL w(0)=0, %(0)=0

zuordnet, eine strikt kontraktive Abbildung von %' UL
in sich, falls man auf W W= £ die folgende Norm ein-

fthrt:

2
p
i [x,y’znw PRPRL _i_ lell2 +2¢ pﬁﬂxl +p(1- —) '3 "1/*‘ +

+k lly”’ l + l(zlx, , mit
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2 2
+oly 2> 4(1+e’)\/_(3

=
ot
P VA e/ kot 5o/ e !

wobei k so klein und 6 so gross gewlhlt wird, dass

402 20542 ya2x i (& 52 T
—172-—!—-— 2¢ “+ ¢f,)+2k < g +2 + <1l
e>/ o VA Ll 2 ] 2 byt
und
2 2,2
e 2¢ V2 kLS«
1= — + 5 + Lg 2 (2d‘2+d‘gz¢4) 53/+—< 1
b g b ¢ 2c¢ 6
2 1 1l
1, g2hy _ 8
mit L= -2 a), L= ) Ig=
f 81 V3 ey

gilt (siehe [5], lemma 4).

Die Behauptung des Satzes folgt somit unmittelbar aus
dem Fixpunktsatz von Banach.

Kombinieren wir das Iterationsverfahren (28) mit dem Ga-
lerkin-Verfahren flir die Aufgabe (22)-(25), so entsteht das
sogenannte Projektions-Iterationsverfahren. Dazu suchen wir
N#herungsl8sungen [zn,%'n,en] der Aufgabe (22)-(25) in der

Form

m
= Jk
(29){ 2 ()= 2y ag(t)da, Z, ()=, g qon (Whgy

(s)-1)ds, mit

_ Qﬂl 14
e, (t)= ~ :c—z(zzn’l) (t) - :‘-; f(; (e 1

(2 ()+ €(Kzy (0)+R)Z) (1)) ,d5)yn =(2p ) (t)-eAlzg

epo1) (4),85)yx

(5 (0)+ 6K, (1), 53 )= (Fp ) (1)=0Blzy 1,87 1,0 1) (1),
2 ,=F(u®)-Fla(c®)),Z =0(¥")-0(h (u°)),[u®,8%,c%0 e U4 UL

2
, £
tbeliebig,zzn(0)=0, 2,(0)=0; j,k=1,...,0, 0 <& < -2-;#—,
g 2

0 <d< 2- .
28, - 616 -



L8sen wir das gewdhnliche Differentialgle ichungssystem (30)

. 2 s s =2
(wir whhlen dj- Zarsin jarr, hjk' =
so ergeben sich folgende Rekursionsformeln zur Berechnung

sin jar sin kwp )y
der Koeffizienten ag(t) und cgk(t):

. £ .
ad(t)=exp(- ejzsrzt)); exp( ¢ 527 28){(al_)"(s)- R %, (8)-

- eA(z!;_l,cn_l)(s),dj)v,'} ds, ag_l=0, z(;=F(u°)-F(a(c°)),

J=1,...,n;

ik 2.2 t 2.2 ik | -
cg (t)=exp(-Fk“n"t) fo exp( o"k" o “s) {(c;’l_l) (s)-
n Jn _
n-1
J,k=1,...,n, %'5=G(71°)-G(h(u°)), [u®,3%c%)e T*x T ¥< L belie-

big.

- JB(zr'x-l”ir’x-l’cn-l)(S)'hjk)v-"}ds’ c §_1=0, c 0,

Bei der numerischen Realisierung des Projektions-Itera-
tionsverfahrens sind somit im Wesentlichen nur noch Integra-

le auszuwerten.
Es gilt folgender
Satz 4. ([6], Satz 2,13.) Fur die durch (29),(30) defi-
nierte Folge gelten die folgenden Komw ergenzaussagen:
T.ZI;,E;IJ — [v:;'J in VX . P
lz,%,] — [v,¥1in ¥ = ¥
(2,8, 1 —> (v,¥] in C(S;H) = C(s;H)

en-—vcinx-
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