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COMMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROLINAt 

21,3(1980) 

MATHEMATISCHE BEHANDLUNG EINES DESORPTIONSMODELLS 
FÜR BIPORÖSE SYSTEME 

Reinhard STEUDEL 

Zusammenfassung: Es wird gezeigt, dass bestimmte ma­
thematische Modelle, die die Sorption in Festbetten mit bi­
poröser Struktur beschreiben, auf ein nichtlineares Opera­
tordifferentialgleichungssystem führen. Aufgrund bekannter 
Satze ist gesichert, dass das System eine eindeutige Lösung 
besitzt. Es wird ein Iterationsverfahren angegeben, wo in 
jedem Schritt nur noch ein lineares Anfangswertproblem zu 
lösen ist. 

Schlagworte: Nichtlineare Modelle biporöser Systeme, 
Operatordifferentialgleichungssystem, Iterationsverfahren. 

Klassifikation: 47H15 

Die funktionsgerechte Auslegung von Adsorptionskolonnen 

verlangt u.a. eine gute Kenntnis der bei der Sorption ab­

laufenden inneren Transportvorgange. Es hat sich gezeigt, 

dass in Abhängigkeit von der Struktur des Systems, vom Ad-

sorptiv, u.a., Mikro- und Makroporensystem Einfluss auf die 

SorptionsvorgSnge haben können (siehe etwa [5] und die dort 

zitierte Literatur). 

Von K. Oöger wurden in [2,33 gewisse lineare und nicht­

lineare Modelle monoporöser Systeme mathematisch untersucht. 

Nichtlineare Adsorptionsmodelle für biporöse Systeme mit 

nichtlinearen Diffusionskoeffizienten oder nichtlinearer Iso­

therme wurden in L61 untersucht. In der vorliegenden Arbeit 
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werden die Ergebnis3e von Steudel (C73) auf ein Desorption9-

modell für biporÖ3e Systeme angewendet. Es wird gezeigt, dass 

das Rand-Anfangswertproblem, das den zur Diskus3ion stehenden 

Prozess beschreibt, als Operatordifferentialgleichungssystem 

in einem geeigneten Hilbert-Raum aufgefasst werden kann. Zu­

dem wird ein Iterationsverfahren angegeben, wo in jedem Schritt 

nur noch ein lineares Anfangswertproblem zu lösen ist. Durch 

Kombination des Galerkin-Verfahrens mit dem Iterationsver­

fahren entsteht das sogenannte Projektions-Iterationsverfah-

ren, bei des9en numerischen Realisierung im Wesentlichen nur 

noch Integrale auszuwerten sind. 

!• Das Modell (siehe z.B. £-4,53 (lineare Modelle)). 

Gesucht werden drei reelle Punktionen Ca(CT ,R),q( CT ,R,R), 

C (er), die für 0 * T * TQ, 0-6R^RQ, 0-6R.=iR0 definiert sind 

und den folgenden Gleichungen genügen: 

SC 1 a ~ C dC -j 

£§U \J 

( D . ( !L_A | g = 2 o Te 30, 70i ,R€ :O,R0C , 
Cgo 

(2) W'Vjtf^^Ji*' r^0 f lT oC,H.30 f V > 

3E a f , dC 
(3) -^» . (vc j i f t , . .^ - s - -v(c -c ) ,TO o, <r0t, 

<J , C C « . C n 
r--) 

3C 
T S I 3=o * 0, $£• | R=o = ° • 
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ü - i Ä=Яrt* h(-r--), TГГľl R=R„ = ^CŢJ? go o o г o go o go 
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( 5 ) %=o = V Cak=o = Cao- C g k = o = Cgo« 

Dabei bedeuten: 

q Beladung in einer Mikrokugel 

q Anfangsbeladung in einer Mikrokugel 

C Sorbatkonzentration in einer Makropore 

C Anfangskonzentration in einer Makropore 

C Sorbatkonzentration im Gasraum 

C Anfangskonzentration im Gasraum 

R radiale Koordinate der Makrokugel 

R Radius der Makrokugel 
r* 

R radiale Koordinate einer Mikrokugel 
r<* 

R Radius einer Mikrokugel 

T Zeit 

Da=DQf(CQ/C ) Makroporendiffusionskoeffizient 
D- =D-, g(q/C ) Mikroporendiffusionskoeff izient x x go 

ß Makroporenanteil 

ß Q Feststoffanteil 

E Einwaage 
* 

V Volumenstrom 

Bzgl. f, g, h und a setzen wir voraus; 

0-< f- i*f ( s ) -£f 0 <-- co f messbar, s e 
( 6 ) -> -1 2 

r O ^ f ^ i г f C s ) ^ ; 

l O^g . ,^ g(s)4r , g.,^ g(s)4r g 2 ^ °° > g messbar, s e iR , 

, j h ( s ) - h ( t ) | £ h J s - t l , V s , t 6 E 
(7) -{ -1 

la(B)-4-a(t)i6 a - J s - t l , V s , t e IR . 

Gleichung (1) beschreibt die Stoffbilanz im Adsorbenskom, 

(Makrokugel).(2) beschreibt die Stoffbilanz in einem Zeolith-

teilchen (Mikrokugel).(3) stellt die Adsorberbilanzgleichung 

dar und beschreibt die Stoffbilanz in der Gasphase. 
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(2) enthalt R als Parameter. 

Mit Hilfe der dimesionslosen Koordinaten 

R R D 0 r r = v ? = v% = ?Ü: * 
o o ora 

der Parameter 

^i 1 ^ 3DL,R^(1- /3 - / S J 3ED„ T D 
/̂ - J- o ri - x o *̂ a ' s , _ g . _ v o 

0 0 0 0 o o 
q C C D CT 

sowie u = , u = - ä - , c = - S - , S = T0,TJ , T = - J - - £ , 
Cgo Cgo Cgo K ß& 

I = J O , l C erg ib t s i c h aus ( l ) - ( 5 ) d ie k l a s s i s c h e mathema­

t i sche Aufgabenstellung: Gesucht werden Funktionen u £ C ( S x l ) j 

u e C ( S x T x I ) , c t C ( S ) , so dass 

d u 1 3 5 du d u 
(8) x ( r f f (u ) > + M g ( u ) — ) V ,= 0 , ( t , r ) € S x l 

d t r2 d r dr 3f> {-*""1 

d u oc 3 -> dti 
(9) ? - -—(CD^g(u)—-)=0 , ( t , r , ro ) € S x l x l 

d t fd d<p * a$o * ** 
d u de 

(10) <*,-, (f(u) J I ^ T + O C — + c-1 = 0 , t € S 
1 d r ,r""x * dt 

(11) u l r = 1 = a ( c ) , u | ? = 1 = h ( u ) , ^ | ? = 0 = 0 , - g | r = o = 0 
)f'V~v d r i r = 

(12) u j t = 0 = u o , u t S 0 =û- 0 , c j t = 0 = l 

Q C • л. ~ н o « ao mxt u = , u = --a-ь. 
0 C ° C 

go go 

2. Begrif fe und Bezeichnungen. Wir führen zunächst d i e 

zur funktionalanalyt ischen Formulierung der Aufgabe (8 ) - (10) 

notwendigen, dem Problem angepassten Räume e i n : 

Wir de f in i eren: 

- 608 -



V*:= { u l r u e L 2 ( I ) i , litt li „* : = II ru 1| y , 
V* L2(I) 

H1:» -JucV* — €V*1, H : = { u c H l u ( l ) = O i , liu|)H:=|| — I 
I dr dr « JK 

H~ :=H*; H* bezeichne den zu H dualen Raum. 

V* wird als Teilmenge von H~ aufgefasst, so dass die ste­

tige und dichte Einbettung Hc V*c H~ gilt. 

K e (H — > H" ) wird als linearer und stetiger Operator durch 

A 9 du dv , 
(Ku,v):= r dr , u e H , v e H 

Jo dr dr 
definiert. Die Einschränkung von K auf H ist die Dualitfits-

abbildung von H. 

1 d p d u d u 

Ist -TT —(r ) e C(I) und — I -n «.-, v*».™ mn„ i ->-. «v.+ 
r2 dr dr drl^o""0' 8 0 k a n n m a n l e l c h t 

1 d 2 du 
zeigen, dass Ku= Ä- —(r — ) gilt. Wir setzen weiter 

r dr dr 

V : = 4 u 6 H | K u e V * $ i V i s t mit dem Skalarprodukt (u,v)y:= 

: = (Ku,Kv)v^ Vu,v&V ein Hilbert-Raum. Aus der Def in i t ion 

von V f o l g t V c H c V * . K i s t d i e Dualitätsabbildung von V auf 

V*. 

Wir führen weiter fo lgende Räume e in : 

V ^ : = f u i r l ? u € L 2 ( I x I ) i , l u i « * : « | | r p « | 9 
v > L^(IxI) 

|
r}ü 

—-*v*j, S-.-ititfi1|u(.,i)-o?, itiUsi» 
ö<p a 

Hh-drl 2/ 
> L^(I^I) 

H~ :=9* „ Der l ineare und s t e t i g e Operator Ke (H —> H~* ) s e i 

d e f i n i e r t durch 

( ( & , ? ) ) : = / r 2 <o 2 — - - ^ - d p d r , u e H 1 , v ^ H . 
Ixl > df> ^ f s 
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Die Einschränkung von K auf H ist die DualitStsabbildung 

von H auf H"1. ES sei weiter V:= ̂ S G H I K U eV \ . V ist mit 

dem Skalarprodukt (u,v)^: = (Ku,K^)^1<, Vü^v^V ein Hilbert-

Raum. 

Aus der Definition von V folgt VcHcV*. K ist die Dua­

litStsabbildung von V auf V*. 

/

l 6* 
—%J f2¥(r9 

(T)dvTd6 eine Punktion ueV mit - r - L „ A = 0 und Ku=f def in ie r t . 

d© i£>-o 

Da C(IxI) in V* dicht liegt und K einen Isomorphismus zwi-

sehen V und V* vermittelt, ist die Menge D der u von der 
fsf r» *** 

eben angegebenen Form dicht in V. Für u 6 D gilt 
2 5 t l 2 ^ 2 r 2 8 ^ ^ 2 d S 

/ r ^ ( — ( r , l ) ) 2 d r = 2 / r \ f <?2 " r - ( r - p ) - — ( p ^ - ( r , 
^ ) ) d p d r ^ 2 lluilg llKöll^ • 

/̂ /^ 
Wegen der Dichtheit von D in V folgt daraus 

(13) | | ~ < - , l > i y , * 2 l % !u% , VÖeV. 

Wir definieren den linearen und stetigen Operator 
ß ö S 

R1 e (v ~> V*) durch R-u:= (-,1). 

2 
Für einen beliebigen Banach-Raum E bezeichne L (SjE) den 

Raum der auf S definierten, zur zweiten Potenz integrablen 

Funktionen mit Werten in E. 
2 

Ist E ein Hubert-Raum, so ist L (SjE) ebenfalls ein 
Hilbert-Raum mit dem Skalarprodukt 

( u > v ) L 2 ( S ; E r 4 ( u ( t ) , v ( t ) ) E d t -
2 

Mit L_(S;E) bezeichnen wir den Raum der auf S definier-
ten Funktionen, für die 

lul* :=/ e ~ m l|u(t)IU dt 
L2(S;E) S E 
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gilt. Dabei bezeichne & einen positiven Parameter. Diese 
p 

Norm ist offensichtlich zur ursprünglichen Norm in L (SjE) 

äquivalent. C(S;E) bezeichne den Raum der auf S definierten 

und stetigen Funktionen mit Werten in E. 

Wir s e t z e n r : =-L | (S ;V) , # : = L | ( S ; H ) , t r*: = L?(S,V*), 

# :=L| (S . ;V) , usw. , sowie t<f: = i u e V\u'e V*}, fif:*tÜß 

e V\ü'e 1r* } . Dabei bezeichne u ' (ü") d ie Ablei tung von u 

(u) im Sinne der D i s t r i b u t i o n e n über 3 0,TU mit Werten i n V* 

(V*). W {W ) i s t s t e t i g i n C(SjH) ( C ( S $ ) ) e i n g e b e t t e t 

(s iehe z . B . E l ] , Satz 1.17, Kap. IV) . 

Mit £ bezeichnen wi r den Raum der auf S d e f i n i e r t e n 

Funktionen mit Werten i n R, für d ie g i l t 
J* e ~ m ( u ( t ) ) 2 d t < oo , Ä > 0 . 

Durch Zu:= i , Vu e 1T 
d r l r=l 

d e f i n i e r e n wir e inen l i n e a r e n und s t e t i g e n Operator 

Z c ( V—> <£ ) . Man rechne t l e i c h t nach , dass 

(14) II Zul* ± 2 il u llß ü u «^ f Vu e t 

gilt. Wir definieren weiter die Funktionen ^-\(a)s JA f(p)dp, 

Ĝ (s)--o&Jl g(p)dp, s e IR und bezeichnen die durch F-̂  bzw. 

G, erzeugten Nemyzki-Operatoren ebenfalls mit F, bzw. G, . 

Die Operatoren K c(V~-> V*), Ke(V~-^V*), R-_e (V —-> V*), 

F l 6 (v*~->V*) bzw. 0^6 (V*—>V*) fassen wir als Abbildun­

gen zwischen den entsprechenden zeitabhängigen Funktionen­

räumen auf und bezeichnen die entsprechenden Operatoren mit 

L, L, R, F bzw. G. 

3. Funktionalanalytische Formulierung des Problems. 

Wir setzen voraus, dass uQ s V* , 'S e 1T* und suchen 
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Funktionen u e dt , u G 2t * c e aß derart, dass u-a(c) e dt } 

u-h(u)c % , ZF(u) e X , u'e V* , u'fi V* und Lu,u,c] ge­

nügt dem System 

(15) u' + XF(u)+R(G(Ö)-G(h(u)))=0 

(16) u' + LG(u)=0 

t t 
(17) oc, f Z(F(u(s))-F(a(c(s))))ds+ f (c(s)-l)ds+ oC0c (t)=0 

X J0 *l0 <£ 
(18) u(0)=uo> u(0)=uQ. 

Die Gleichungen (15),(16) bzw. (17) sind in den Räumen 

3t~ , 2t" bzw. ̂ 6 sinnvoll definiert. 

Für u £ 1/> , ti G 1f* definieren wir neue Funktionen v, v 

durch 

(19) v(t):= rt(F(u(s))-F(a(c(s))))ds, v(t):» f*(6(3(8))-

-G(h(u(s))))ds . 

Offensichtlich gilt v(0)=0, v(0)=0, v'e V* und v's V* . 

Umgekehrt kann man zu Funktionen v, v mit den eben genannten 

Eigenschaften Funktionen u e V*f u e v* definieren, indem 

man s etzt 

u(t):=F"1(v'(t)+F(a(c(t)))), u(t) :=G*"1(v'(t)+ 

+G(h(F~1(v'(t)+F(a(c(t))))))) für fast alle teS. 

Wir definieren Operatoren A e (1f* x <£ —.> IT* ) und 

B e ( IT* x # * * & —> #*) durch 

r A(v,z):=F"1(v+F(a(z)))-uft 

L B(v,v,z):=G'"1(v+G(h(F X(v+F(a(z))))))-uQ 

Die Transformationsformein (19),(20) und die Definition (21) 

legen es nahe, für Lv,v,c] folgende Aufgabe zu betrachten: 

(22) A(v',c)+Lv+fcv=0 
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(23) B(v',v',c)+L?=0 

(24) o61(Zv)(t)+c2c(t)+/0 (c(s)-l)ds=0 

(25) U,v,cj€f>c Wx £ , v(0)=0, v(0)=0 . 

Wir betrachten (22)-(25) als funktionalanalvtische 

Formulierung der Aufgabe (8)-(12). 

Den Zusammenhang zwischen den 4ufgaben (15)-(18) und (22)-

(25) erläutert der folgende 

Satz 1. ([6], Lemma 3.1) Ist [u,C,c] Lösung der Aufga­

be (15)-(18), so wird durch (19) ein Paar [v,vj definiert, 

so dass [v,v,c] Lösung der Aufgabe (22)-(25) ist. 

Sei umgekehrt [v,v,c] Lösung von (22)-(25) und Cu,uJ 

durch (20) definiert. Dann ist [u,u,c] Lösung von (15)~(18), 

wenn tu,5 ] e Ä 1 ^ & 1, Eu',u'j c V*x f* . 

Bemerkung 1. Die Aufgaben (15)-(18) und (22)-(25) sind 

äquivalent, falls Eu0,u0]c H x H , u | n^ad), ̂ 0l©=l
=h'uo^# 

(Siehe [6], Satz 2.6;.) 

Im folgenden befassen wir uns nur noch mit der Aufgabe 

(22)-(25). 

4. Existenz und Einzigkeit 

Satz 2. Die Aufgabe (22)-(25) besitzt eine eindeutig 

bestimmte Lösung. 

Beweis: Der Operator A(*,z) ist stark monoton und Lip-

schitz-stetig, A(x,«) ist Ldpschitz-stetig, d.h. es gilt 
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ç (A(x1,z)-A(x2fz),x1-x2) / ir i l > — | i X l -x 2 i i^ 

Il A(x1,z)-A(x2.z)|i.^t 4: —H*!"3^ V* 

(26) f 2 a l U íx . в ^ - A í x . в j j ) ! ^ ^ ----- IU^-Zз ll̂  VПx^.s^J 
f т 

V 
6 1ť*~ <£ , i = l , 2 , 

Łx,-.J« 1Г*>«зЄ . 

V. 

Der Operator B(x,-,z) ist stark monoton und Lipschitz-

stetig, die Operatoren B(.,y
f
z) und B(x,y,.) sind Lipschitz-

stetig, d.h. es gilt 

1
 2 

r (B(x,y1
,z)--B(x,y

2
,z),y

1
-y

2
)
ir#
> 8*1^2%* 

llB(x,y
lf
z)-B(x,y

2
,z)J^ £ j| y^-yg |^ 

Ô g-̂  

(27) < HB(xlfy,z)-B(x2fy,z)|l^ & *2 X l l x ^ l l ^ 
1 Slfl*3 

WB(x,yfz1)-B(x,y,z2)ll^ip^
 g2 2nlal IJ g^ ||̂  , 

3glfl 

V[x i,y i,z i.)€P.xKaf, 1=1,2, Cx,y,z]€trV^x^. 

(26) und (27) folgen unmittelbar aus der Definition (21) 

der Operatoren A, B und den Voraussetzungen (6),(7). 

Wegen der Eigenschaften (13) bzw. (14) der Operatoren R bzw. 

Z folgt die obige Behauptung aus einem bekannten Resultat 

über die eindeutige Lösbarkeit nichtlinearer Operatordiffe­

rentialgleichungssysteme ([7J, Satz 1). 

Bemerkung 2. In [7] wurden Systeme der Form (22)-(25) 

auf eine Fixpunktgleichung reduziert. 

Durch hinreichend grosse Wahl von A (siehe 3.) gelingt mit 

Hilfe des Fixpunktsatzes von Banach der Nachweis der eindeu-
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tigen Lösbarkeit des Systems. 

5. Ein Iterationsverfahren _ 

Satz 3. Für 0 < e < -=— , 0 -c cT<: konvergiert 
2f2 2g2 

die durch die Vorschrift 

€(Lvi+Rvi)+vi=vi>_:i- €ACvi-:L,ci-:i) 

rf^i^i-vl- < fB( ' i-l»Yi-l 'ei-l> 
.(t)= - li(ZVi_l)(t)- L_ ^(c^D-Dds 

(28) 
c 

OÚ
 1",J- os J0 
2 2 

^ v i ( 0 ) = 0 , ^ ( 0 5 = 0 , t v 0 , v 0 , c 0 ] € t T x ift x & b e l i e b i g , 

bestimmte Folge ^ v i > v i f c i ^ )_>! i m Raum flfx 1IT x £ gegen 

d ie Lösung [ v , v , c 3 von ( 2 2 ) - ( 2 5 ) . 

-P2 _ ^ 2 

Beweis. Für 0 < e < -=-», 0 < cT< £ i8t die Abbil-
2f2 2g2 

düng % , d i e jedem Tr ipe l [ v . v . c J e ^ x ^ x r f d ie Lösung 

[w,w,d] des Systems 

e(Lw+Hw)+w'=v'- 6 A ( v ' , c ) 

dfLw+w' = v ' - c T B ( v ' , v ' , c ) 

d ( t ) = i ( Z v ) ( t ) / ( c ( s ) - D d s 

l w,w,d3 € V x S T X S£ , w(0)=0, w(0)=0 

• v 

zuordne t , e ine s t r i k t k o n t r a k t i v e Abbildung von Wx W x <X 

in s i c h , f a l l s man auf WxW x ä& d i e folgende Norm e i n ­

f ü h r t : 
2 

U x , y , » J | 1 f R - | > K X : - . ^ - - l x l 5 + 2 e p A l x l J + p ( l - - ) l x ' l ^ # + 
A*2 ^ 

+ — l y l j +k l l y ' l ^ + llzlj , mit 
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focf 4(l+eř)\/š/32oc_ 

wobei k so klein und # so gross gewählt wird, dass 

yK*# ^2(262+ «***fy*~****** ^ r < 1 
e 

und 

e 2 6
2 VÄ kiioG2, 2 , / 2 l 

i - JL + —*- + 3 — 2 - (2<*-2+org2o6) e 3 / 2 + _-< 1 

»dt I_- -2 a_, V -^i—, I_= l^-liA 
^ f_ x 2 g_fx/3 ^ 3g_*_ 

gilt (siehe [53, Lemma 4)# 

Die Behauptung des Satzes folgt, somit unmittelbar aus 

dem Fixpunktsatz von Banach. 

Kombinieren wir das Iterationsverfahren (28) mit dem Ga-

lerkin-Verfahren für die Aufgabe (22)-(25), so entsteht das 

sogenannte Projektions-Iterationsverfahren. Dazu suchen wir 

NaherungslBsungen £zn,zn,en3 der Aufgabe (22)-(25) in der 

Fora 

* n ( t ) ^ ? 4
 an ( t ) dj' z n ( t ) % E ^ c n k ( t ) h j - . 

en ( t ) = ~ ̂ ( z S - l ) ( t > " — jf (en_1(8)-l)as, mit 
2 2 

(z_(t)+ 6(K- n ( t )+B_z n ( t ) ) , ( l ) j ) v . < =(zn__(t)-£A(zn__, 

c n - l ) ( t ) ' d j V 

(2_(t)+d'iäfn(t),hj_)f,-ßn_1(t)-d'B(zn_1,2n_1,cn_1)(t), 

(30)V h j _ ) ^ 

^xF(u0)-F(a(c0)),2);=G(
<80)-G(h(u0)),[uo,uo,c0JeV*^ir*v«« 

(beliebig, zn(0)=0, zn(0)=-Ojj j,k=l,...,n, 0 « e < -=-, 

> 0 < c/< -"-=- . 
2g2 - 616 -
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Lösen wir das gewöhnliche DifferentialgleichungS3y3tem (30) 
2 2 

(wir wählen d-= £ jrsin j j f r , h ..= — sin ojfr sin korp ) , 

so ergeben sich folgende Rekursion3formeln zur Berechnung 

der Koeffizienten a£(t) und c ^ k ( t ) ; 
a^(t)=exp(- e j 2 a r 2 t ) J exp( ij2X 2Q){{^1) ' ( s ) - ^ .^2^3^(3)-

- e A ( z ^ l f c n - 1 ) ( s ) f d j ) V J ( f } d 8 f a ^ O , Z ( ;=P(u0)-F(a(c0)), 

0=1,•••,nj 

c n
k ( t )=exp( -<fkVt ) J texp(oTk2Ji'2s) { ( c ^ ' C a ) -

-'B(Cl^n-l»cn-l)(8)»hjk>^*ä8» cnn-l=°» c£l=0* 
j , k = l , . . . , n , 2^=G(S°)-G(h(u0)), L u ° , a 0 c ° J e r ^ i r * x ^ be l i e ­

big . 

Bei der numeri3chen Realiaierung de3 Projektions-Itera-

tionsverfahrens sind somit im Wesentlichen nur noch Integra­

le auszuwerten. 

Es gilt folgender 

Satz 4* (L6J, Satz 2.13.) Für die durch (29),(30) defi­

nierte Folge gelten die folgenden Konvergenzaus9agen: 

[ z ^ ] ^ Cv'v'J in V * ~ Y* 

Lzn ,znJ —-> Lv,v3 in 1/ x V 

Czn ,zn3 —> Cv,v] in C(S;H)xC(S;H) 

e —> c in «-> -
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