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HOMUOMORPHIEAUSSAGEN FUR k-VERDICHTENDE
VEKTORFELDER
S. HAHN

Inhalt: Ein von Petryshyn und Fitzpatrick bewiesener
Sur jektivitdtssatz fir k-verdichtende (04k <1) Vektorfelder
wird zur HomBomorphieaussage verschirft.

Schlfisselwdrter: k-kondensierende und k-verdichtende
Vektorfelder, Sur jektivit&t, lokale und globale HomBomorph-
ismen.

Klassifikation: T4H1O

1. Einleitung. Sei E ein topologischer Vektorraum und
McE. Wir bezeichnen mit &M, M, int M den Rand, die Ab-
schliessung bzw. das Innere von M. Eine stetige Abbildung
F:M —> E heisst kompakt, wenn F(M) eine relativ kompakte Teil-
menge von E ist; sie heisst vollstetig, wenn eine Nullumge-
bung V aus E existiert, so dass die Einschrinkungen
F | MAnV) (n = 1,2,...) alle kompakt sind.

Sei E ein lokalkonvexer Raum, (A, <) eine halbgeordnete
Menge und ! ein System von Teilmengen von E, das mit jeder
Menge M auch deren abgeschlossene konvexe Hfille o M ent-
h#lt. Eine Funktion ¥ : W —> A mit y (So M) = (M) (M e %)
heisst Nichtkompaktheitsmass in E. Sei A speziell ein Kegel,
k 20 eine reelle Zahl, y: M —> A ein Nichtkompaktheitsmass,
DcE und F:D —>E eine stetige Abbildung. Gilt Ww(F(M)) <«
£ky (M) (McD), so heisst F eine (v ,k)-kondensierende Ab-
bildung.
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Falls eine Nullumgebung V aus E existiert, so dass
Fl(Danv) (n = 1,2,...) (,k)-kondensierend sind, heisst
F (y,k)-verdichtend. Offenbar ist jede ( y,k)-kondensie-
rende Abbildung (y,k)-verdichtend, ftir beschréinkte Defi-
nitionsbereiche sind beide Begriffe &quivalent.

Sei DcE und F:D — E eine kompakte, vollstetige,

(1 ,k)-kondensierende bzw. ( y,k)-verdichtende Abbildung.
Dann heisst die durch f(x) = x -~ F(x) (xe& D) definierte
stetige Abbildung f:D — E bekanntlich das von F erzeugte
kompakte, vollstetige, (y ,k)-kondensierte bzw. (y,k)-ver-
dichtende Vektorfeld.

Sei E ein topologischer Vektorraum und F:E—> E eine
stetige Abbildung. HHufig interessiert die folgende Frage-
stellung: Ist die Gleichung
(x) x - F(x) =y (x eE)

fUur jedes ye E 18sbar, eventuell sogar auf genau eine Weise
18sbar? Hi&ngt in diesem Fall die L¥sung x& E stetig von y
ab? Bekanntlich sind diese Eigenschaften von (x) Hquivalent
mit der Surjektivit#t von f = I - F, BijektivitHt von f bzw.
mit der Tatsache, dass f ein HomBomorphismus von E auf E
ist. Fir den Nachweis der Surjektivit#t leisten oft Gebiets-
invarianzsftze nfitzliche Dienste. Damit besch&ftigten wir
uns kurz im 1, Abschnitt. Im zweiten Abschnitt erhalten wir
eine Hom¥omorphieaussage ftir ( y,k)-verdichtende Vektorfel-

der, die bereits bekannte Ergebnisse verschirft.

1. Surjektivit8tsaussagen. Das Nichtkompaktheitsmass
¥ M —> A habe folgende Eigenschaften (A sei ein Kegel):
- Aus M’c M folgt wy(M’) £ y(M) (M,M e W)
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- yMuix}) = yM) (MeN,xcE)

- yMuM,) = sup 1y(My), y(My)} (Ml,uzeﬂ‘b)

- (=M = y(M) (Mec )

- (M) = ty (M) (M € B,t>0)

- y(My + M) £ y(My) + (M) (M) ,M,e M)

- (M) = 0 gilt genau dann, wenn M ¢ % pr&kompakt ist.

Beispiele ftir derartige Nichtkompaktheitsmasse liefern
das Kuratowskische und das Hausdorffsche Nichtkompaktheits-
mass (s.z.B. die Arbeit [8], in der ausftihrlich Nichtkom-
paktheitsmasse untersucht sind). Im weiteren werden wir kurz
unter einer k-kondensierenden bzw. k-verdichtenden Abbildung
eine (y,k)-kondensierende bzw. (y,k)-verdichtende Abbild-
ung verstehen, bei der das Nichtkompaktheitsmass ¢ die ge-
nannten Eigenschaften hat.

Ab sofort bezeichne E einen quasivollst&ndigen, metri-
sierbaren lokalkonvexen Raum und D eine Teilmenge von E. Ist
k>0, F):D —>E eine k-kontrehierende Abbildung und F,:D—>E
eine vollstetige Abbildung, so stellt die Abbildung F = 17‘1 +
+ F2 ein wohlbekanntes Beispiel flr eine k-verdichtende Ab-
bildung F:D —> E dar.

In [3] bewies der Verfasser folgenden Gebietsinvarianz-
satz:

Satz 1: Es sei DCE offen, kcL0,1) sowie £:D— E ein
k-verdichtendes Vektorfeld. Weiter sei f lokal injektiv (d.h.,
zu jedem x ¢ D existiere eine Umgebung U von x, so dass i’l U
injektiv ist). Dann ist f£(D) offen.

In {3] wurde Satz 1 nur fOr k-kondensierende (dort "k-
konzentrierende") Vektorfelder formuliert, jedoch folgt da-

raus unmittelbar Satz 1 (ftir jede offene Nullumgebung V gilt
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£(D) =‘n§?1f(nVr1D) n =1,2,...). Satz 1 wurde ohne Abbil-
dungsgrad bewiesen. Fir Banachr#ume E erhielten unter Ver-
wendung des Abbildungsgrades Satz 1 u.a. auch Daned [2],
Nussbaum [4], Petryshyn u. Fitzpatrick [6], wobei auch all-
gemeinere (aber verwandte) Abbildungsklassen betrachtet wur-
den.

Da E ein zusammenhfngender topologischer Raum ist, er-

gibt sich aus Satz 1 sofort

Folgerung 1: Es sei kx€10,1) und £:E¥ — E ein k-verdich-
tendes lokal injektives Vektorfeld. f(E) seéi abgeschlossen
in E. Dann gilt f(E) = E.

Eine wohlbekannte Voraussetzung, die in Banachr#umen die
Abgeschlossenheit von f(E) sichert (s.z.B. [5]) lautet:

(1.1) "Es existiert ein C>0 mit If(x) - f(y)izclix - yli
(x,y € E)"
Jedoch ist (1.1) sehr hart und fordert i.a. mehr als die (glo-
bale) InjektivitXt. Fiir lineare beschr#inkte Abbildungen ist
(1.1) bekanntlich H¥quivalent zur Injektivit&t. Andererseits
hat (1.1) den Vorteil, dass daraus die Stetigkeit von 1 un-
mittelbar folgt. Jedes k-verdichtende (0 <k <1) Vektorfeld
f:E —>E, fr das (1.1) gilt, ist also ein HomSomorphismus
von B auf E. Dieses Resultat wurde von Petryshyn in [5] mit
Abbildungsgrad (sogar fir l-kondensierende Abbildungen) be-
wiesen.

Im Falle k<1 ist die Menge f(E) ftir jedes k-kondensie-
rende Vektorfeld f abgeschlossen, nicht aber ffir jedes k-ver-
dichtende Vektorfeld. Eine im Vergleich zu (1l.1l) relativ
schwache Zusatzvoraussetzung ftr k-verdichtende Vektorfelder,

die die Abgeschlossenheit von f(E) sichert, lautet (s. [6]):
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(1.2) "Aus der Konvergenz der Folge (f(xn)) folgt die Be-
schrinktheit von (xn)c E".

Folgerung 2: Es sei kef0,1) und £:E — E ein k-ver-
dichtendes, lokal injektives Vektorfeld, fur das (1.2) er-
fU111t ist. Dann gilt f(E) = E.

Beweis: Sei z¢ f(E) und F = I - f£. Dann existiert.eine
Folge (x,)c E mit x, - F(x,)~—> z. Sei A = ix, n = 1,2,...}
und B ={f(x;), n =1,2,...%. Es gilt Ac B + F(A). Da B re-
lativ kompakt ist, folgt 7 (A) £ y(F(A)). Nach (1.2) ist A
beschr#nkt und F ] A deshalb k-kondensierend. Dann folgt
W‘(A)ekqf(A) und ¥ (A) = O. Somit ist A relativ kompakt. Es
existiert also ein xe¢E, so dass o0.B.d.A. X, —> X gilt. Da-
raus folgt f(x,) —> f(x) = z und z < f(E). Folgerung 1 lie-
fert die Behauptung.

Falls in Folgerung 2 sch#érfer die Injektivit#t von f
vorausgesetzt wird, ist f natlirlich sogar ein HomSomorphis-
mus. In Barachr¥umen erhielten Folgerung 2 Petryshyn und
Fitzpatrick [6] (Corollary 4.1, dort fir mengenwertige Ab~
bildungen formuliert). Es entsteht die Frage nach einem Bei-
spiel ftir ein lokal injektives k-verdichtendes (0£k<1l) Vek-
torfeld, das (1.2) erfiillt, aber nicht (global) injektiv ist.
Wir werden in 2. zeigen, dass es ein solches Beispiel nicht
geben kann.

Durch die Verbindung von GebietsinvarianzsBtzen mit ei-
ner klassischen Aussage von Banach und Mazur [1] erhielt Rie-
drich [ 7] unter gewissen zus&tzlichen Voraussetzungen ftir
vollstetige Vektorfelder HomBomorphieaussagen. Wir zeigen nun

im n¥chsten Abschnitt, dass dieser Weg auch fir k-verdichten-
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de Vektorfelder unter der relativ schwachen Voraussetzung
1.2 erfolgreich ist. Damit 1%sst sich die Surjektivit&ta-
aussage von Petryshyn und Fitzpatrick zu einer HomBomorphie-

aussage verschlirfen.

2. HomBomorphieaussagen

Definition: Es seien E und F topologische REume. Eine
Abbildung f:E — F heisse lokaler HomBomorphismus, wenn es
zu jedem xe E eine Umgebung U von x gibt, die durth f auf ei-

ne Umgebung von f(x) homSomorph abgebildet wird.

lemma: Es sei ke€[0,1) und £:E—>E ein lokal injekta-
ves, k-verdichtendes Vektorfeld. Denn ist f ein lokaler Ho-
m3omorphismus.

Beweis: Sei a€ E. Es existiert eine offene Nullumge-
bung V aus E derart, dass f| nV fOr jedes n = 1,2,... jeweils
k-kondensierende Vektorfelder sind. Wir wshlen n, so, dass
ac nov gilt. Nach Voraussetzung gibt es eine abgeschlossene
Ungebung U von a mit Ucn,V derart, dass £ | U die Menge U in-
Jjektiv auf ¥ = £(U) abbildet.

Wir zeigen zun#chst, dass (] U)-I:Y —> U stetig ist.
Sei F=1~-f und (y))c¥ mit yy —>yeY. Mit A =4{yyy n =
=1,2,...t und B =§£73(y ), n = 1,2,...}, gilt BcA + F(B),
denn es ist y, = f-l(yn) - F(f-l(yn))_. Weil X kompakt und
F| U x-kondensierend ist (k<1), folgt 3 (B) = 0. Somit ist
die Folge (£7l(y,)) und dann auch (F(£"'(y,))) kompakt. 0.B.
d.A. gilt daher fir ein z¢ E die Konvergenz

(2.1) Fe g — 3.

Wegen Yn—> ¥ folgt hieraus
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(2.2) £y )—>y + zeU.

Die Stetigkeit von F liefert F(f_l(yn)) —> F(y + 2z) und mit
(2.1) die Gleichheit F(y + z) = z. Folglich gilt
y=(y+2)-F(y+2z)="~f(y+ z) und daher

(2.3) £ y) =y + z.

Aus (2.2) und (2.3) folgt £™1(y ) —> £ '(y) und die Stetig-
xeit von (£ U)™1 ist bewiesen.

Schliesslich ist Y auch Umgebung von f(a), denn nach
Satz 1 ist f(int U) offen in E, woraus f(a)e £(int U)c int Y
folgt. Das Lemma ist damit bewiesen. A

Es interessieren jetzt hinreichende Bedingungen, die
sichern, dass ein lokaler HomBomorphismus auch ein (globaler)
Hom8omorphismus ist. Fiir unsere Situation ist der folgende
Spezialfall einer diesbezliglichen Aussage von Banach und Ma-~

zur geeignet:

Lemma 2: ([1),s.a. [7], S. 147.) ¥s seien E ein metri-
scher Vektorraum, £:E—> E ein lokaler HomBomorphismus mit
£(E) = E. Ist £ eigentlich (d.h., £71(K) ist fOr jede kom-
pakte Teilmenge Kc E kompakt), so muss f ein HomBomorphismus
sein.

Nun ergibt sich leicht das Hauptergebnis unserer Note:

Theorem: Es sei kxe(0,1) und £:E — B ein k-verdich-
tendes, lokal injektives Vektorfeld. Gilt Bedingung (1.2),
8o ist f ein HomBomorphismus mit f£(E) = E.

Beweig: Nach lemma 1 ist f ein lokaler HomBomorphis-

mus. Folgerung 2 sichert f(E) = E. Es reicht also zu zeigen,

dass £ eigentlich ist. Sei Kc E kompakt und L = £ 1(K) =
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= {xe E:f(x)e K§. L ist beschrinkt, denn sonst existiert
eine Nullumgebung W derart, dass es flr jedes n = 1,2,...
ein x € L mit x ¢ nW gibt. Da (f(x,))cK gilt, existiert ei-
ne konvergente Teilfolge f(xn ). Dann ist gem#ss (1.2) (’51 )
k k

beschrénkt und es gilt fUr ein n, stets x, en W (k =1,
k

(o
2,...).‘ Dieser Widerspruch zeigt in der Tat die Beschr#nkt-
heit von L. Aus

LcK + F(L) folgt (L) £ yw(F(L))
und - da F| L nun k-kondensierend ist - y (L)£k y(L). Wegen
k<l gilt (L) = O und L ist damit relativ kompakt. Die Ab~

geschlossenheit von L folgt aus der Stetigkeit von f.

Unser Theorem ist eine Versch#rfung der Aussage von Fol-
gerung 2, wodurch das Surjektivit#tsresultat von Petryshyn
und Fitzpatrick erweitert wurde. Es wird gleichzeitig sicht-
bar, dass flir k-verdichtende (04 k <1) Vektorfelder f:E—> E
mit Forderung (1.2) die lokale Injektivit#t und die (globale)

Injektivit#t ¥quivalente Eigenschaften sind.

Folgerung 3: Es seien ke (0,1), F;:E—>E eine k-kon-
trahierende Abbildung, FZ:E——)E eine vollstetige Abbildung
und £ =1 -F) - F,. f sei lokal injektiv. Dann sichert jede
der folgenden Bedingungen, dass f ein Hom3omorphismus von E
auf E iét:

(i)  (Fy + F,)(E) ist beschrénkt

(ii) E ist ein Banachraum und es existiert ein C>0, ein
x,€ E, yer mit
h2(x) =y hzClhx - x 0 (x € E)

(iii) E ist ein Banachraum und es existiert ein C>0 mit

N£(x) - £()h zcilxl (x € E)
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Folgerung 3 mit (iii) verallgemeinert einen Satz von

Riedrich ([71, Satz 4.40), der ftir f vollstetige Vektorfel-

der betrachtet.

{1l

[2]

3]

[ 4]

5]

{61

L7]

L8]
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