Commentationes Mathematicae Universitatis Carolinae

Ali Deaibes
Mesures uniformes maximales

Commentationes Mathematicae Universitatis Carolinae, Vol. 21 (1980), No. 3, 551--562

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/106020

Terms of use:

© Charles University in Prague, Faculty of Mathematics and Physics, 1980

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/106020
http://project.dml.cz

COMMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROLINAE
21,3 (1980)

MESURES UNIFORMES MAXIMALES
Ali DEAIBES

Résumé: Pour tout espace uniforme (X,m ), on pose K®
1‘ensemble des structures uniformes % sur X telles que U%(X)=
=U®(X,»).

On introduit 1 esgace M(X) des mesures uniformes maxima-
les sur (X, @), c est-a-dire 1 espacé des formes linéaires

sur U¥(X) qui sont mesures uniformes sur (X, ) pour tout

v e X

Sur un espace (X,) de type (A), une mesure de Baire m
est uniforme maximele ssi pour tout espace métrique M et tou-
te coz-fonction £ de (X, wg dans M, la mesure de Baire image
f(m) est < -régulidre.

Les mesures uniformes maximales d ‘un espace 7, -mesurab-

le, sont exactement les mesures de Baire m ; telles que m(X)=
‘-:%31‘“(31) pour toute partition compldtement coz(X)-additive
(Ei)iel de X.

) En outre, on caractérise les m-espaces de type (A) (cf.
1.2).

Mots et phrases clefs: Mesure uniforme, mesure uniforme
maximale, compldtement additive, mesure fortement additive,
coz-fonction, espace de type (A}, espace 7 ,-mesurable.

Classification: 28A30, 54E15

Préliminaires. Pour tout espace uniforme (X, &) on dé-
signe par U(X,u) ou U(X) 1°espace vectoriel des fonctions
réelles uniformément continues sur (X, w), et par U¥ (X, @)

ou U® (X) 1°algtbre des fonctions bornées de U(X).
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Dans 1°algdbre U®(X), on désigne par £ (X, w) ouR®
la compactologie uniformément équicontinue formée des par-
ties H qui sont uniformément équicontinues, uniformément
bornées, et simplement fermées (fermées pour la topologie
de la convergence simple sur X).

On introduit 1°espace M® (X, «#) des mesures uniformes
ou compactologiques sur (X,«), c ‘est-a-dire 1 espace des
formes linéaires sur U%(X) qui sont simplement continues
sur chaque He®X® .

On fixe 1’espace uniforme (X,u), et on pose ¥ (resp.
¥%) 1°ensemble des structures uniformes » sur X; telles
que WX, » ) = U(X) [resp. U®(X,») = U®(X)].

On munit X et X de 1 ordre naturel défini par la re-
lation de finesse. L’ensemble ordonné X (resp.X *) est in-
ductif et en général ne possdde pas un élément maximum.

Lorsque 1°ensemble des éléments maximaux de X (resp.
¥ %), max X (resp. max X®), est réduit & un seul élément
v (resp. %), nous dirons que (X, #) est un m-espace
(resp. m® ~-espace). Lorsque (X, ) est un m-espace (resp.
m®-espace) tel que =2 (resp. w=2*« ), nous dirons
qu’il est « -espace (resp. ¢%® -espace ou "proximally-fine")
£1).

Une forme linéaire m sur U® (X) est dite mesure uni-
forme maximale, 8i elle est uniforme sur (X, ») pour tout
¥y € X%, ce qui équivaut & dire que m est simplement conti-
nue sur chaque H e M® o M® = UHP(X,»); »cX®Pou »e
€ max K%® .

En particulier, les mesures uniformes maximales d‘un

m®-espace (X, ), sont les mesures uniformes de (X, x®w).
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On munit 1‘espace vectoriel M(X) des mesures uniformes
maximales de 1 ordre défini par le cbne des fonctions posi-
tives de U%(X). Chaque espace M®(X,)est engendré par son
cdne positif. Il en est de méme de M(X).

On désigne par coz(X,w) ou coz(X) 1‘ensemble des co-
noyaux associés aux fonctions f de U(X), et par Ba(X,A'D) ou
Ba(X) la 6-algdbre engendrée par coz(X).

Les mesures signées bornées de Ba(X) s appellent les
mesures de Baire de (X, w). On identifie toute mesure de Bai-
re m avec la forme linéaire sur U (X) définie par l'intégra-
le de Lebesgue associée & m. Une forme lindaire m sur U (X)
provient d‘une mesure de Baire ssi elle est 6 -régulidre,

c ‘est-d-dire telle que

(1€ U X) ;5 £,4 0 = m(f))—> O.

Une mesure de Baire m est dite ~-régulidre si pour tou-
te suite généralisée (fi)ieI de U%®(X), uniformément bornée

et décroissante vers O, on a lim m(f;) = O.
1

On dit qu’un espace uniforme (X, w) est de type (A) ou
"inversion closed" si pour toute f e U(X); telle que coz(f) =
= X, la fonction %GU(X). Dans cette classe d'espacee, toute
suite (f) ., de U® (X) décroissante vers O, définit un é1é-
ment H = 1f ¥ de ¥ ® [7]. Il en résulte que toute mesure
uniforme sur un espace de type (A), est & -régulidre.

Parmi les espaces uniformes de type (A), figurent les
espaces 7% ,-mesurables: (X, u) est dit 7 ,-mesurable si la
limite simple sur X de toute suite (fn)n de U(X) est dans
U(X). Dans cette classe d ‘espace, on a coz(X) = Ba(X) [4].

Une fonction f de (X,4) dans un espace uniforme (Y, »)
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est dite coz-fonction, 8i
271 (x0z (¥)) € coz (X).

Sur un espace (X, &) de type (A), une mesure de Baire
m est uniforme maximale ssi pour tout espace métrique M et
toute coz-fonction f de (X,w) dans M, la mesure de Baire
image £(m) est < -régulidre.

Soient = et £l deux familles de parties d’un ensem-
ble X. On dit que {1 est compldtement = -additive si 1 uni-
on de toute sous-famille de £ appartient & = .

Une mesure signée bornée m sur un espace mesurable
(X, 1) ou O est une &-algdbre sur X, est dite fortement
additive si m(X) = 1-“:-71 m(Ei) pour toute partition compl2te-
ment Q -additive (E;)j.y de X.

Les mesures uniformes maximales d’un espace Ao —-mesu-
rable sont exactement ses mesures de Baire fortement additi-
ves.

Enfin, soit H un élément de M*. On note dy 1’écart
sur X défini par dy(x,y) =Fseupnlf(x) - £y, et X 1 espa-
ce métrique associé & (X,dﬂ). On désigne par hy 1‘applica-
tion canonique de X dans XH Si f est une fonction de H, on
pose £ 1a fonction sur X; telle que f(hH(x)) = f(x); xeX.
Alors on note H = {f/feﬂ}.

1. Mesures uniformes maximales sur un espace de type (A)

1.1. Proposition. Soit £ une coz-fonction d’un espace
(X, «) de type (A) dans un espace métrique M, Alors il exis-

te » ¢ X ; tel que £ soit uniformément continue de (X,»)

dans (M,0) ot © est la plus fine structure uniforme sur M

compatible avec sa topologie.
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Preuve: On Jésigne par “o la structure uniforme sur
X définie par les recouvrements dénombrables de X extraits
de coz(X), et par A 1la structure uniforme initiale associ-
ée A f et 3 (M,;0 ). On note » la borne supérieure de A et
de 4, . Il est clair que la fonction f est uniformément
continue de (X,» ) dans (M, 8 ), et que toute h de U(X, w)
est dans U(X,» ). Soit g une fonction de U(X,» ), et soit V
un ouvert de R , Prouvons que g—l(v)e coz(X, ). Pour tout
emtier k21, il existe un recouvrement ouvert (Vo ) ey de M
et un recouvrement dénombrable (W,), ., de X extrait de
coz(X); tels que g oscille au plus de k]-‘ sur chaque U: =
£V, )n W,. On note K = 4(c,n)e LxN/g(UR)c Vi, s =

1}

Pr(K), et K(n) la coupe de K pour neS,
On peut écrire
= n _ -1 _ ~1
B '(ac,nL\.J)e:Kuw - (cc,Lon,))s K(f (Voc)“wn) 'm\ejst(oce\"é(n)f (Y ))n
N wnJ .
Or

-1 -1
«.cLl{(fw)f (V) = £ 7 & Voo ) € C02(X),

L’ensemble E, est alors réunion dénombrable de conoyaux
de (X, @) donc appartient & coz(X).

D’autre part, g lv) = 1 e coz(X). On en déduit,
avee [1, th. 2.3.2] que g€ U(X,«u) et que » € X.

En suivamt [3], on dit qu’un espace uniforme (X,«) est
coz-fin si toute coz-fonction £ de (X,«) dans un espace uni-

forme (Y,» ) est uniformément continue.

1.2, Proposition. Soit (X,«) un espace uniforme de

type (A). Alors les propriétés suivantes sont équivalents:
a) (X,u) est un m-espace ou m®-espace.
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b) I ouX® possdde un élément coz-fin gui est 4’ail-
leurs T = ¥P@ .
c) Si £ (resp. g ) est une coz-fonction de (X, w) dans

| — i ———

dans 1’espace métrigue produit MxT ob t(x) = (f(x),g(x); x €

€ X, est une coz-fonction.

Preuve: Un espace (X,«) de type (A) est un m-espace
ssi c¢’est un m®™ -espace. On a alors =z« = ¥%w [1, corollai-
re 3.2.12]1. L’implication a) = b) résulte donc de la propo-
sition précédente.

b) = c) on considdre deux éléments » et A deX; tels
que £ et g soient respectivement uniformément continues de
(X,») dans (M, @) et de (X, A) dans (T,8 ). Alors la fonc-
tion t est uniformément continue de‘ (X,v@) dans 1’espace mé-
trique Mx T, et par conséquent t est une coz-fonction de
(X, @) dans MxT,

¢)=>a) Soient H et L deux éléments de M™ Les deux
applications canoniques by et h; sont respectivement coz-
fonctions de (X, ) dans Xy et de (X, &) dans X;. Alors t
est une coz-fonction de (X, u) dans Xzx X;. Il existe » € X;
tel que t soit uniformément continue de (X, ») dans
(Xg»X,6).

D’autre part, le fait que ’fxeac“’(xﬁ,e ) et T eX(X,8)
implique que H et L appartiennent 3 #°°(X,» ). Il en résulte
que M* est stable par réunion finie, et que (X,w) est m®-
espace d‘aprds [1, prop. 3.2.21.

En remarquant qu’un espace métriquement fin eat de type
(A) et qu’un espace coz-fin est métriquement fin, on en 4dé-

duit:
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1.3. Corollaire [3]. Un espace (X,u) est coz-fin ssi

11 est ~©®-espace métriquement fin.

1.4. Théordme. Soit (X, ) un espace uniforme de type

(A), et soit m une mesure de Baire sur (X,w). Alors les pro-

priétés suivantes sont équivalentes:

a) m est uniforme maximale swr (X,w),

b) pour tout espace métrique M et toute coz-fonction f

de (X,u) dans M, la mesure de Baire image £(m) est ¥ -régu-

lidre.

Preuve: a)==>Db). Soit » un &lément de X ; tel que f
soit uniformément continue de (X,» ) dans (M, 8). la mesure m
est uniforme sur (X,» ), et son image f(m) est uniforme sur
(M, 8). D’aprds [ 5, lemme 14] la mesure f(m) est < -réguli-
tre.

b) => a). Soit H un élément de M . Alors 1 applica~
tion canonique hy est une coz-fonction de (X,w) dams Xy, et
la mesure de Baire image hﬂ(m) est T -régulidre sur Xz On
munit Xy de sa structure uniforme € ., L’ensemble f-l est un
élément de ¥ *° (Xy, 8), et par conséquent hy(m) est simple-
ment continue swr H. Or hg(m) = n(fo hy) = m(f). I1 en ré-

sulte que m est simplement continue sur H et tout est dit.

2, Mesures uniformes maximales sur un espace

’Lo -mesurable

2.1. Proposition. Soient (X, ) un espace 7, -mesurab-
le et H un ¢lément de M® . Alors pour tout e > O, il existe
une partition compldtement coz(X)-additive (W;j)jc1 de X; telle
gue toute £ de H pscille au plus de ¢ sur chague W, .

a
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Preuve: On fixe H e A® et € > 0, Il résulte de [1,
th. 2.3.21 que les fonctions réelles continues sur (X,dH)
sont uniformément continues sur (X, &), et que les ouverts
de (X’dﬂ) appartiennent & coz(X). Il existe, d’aprds le thé-
ortme de Stone [6, th. 4.21] un recouvrement ouvert (V. el
de (X,dH) localement fini et & -discret; tel que toute f de
H oscille au plus de ¢ sur chaque Vo o Soit (Ln)nzl une
partition dénombrable de L; telle que toute famille

(Ve ) soit discrdte. On note X = @ et = UV _V
© <eIP ° 2 wel™ ©7

nz1l. Pour tout k=1 et tout o« € Lk, on pose lii = Ve N

N (xk\m.\éJK X,). Chaque Ui est un élément de Ba(X) = coz(X).
Une vérification simple montre que les éléments U}; » qQui ne
sont pas vides, définissent une partition de X compldtement

coz(X)-additive plus fine que (V L‘L, et tout est dit.

2.2. Proposition: Un espace s, -mesurable (X, w) est
m-espace ou m®-espace ssi 1 intersection des deux partitioms
compldtement coz(X)-additives de X est compldtement coz(X)-

additive. Alors ces partitions définissent une base de T .

Preuve: Soit (E;); 7 une partitionde X compldtement
coz(X)-additive. On munit 1’ensemble I de la distance trivia-
le da(i,j) = Jij' et on pose h 1‘application de X dans I
telle que h(x) = i pour tout xeE; et tout ieI. Alors h est
une coz-fonction de (X, &) dans (I,d). Il existe d aprds
(1.1) un élément v € X ; tel que h soit uniformément con-
tinue de (X, ) dana (I,6). I1 en résulte que la partition
(Ei)ieI appartient & » et est dans ®w lorsque (X, w) est
un m-espace. la condition est donc nécéssaire. D’autre part,

si 1’intersection des deux partitions compldtement coz(X)-
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additives de X est compl2tement coz(X)-additive, ces parti-
tions définissent une base d “une structure uniforme ¥ . On
fixe £ dans U(X,ar) et €> O, Il existe une partition comp-
1¢tement coz(X)-additive (E;); ; de X; telle que f oscille
au plus de € sur chaque Ei' Pour tout i, on choisit un point
t; dans E;, et on pose g la fonction de X dans R ; telle
que g(x) =‘.‘1§-31 £(ty) lgi(X) od lg:L est la fonction caracté-

ristique de Ei' Alors g est une coz-fonction de (X, ) dans
R , elle appartient donc & U(X,«). Il en résulte que pour
tout € > 0 il existe une fonction g dans U(X;(u-);‘ telle que
1£(x) - g(x)} £ ¢ pour tout x€X, et par conséquent, £ &

e U(X, @). Alors la structure uniforme s appartient & X ,
et wst plus fine que tout » ¢ X d’aprds (2.1). On en dé-

duit que (X, w) est m-espace; tel que zw = , et la con-

dition est suffisante.

2.3. Corollaire: Soit (E;)j .y une partition compldte-
ment coz(X)-additive d’un espace %, -mesurable (X, ), et

_—_— s A e

additive. Alors pour toute famille bornée de nombres réels

(“i)icI’ la fonction f =%§1 ociIEi appartient A U%®(X) et
m(f) =4,‘::'I oo ;m(E;).

Preuve: Il existe » € X ; tel que (Ei)ieI soit une
partition uniforme de (X, ). Il en résulte que fe U%(X,» ).
D’autre part, il existe une partie dénombrable A de I; telle-

que m(X) = m(;Jp E;). On en déduit que m(f) = m[f. ({EAlEi)]
et que m(f) =4’,%I o; m(E;).

2.4, Proposition: L'esgace vectoriel des mesures 8ig-

nées fortement additives sur un espace mesurable (X,{l), est
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engendré par son cdne positif,
Preuve: Soit m une mesure signée fortement additive

sur (X,f). On note m' la variation supérieure de m et m~
sa variatiom inférieure. Il existe, d‘aprs le théordme de
Hahn et de Jordan, une partition de X formée des deux élé-
ments A et B de fL ; telle que n*(E) = n(EnA) et m™(B) =

= m(EnB) pour tout E ¢ 2 L2], Soit ('i)ieI une partition
compldtement (L -additive de X. Alors

+ = = =
m(X) = m(A) = ml(Y W)nAd == n(Wn4) ==

; m+(Wi).

<
On en déduit que m' est fortement additive et tout est dit.

2.5, Théordme: Soit m une mesure de Baire sur un espa-
ce 7,-mesurable (X, ). Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes:

a) m est fortement additive.

b) m est uniforme maximale.

Preuve: D’aprds (2.4), on peut supposer m positive.

a)=> b). Soit (fo ) 1 Une suite généralisée d’un é16-
ment H € M® , uniformément bornée par 1, et tendant simple-
ment vers O, Om fixe ¢ > O. Il existe une partition compld-
tement coz(X)-additive (Ei)iel de X telle que toute f de H
oscille au plus de € sur chaque E;. Pour tout i, on choisit

un point ti dans Ei alors:

£, (x) "-",EI T (ty) lgi(x)\.ée. pour tout o« € L et
tout xeX.
Il en résulte que:
Im(£ )€ em(l) + ‘4:?1 £ (ti)m(Ei)\ parce que m est posi-

tive fortement additive. Soit J une partie finie de I; telle
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que 135%\3 m(E;) £ e , et soit &, un indice de L; tel
que .‘,%D‘foo (t;)14 & pour tout o« £ o -
On en déduit que Im(f )l£3e [1 + 2m(1)] pour tout
o £ o, . Par conséquent m est uniforme maximale.

b)=> a). Soit (El)icl ung partition compldtement
Ba(X)-additive de X. Pour toute partie finie F de I, on po-
se hp =£§F IEi. Alors 1 ensemble H = {hF?xF od F est une
partie finie de I, est un élément de M® . Il en résulte

que m(%§1 lEi) =, n(E;) et tout est dit.
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