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COMMENTATIONES MATHEMATICAE UNlVERSITATIS CAROLINAE 

21.3(1980) 

MESURES UNIFORMES MAXIMALES 
AH DEAIBES 

Résumé : Pour tout espace uniforme (X, ( O , on pose %°° 
l 'ensemb le des s tructures uniformes v sur X t e l l e s que U^(X)= 
=U»(X ty). 

On introduit^'espace M(X} des mesures uniformes maxima­
les sur (X,^u), c'est-à-dire l'espacé des formes linéaires 

sur U^(X) qui sont mesures uniformes sur (X, v ) pour tout 

Sur un espace (X,^) de type (A), une mesure de Baire m 
est uniforme maximale ssi pour tout espace métrique M et tou­
te coz-fonction f de (X,/u// dans M, la mesure de Baire image 
f(m) est if-régulière. ê 

Les mesures uniformes maximales d un espace %$ -mesurab­
le, sont exactement les mesures de Baire m ; telles que m(X)= 

=.2Lm(E.) pour toute partition complètement coz(X)-additive 
(Si\eI d e X* 

En outre, on caractérise les m-espaces de type (A) (cf. 
1.2). 

Mots et phrases clefs: Mesure uniforme, mesure uniforme 
maximale, complètement additive. mesure fortement additive, 
coz-fonction, espace de type (A), espace ^-mesurable. 

Classification: 28A30, 54E15 

Préliminaires. Pour tout espace uniforme (Xf (*,) on dé­

signe par U(X,<ct) ou U(X) l'espace vectoriel des fonctions 

réelles uniformément continues sur (X, ̂u,), et par U***(X,/tt) 

ou U°°(X) l'algèbre des fonctions bornées de U(X). 
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Dans l'algèbre U°°(X), on désigne par ̂ °° (X, p,) ouït00 

la compactologie uniformément équicontinue formée des par­

ties H qui sont uniformément équicontinues, uniformément 

bornées, et simplement fermées (fermées pour la topologie 

de la convergence simple sur X). 

On introduit l'espace Mco(X,(a) des mesures uniformes 

ou compactologiques sur (X,(U.), c'est-à-dire l'espace des 

formes linéaire^ sur U°°(X) qui sont simplement continues 

sur chaque He^ 0 0 • 

On fixe l'espace uniforme (X,^u), et on pose3C (resp. 

%co) l'ensemble des structures uniformes v sur X; telles 

que U(X, » ) = U(X) l resp. V°° (X, v ) = U°° (X) ] . 

On munit X et%°° de l'ordre naturel défini par la re­

lation de finesse. L'ensemble ordonné 3C (resp.C^C^) est in-

ductif et en général ne possède pas un élément maximum. 

Lorsque l'ensemble des éléments maximaux de 3C(resp. 

#° ô), maxJC (resp. max^C**5), est réduit à un seul élément 

t̂ t* (resp. t00^ ), nous dirons que (X,^) est un m-espace 

(resp. m017-espace). Lorsque (X,^) est un m-espace (resp. 

m00-espace) tel que ^ = / ï ^ (resp. (JL-***00^ ), nous dirons 

qu'il est t -espace (resp. 1^-espace ou "proximally-fine") 

L13. 

Une forme linéaire m sur UeD(X) est dite mesure uni­

forme maximale, si elle est uniforme sur (X, >> ) pour tout 

V e JC00, ce qui équivaut à dire que m est simplement conti­

nue sur chaque H € JH,°° où M°° =- U3€°°(X, v)\ veX00 ou i> e 

€ max Xe0 . 

En particulier, les mesurée uniformes maximales d un 

m^-espace (X,<<x), sont les mesures uniformes de (X, K°°(«-) . 
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On munit 1 espace vectoriel M(X) des mesures uniformes 

maximales de l'ordre défini par le cône des fonctions posi­

tives de U°°(X). Chaque espace MÛP(X,v)est engendré par son 

cône positif. Il en est de même de M(X). 

On désigne par coz(X, (tu) OU COZ(X) l'ensemble des co-

noyaux associés aux fonctions f de U(X), et par Ba(X, i> ) ou 

Ba(X) la 6"-algèbre engendrée par coz(X). 

Les mesures signées bornées de Ba(X) s'appellent les 

mesure9 de Baire de (Xf<u). On identifie toute mesure de Bai-

re m avec la forme linéaire sur U°°(X) définie par l'intégra­

le de Lebesgue associée à m. Une forme linéaire m sur U°°(X) 

provient d'une mesure de Baire ssi elle est 6"-régulière, 

c 'est-à-dire telle que 

(fn)n2l
cue°(x)5 V O ^ t f V - > 0. 

Une mesure de Baire m est dite t-régulière si pour tou­

te suite généralisée (Î^A-J d e U°°(X), uniformément bornée 

et décroissante vers 0, on a lim m(f.) = 0. 

On dit qu'un espace uniforme (X, (w) est de type (A) ou 

"inversion closed" si pour toute f cU(X); telle que coz(f) = 

= X, la fonction 4eU(X). Dans cette clas3e d'espaces, toute 

suite (fjJnzi de U00(X) décroissante vers 0, définit un élé­

ment H = $fn*n de 3t°° £73. Il en résulte que toute mesure 

uniforme sur un espace de type (A), est 6f-régulière. 

Parmi les espaces uniformes de type (A), figurent le» 

espaces 7^0-mesurables: (X, ̂.) est dit ^0-mesurable si la 

limite simple sur X de toute suite (--*n)n de U(X) est dans 

U(X). Dans cette classe d'espace, on a coz(X) = Ba(X) t43. 

Une fonction f de (X>r<->) dans un espace uniforme (Ytv) 
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est dite coz-fonction, si 

f^1(xoz(X))c.coz(X). 

Sur un espace (X,(«0 de type (A), une mesure de Baire 

m est uniforme maximale ssi pour tout espace métrique M et 

toute coz-fonction f de (X,^) dans M, la mesure de Baire 

image f(m) est T-régulière. 

Soient 21 et .0. deux familles de parties d'un ensem­

ble X. On dit que -0- est complètement 2.Î -additive si l'uni­

on de toute sous-famille de XL appartient à 2Î . 

Une mesure signée bornée m sur un espace mesurable 

(X,H) ou -CL est une #-algèbre sur X, est dite fortement 

additive si m(X) = --Sj m(Ej.) pour toute partition complète­

ment SI -additive (-%)i€j de X. 

Les mesures uniformes maximales d'un espace %0 -mesu­

rable sont exactement ses mesures de Baire fortement additi-

ves. 

Enfin, soit H un élément de M°° . On note â|j l'écart 

sur X défini par ô^Cx^) = sup | f(x) - f(y)l, et X^ l'espa­

ce métrique associé à (X,dH). On désigne par h™ l'applica­

tion canonique de X dans X^. Si f est une fonction de H, on 

pose f la fonction sur X„ telle que f(hH(x)) = f(x); xeX. 
W A 

Alors on note H = -ff/f eH>. 

1» Mesures uniformes maximales sur un espace de type (A) 

1.1. Proposition. Soit £ une coz-fonction d'un espace 

(X, p.) de type (A) dans un espace métrique M. Alors il exis­

te y e 3C ; tel que £ soit uniformément continue de (X,v) 

dans (M,9 ) où 0 est la plus fine structure uniforme sur M 

compatible avec sa topologie. 
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Preuve : On Résigne par (iQ la structure uniforme sur 

X définie par les recouvrements dénombrables de X extraits 

de coz(X), et par X la structure uniforme initiale associ­

ée à f et à (M,9 ). On note v la borne supérieure de ^ et 

de (±Q . Il est clair que la fonction f est uniformément 

continue de (X,D ) dans (M, Ô ), et que toute h de U(X,<c<,) 

est dans U(X,o> ). Soit g une fonction de U(X,T) ), et soit V 

un ouvert de 1R . Prouvons que g" (V)e coz(X,(tt). Pour tout 

entier k2 1, il existe un recouvrement ouvert (V&\c€it de M 

et un recouvrement dénombrable (WJJJ-̂ I ds x extrait de 

coz(X); tels que g oscille au plus de ̂  sur chaque l£ * 

= f " 1 ^ )n Wn. On note K = -f(oc,n)e LxW/g(U^)c Vi, S « 

= Pr(K), et K(n) la coupe de K pour ne S. 

On peut écrire 

-k = ( « c , ^ K ^ = (oc,W^K(f"1<VoC)nWn) - ^ V s - ^ e ^ ) * "
1 ^ ^ » " 

oW n3-

Or 

c^b,/' 1 (V -*-1(ote
V1.U-)V)*co-(X). 

L'ensemble E^ est alors réunion dénombrable de conoyaux 

de (X, (A,) donc appartient à coz(X). 

D'autre part, g (V) =^4 Ejcecoz(X). On en déduit, 

avec Cl, th. 2.3.23 que geU(Xf(u) et que v e X. 

En suivant [31, on dit qu'un espace uniforme (X, (tu) est 

coz-fin si toute coz-fonction f de (X,<cc) dans un espace uni­

forme (Y,!? ) est uniformément continue. 

1.2. Proposition. Soit (X,^,) un espace uniforme de 

type (A). Alors les propriétés suivantes sont équivalents: 

a) (X,(a) est un m-espace ou m***-espace. 
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b) X OM*^^ Possède un élément coz-fin qui est d'ail­

leurs *t(L = v00 (*> • 
c) §i <£ (resp. g ) est une coz-fonction de (X, (M) dans 

un espace métrique M (resp. T), alors la fonction t de (X,^o) 

dans l'espace métrique produit MxT où t(x) = (f(x),g(x); x € 

e x» eat une coz-fonction. 

Preuve : Un espace (X,^) de type (A) est un m-espace 

ssi c'est un nr*-espace. On a alors t?^ = v°°(U, [1, corollai­

re 3.2.123. L'implication a)-=-=9- b) résulte donc de la propo­

sition précédente. 

b)-=-«-> c) on considère deux éléments v et X de.%; tel» 

que f et g soient respectivement uniformément continues de 

(X,?) dans (M, Q ) et de (X, X ) dans (T,0 ). Alors la fonc­

tion t est uniformément continue de (X,t?<tt) dans l'espace mé­

trique MxT, et par conséquent t est une coz-fonction de 

(X,<u,) dans M A T. 

c)*=^a) Soient H et L deux éléments de JC*. Les deux 

applications canoniques h™ et h-- sont respectivement coz-

f onctions de (X, ̂ t) dans X„ et de (X,<a) dans X-r. Alors t 

est une coz-fonction de (X, (tt) dans Tfax X^. Il existe v €%% 

tel que t soit uniformément continue de (X, V) dans 

D'autre part, le fait que 1 6 ^ ( 3 ^ , 0 ) ei L €«^(XL,e ) 

implique que H et L appartiennent a^ê°°(Xf v ). Il en résulte 

que M00 est stable par réunion finie, et que (X,^) est m*°-

espace d'après tl, prop. 3.2.23. 

En remarquant qu'un espace métriquement fin est de type 

(A) et qu'un espace coz-fin est métriquement fin, on en dé­

duit: 
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1*3. Cor pilaire [33. Un espace (X,<a) est coz-fin ssi 

il est Ve0 -espace métriquement fin. 

--•4. Théorème. Soit (X,<u/) un espace uniforme de type 

CA), et soit m une mesure de Baire sur (X,<a). Alors les pro­

priétés suivantes sont équivalentes: 

a) m egt uniforme maximale sur (X>(tc)f 

b) pour tout espace métrique M et toute coz-fonction £ 

ai (X,<a) dans M, la mesure de Baire image £(m) est m -régu­

lière. 

Preuve : a)«-->b). Soit y un élément de % ; tel que f 

soit uniformément continue de (X,*p ) dans (M, 0 ) . La mesure m 

est uniforme sur (X,-p), et son image f(m) est uniforme sur 

(M, 8 ). D'après £5, lemme 143 la mesure f(m) est t-réguli-

ère. 

b) *=-̂  a). Soit H un élément de M00 . Alors l'applica­

tion canonique h.™ est une coz-fonction de (X,̂ o,) dans 3^, et 

la mesure de Baire image hj-r(m) est x -régulière sur Xg. On 

munit Xn de sa structure uniforme 0 . L ensemble H est un 

élément de 36°° ()U, 8 ), et par conséquent hH(m) est simple­

ment continue sur H. Or hjj(m) = m(fo h™) = m(f). Il en ré­

sulte que m est simplement continue sur H et tout est dit. 

2# Mesures uniformes maximales sur un espace 

x -mesurable 
\,Q 

2.1. Proposition. Soient (X,̂ tc) un e space ^ -mesurab­

le et H un élément de M00 • Alors pour tout e ̂  °- il existe 

une partition complètement coz(X)«-additive (W^igi ââ X; telle 

que toute f de H oscille au plus de e sur chaque W. . 
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Preuve: On fixe H e M*° et 6 > 0, Il résulte de [1, 

th. 2.3.21 que les fonctions réelles continues sur (X,cU) 

sont uniformément continues sur (X, <ic), et que les ouverts 

de (X,d-j) appartiennent a coz(X). Il existe, d'après le thé­

orème de Stone [6, th. 4.213 un recouvrement ouvert (V^ ) -

de (X,dH) localement fini et G» -discret; tel que toute f de 

H oscille au plus de e sur chaque V^ . Soit ^^i)tl>-\ un© 

partition dénombrable de L; telle que toute famille 

<voo ) n
 s o i t discrète. On note X = 0 et .JL = V>> v^ ; 

k k 
n^l. Pour tout k-irl et tout ce s L , on pose U^ « V^ n 
n^XkS/rtVK *o)m Gha<-ue Mol e s t u n élément de Ba(X) = coz(X). 

Une vérification simple montre que les éléments U^ , qui ne 

sont pas vides, définissent une partition de X complètement 

coz(X)-additive plus fine que (V^ )£€JJ9 et tout est dit. 

2.2. Proposition: Un espace %0 -mesurable (X, ̂o,) est 

m-espace ou m^-espace ssi l'intersection des deux partitions 

complètement coz(X)-additives de X est complètement coz(X)-

additive. Alors ces partitions définissent une base de i?(à> . 

Preuve: Soit ^OA€T vne partition d e X complètement 

coz(X)-additive. On munit l'ensemble I de la distance trivia­

le d(i,j) = Ĝ -j> et on pose h l'application de X dans I 

telle que h(x) = i pour tout xeE^ et tout i*I. Alors h est 

une coz-fonction de (X, (U,) dans (I,d). Il existe d'après 

(1.1) un élément V €. X ; tel que h soit uniformément con­

tinue de (X,i> ) dans, ( 1 , 0 ) . Il en résulte que la partition 

(EJ)* «-• appartient à v et est dans^^ lorsque (X, <u.) est 

un m-espace. la condition est donc nécessaire. D'autre part, 

si l'intersection des deux partitions complètement coz(X)-
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additives de X eat complètement coz(X)-additive, ces parti-

tiona défini93ent une baae d'une structure uniforme .Tf • On 

fixe f dans U(X,jr) et e ̂  0. Il existe une partition comp­

lètement coz(X)-additive (J-V^-JÉT de xî telle que f oscille 

au plus de e sur chaque E^. Pour tout i, on choisit un point 

t̂  dans E^, et on pose g la fonction de X dans R ; telle 

que g(x) * .-Sj f (t^) 1« (x) où 1^ est la fonction caracté­

ristique de E^. Alors g est une coz-fonction de (X,<u.) dans 

TR , elle appartient donc à U(X,<a). Il en résulte que pour 

tout S > 0 il existe une fonction g dans U(X; <<-<-); telle que 

lf(x) - g(x)| 4* e pour tout xcX, et par conséquent, f e 

eU(X,^0. Alors la structure uniforme sr appartient à X , 

et wst plus fine que tout •>> c % d'aprèa (2.1). On en dé­

duit que (X, <u,) est m-espacej tel que tç* = Jr , et la con­

dition est 3uffi3ante. 

2.3. Corollaire ; Soit (%)iei une partition complète­

ment coz(X)-additive d'un espace %0 -mesurable (X, (u.), et 

soit m une mesure de Baire sur (X, pu) positive et fortement -

additive. Alors pour toute famille bornée de nombres réels 

(oC . ,) i c I , la fonction f =- ,-£*j cc^L^ appartient à U°°(X) et 

m(f) =^f-j oOim(Ei). 

Preuve: Il existe y e % ; tel que (̂ -5)̂ 1 soit u*1® 

partition uniforme de (X,T> ). Il en résulte que f6U°°(X,v). 

D'autre part, il exiate une partie dénombrable A de I; telle 

que m(X) = m(,U.A E< ) • On en déduit que m(f) = mCf-(^Al-, )1 

et que m(f) = .-f-T °°n m(E. ). 

2.4. Proposition: L'espace vectoriel des mesures sig­

nées fortement additives sur un espace mesurable (X,il), est 
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engendré par son cône positif. 

Preuve : Soit m une mesure signée fortement additive 

sur (X, il). On note m la variation supérieure de m et m"" 

sa variation; inférieure. Il existe, d'après le théorème de 

Hahn et de Jordan, une partition de X formée des deux élé­

ments A et B de SI ; telle que m*(E) = m(EnA) et m~(B) = 

« m(BnB) pour tout S e Si L23. Soit (H%)±ex une partition 

complètement il-additive de X. Alors 

m+(X) * m(A) =- mC(,UT W J o A ] » . ^ m(W.*n A) = .;£ m+CW.}. 

Qn en déduit que m est fortement additive et tout est dit. 

2-5» -théorème: Soit m une mesure de Baire aur un espa­

ce y -meaurable (X,<a). Alors les propriétés suivantes sont 

équivalentes: 

a) m est fortement additive. 

b) si set uniforme maximale. 

Preuve: D'après (2.4), on peut euppo3er m positive. 

a)»r> b). Soit (f^ ̂ eL une suite généralisée d'un élé­

ment E € M/30 , uniformément bornée par 1, et tendant simple­

ment vers 0, On fixe G >* 0* Il existe une partition complè­

tement coz(X)-additive ^x^±el â e x telle que toute f de H 

oscille au plus de e sur chaque E... Pour tout i, on choisit 

un point ti dans Ei alors: 

'foo(x^ " . i ? J **,^xi) XE. (x)l^e pour tout oc e L et 

tout x eX. 

Il en résulte que: 

\m(fc^)\à e m Q ) + L2lj f^ (ti)m(Ei)l parce que m est posi­

tive fortement additive. Soit J une partie finie de I; telle 
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que . -S m(E.î).é e , et soit oc* un indice de L; tel 

que . ̂  | f^ (ti) I .é e pour tout 06 £ <*0 -

On en déduit que I m(fo6 ) l .é 3e U + 2m(l)3 pour tout 

oC éz cCQ . Par conséquent m est uniforme maximale. 

b) •=-=-> a). Soit (%)-£€i un§ partition complètement 

Ba(X)-additive de X. Pour toute partie finie F de I, on po­

se h™ = .JS_ 1E . Alors l'ensemble H * th--3p où F est une 

partie finie de I, est un élément de Jbœ . Il en résulte 

que mL-S-l.-, ) =-»ST m(E. ) et tout est dit. 
4 ft J -»4 4 6 J 1 
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