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COMMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROLINAE 
20, 4 (1979) 

0В ИСПОЛЬЗОВАНИИ ИНТЕГРАЛА РШАНА-СТИПТЬЕСА В ТЕОРИИ 

КОНСТРУКТИВНОГО ИНТЕГРАЛА ЛЕБЕГА И ЕГО ОБОБЩЕНИЙ 

0. ДЕНУТ (0. ВЕмитн) 

Содержание: Заметка посвящена конструктивной теории 
интеграла* В ней показано, что конструктивные интеграле 
(Лебега, Данжуа и Перрона) от измеримых объектов некоторо­
го специального типа представимы в виде интеграла Римава-
Стилтьеса. На основании этого доказан конструктивный ана­
лог второй теоремы о среднем значении* 

Ключевые слова; Конструктивная функция, интеграл Ри-
мана-Йтилтьеса, теорема о среднем значении, 

С1а881Г1саиоп: Рг1шагу 02Е99, 26А42 

Зесопйагу 26А39 

В следующем мы пользуемся без дальнейших ссылок обозна­

чениями и определениями из ГзЗДбЗ-Ми 19] (в частности, 

переменными, перечисленными в 19]), определениями ^-интег­

рала [61, интегралов Данжуа и 1_-интегрируемости 1.83. 

Буквы | и ^ - с индексами или бее них - служат пере-

мевнмми для псевдочисел (ПЧ). Мы заметим, что для всякого 

ВДЧ существует равное ему ПЧ и для любого ПЧ можно построить 

равное ему АДЧ. Понятие "почти всюду" для ПЧ введено в 1Ь]. 

Мы напомним, что 1) для любых функции & и слов Р и 

О) , являющихся ИЛИ КДЧ или ПЧ, 

Рц
>%
дЛй

1
5
р/
, V) значит: О» является значением псевдопроизвод-
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ной функции $ в Р 110.3, 

$кл(г0О7 3",Р) (соотв. Э
к л

 (+ оо, &,Т) ) значит: - со (соотв. 

+ оо ) является значением нижней (соотв. верхней) псевдопро-

и8водной функции *$ в Р С101; 

2) Д обозначает почти равномерную дифференцируемое» 

(см. С 43 н [63 иди [103, где вместо А употребляется Л )• 

Определения. Пусть Ф функция, 4(5^?^ последователь­

ность ступенчатых остовов, 

У //-* /IV /«V т (* оу ли /г* \ 

""^^оГ^ — 7*т,/% Г**."* ТУ™,,} ) 
% X V НДЧ, |

0
 х 1о ПЧ, пусть в ^ Н ^ ,

0
^ / ^ ' 

Тогда мм 

1) схахем, что в объект типа ^
0
 , если & объект ти­

па ̂  слабо ограниченной вариации на 0 д 1 к выполнено 

^„Д^еЦ &1Ы, 0 * 6 ^ ) (ср. замечание 4 хе Ш)\ 
2) определи» РСъ,»46-..-»- 1У - (0< |

0
< -| &-, Э/П.-2, Н Н * 

^ | ^ г - ^ 0 1 < 2"1"», ^с % ) в ) | 0 )--,- 1 с§ 0 «о&^ 0 ^-" р ^о» 

м*^ Ч*ЪлЧ< с>*г§о1< ?"**• ^ С*,, в, | 4 ) Э 

3) будем писать «1е/о (*Г, <б^5 / п. ') , если для почтя 

всех ПЧ § ив 0 д 1 выполнено Ц СР(^,46^3^ § ) О к л С^Д § )) -

Замечание 1. Согласно замечанию 4 не [93 , теореме 2.2 

ив [103 н лемме 1 ив [33 для любого объекта 9 типа У0 

а) для почти всех КДЧ .х (соотв. ПЧ Я ) н» 0 л 1 вер-

но Зп^ Ча1 (<ц,7 в, л ) (соотв. 3 ^ ЧоХ Ц , 9 , ^ ) ) } 

б) существует: последовательность КДЧ ив О V А - -Счг̂ $л 

такая, что для всяких слов Р я 0, , являющихся иди КДЧ иди 
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Ш , вннолнено Р е О чН&-т Зл> СР* % ) & УайСФ, 6, Р) ̂  

*В*лш5^п;^т^ Св,Р). 

Замечание 2, Чтобы набежать нелишней громоздкости, мм 

будем пользоваться следующими обозначениями. Для данного об%-

екта © типа Ц0 и любых сегмента Н , ВДЧ х и ПЧ ̂  таких, 

что Н В 0 * 4 & 3/у, Ш (у? 0,сх.) 3< 3^ Ы (ц, 0, § )
 ?
 мм обовна-

чим посредством М^ ц , УУ^
Н
 и 8^ КДЧ и посредством 0с 

ПЧ, которые фиксированн в данном контексте и удовлетворяют 

условиям У*к*г(1ГбН&УаМ^,0,^)э1*1ги 

- ^ < *
2
^ Э^СЮА-У* С1 ̂ Ф .й 2 э 3/^ УоХ Ц,,в,х-)) з 

эзувс\л/
вн
,е,^лх

а
)) ьш се

х
,е,*)А 

к Уа.есе^,е,|^ . 

Замечание 3. Пусть 0, в ̂=. I \ б^т, •> V » V ^ > обьект 

типа *^0 ж & равномерно непрерывная функция* 

1) Согласно лемме 4 и замечанию 3 ив [90 для любого 

О -допустимого сегмента Н существуют КДЧ тг и V такие, 

что К5 С<ыг, З', 0, И) & КЗ (1К, 8, #, Н ) , причем внполнено 

УхСЗУЗСх,^, Н)э 1у1 -* М . %,) н 

^ ^ с э ^ с н ) ) ^ ^ с н ) - Г с э 1 с и ) ) - е Э л С И ) ^ 

и, следовательно, Ы - й ! Л С^,Н)1*М
в>н
 + <<^>^>^

#
^,Н * 

2) Ввиду 1) существует равномерно непрерывная функция 

У3<&7&> такая, что У Ж в , У>С0) *= О и для любого 0 -

допустимого сегмента Н верно 

кзсдсузке1з'>|н),е,з;н). 
Ив 1) далее следует, что для любого сегмента и , к О. 

& 0 д 1 , выполнено 
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\ылю< ©, .*>, ю | ^ I дез; о I • мву1+ <*>, п и ^ - иг&>1> 

* <в»,узг<в,у»иц1* <«,^>1_^>. смв11.+ уувл). 

3) Ввиду 2) для любого ПЧ ̂  верно 

^Сг
кл
С-а5,^С^<е

7
^>

7
5)VI)к

Л
С+со,У

>
^<в,^>,§)) 

* з)
кл
со

?
т,§)э])

к
^(о

7
^<е^>, §). 

4) Если -И г^ 5^, °/р;, у , 1 объект типа ^ такой, что 

^ ̂  V
 в
 * ***> ̂ п, > * °

 с о г л а с н 0
 определению значения интеграла 

Римана-Стнлтьеса выполнено 2ЛУ<С{р $ °п1 *т"1нФ} = 

*Ю<в,.Г> . 

На основавин замечания 3 мы получаем следующее утвер­

ждение . 

Лемма' X. Пусть 9 объект типа Ч$0 * % * ̂  равно-

мерво непрерывные функции и V и я ВДЧ. Тогда 

1) ^<в,5Г + 2Г >= ^СГ<9,^>+ &Ж6,?, > , 

У1<&,*. ЗГ> - V. ^ < 0 , ^ > , 

|^<в,^>и«.<з,|*
в
|>

|
.о

А
1

1
.см

в > 0 д < 1 +
 »

0 > 0 д 4
) , 

ьуас»,-0,од4)-,вузс*.-мв>0л4,^<в,^>, О А О , 

(определения (2/ и &-кл> приведены в Е 7Л); 

?) Для любой последовательности сегментов {Н^}^ , 

ЗеС-СН^^) (см. [ 6 3 ) , выполнено: если ряд 2.<<аД> ^ Ч ^ 

сходится (соотв. псевдосходится), то ряд 

2 .<о,^СК0, 3^ » . Н^ , сходится (соотв. псевдосходится). 

Лемма 2, Пусть 0 , в -^ С-Сб^^, V* ^ 3 ? об*®** *и-
П а Ъ̂ > ̂  равномерно непрерывная функция и для любого 1. , 
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О&Ь ,6 А , ?•, слово, являющееся или КДЧ или ПЧ. Пусть 

Тогда Р
К Л
 С?

1
. Э ^ , ̂ Л < в, У>, Р

0
 ) . 

Доказательство* Мм напомним, что согласно [73 А-/ 

функция такая, что У>х СА А С;*)* лиал, С/тХ** Сх, 4), 0 )) . 

Пусть А.> НЧ. Тогда не может не существовать НЧ Л> такое, 

что 
о 

Чх1у.(ыТ>

0±1у,&.~<<у,-».<~.~=>\А(%х&.гц,)-Т>

У1- (у-х)\& 

(1) 2-*"2..^-хпа.УхщДКх-^иг"'*Уоес^.,9,х)з 

• | ^ - в р 1 < 2 - А " ' 1 ) . 

Пусть /й НЧ, для которого выполнено (1) . Пусть V А -иг 

9 -допустимый сегмент и сс0 я х1 ВДЧ такие, что 

Ъ^04*ЖЬ\*Ь<Ш-\<Г1Ь\Х,0-Ъ?О\<'Г%'*Ъ\Х.Л-1?А\<'2-~^ Ь 

и̂  пусть 9 -ь- И « ^ ^ - * 0 Г 4сГ*0 \м \-Ч ^-г01Лот-ш 

& объект типа <ц-0 и 

С2) М- < Г . 
в/1ГДЯГ 

Согласно лемме 1 выполнено ДС#СКв?3
/>?<1Гд?*г)~Т^-0р • Сиг*-зг) = 

^С^<в^^'А^>9ПГА^)~^Х^'ЪС^а<^^>,^^ ^> + 

^ • * 0 - 1^ • вр ) • (V - чг*) 
и, следовательно, ввиду (1) ,(8) и аамечания 3 верно 

< е<>, # / - .х„ • Л/ >, 1г л ч̂ г. -=- 2~ • !/иг~ пг \ и 
7 Т Т »—> —» 

1Д (УСГ<в,Г>,^д-иг)-^. 0 р . (<«г-*•)! =*= 

Лемма 3. Пусть 0 объект типа ^ , -СН^^ последо­

вательность сегментов и ср равномерно непрерывна* функция та­

кие, чтоХОШ? ) & У * С М * ) * > 0 э З т , С:х е СИ ) а } ) • 
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Тогда АС С С <М<в, <у> , -Г Н ^ ^ З ) ж для почтж всех КДО 

^ и 0 д 1 выполнено 

^ ^ ( х е Н ^ ) эЪС0,С<М<6,с?>7 < Н ^ ^ З , х ) . 

Доказательство. Мы пользуемся обозначениями же С 63. 

Ввжду наших предположений выполнено ^ > ^ \.Н>^ ^̂ --уяе* ^ ' 

^С^(ЭА(Ит/))^9СЭ/г,СН^)) » 0) я ряд Ь ^ " * 3 равно­

мерно сходится к др • Следовательно, согласно еамечанию 3 ж 

лемма 1 ряд 2 I Д С^СКв, д>>, Н^) I сходятся ж ряд 

2 ^ К в , <уСЙ^ 3 > равномерно сходится 1 ^ < 0 , 5 > > . Итак, 

с^<9,
9
>,4н^^^Дс^<е

;
^

3
>, ̂ н^з 

ж для всякого НЧ ̂ г верно АС С С <#3 < 6, су * >, < Н ^ ^ З ) ж 

ЬУдС1АС«<в,»>,Н^1, [^<в,у
С 1
^Ъ, < Н ^ З , 0 д О • 

Для вавершения доказательства достаточно применить теорему 8 

же [8], теоремн 1 ж 2 же С31 ж теорему 2.6 же [10]. 

Лемма 4» Цусть 9 , 9 «?- С Ч С ^ ^ , °/̂ , ̂  3 , объект ткпа 

Ч
о̂
 и \Г абсолютно непрерывная на 0 А 1 функция. Тогда 

а) функция ^2 < 0, ТУ абсолютно непрерывна на 0 д 4 , 

б) существуют -С Р \ & \~А ж { Р. ? е Ь^ также, что 

(3) У*С0.ьас*<э .Г(х)-.Г(0)« Г
э

>
<Р

л
и

)
 . 

(4) у*со А**4э.*ке,3'>(*)«/*<?,..и* , 

Доказательство. В следующем мы пользуемся обозначения­

ми же 131. 

1) Ввжду лемм 1 ж 4 жа 193 ж определения предиката УоЛ 

видно, что для любой равномерно непрерывной функции С^ по-
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еледовательность -С У У < I -С6^ \^ , °^, Ац, 1, (^ > } ^ сходится 

к функции ^СКв, <^> . 

2) Пусть Р ступенчатый остов. Согласно определению ви­

раж ения р . 4 6 ^ ^ и лемме 1 ие 131 С Р . ^ 1 ^ , V» V 3 ' 

объект типа ^ 0 • Непосредственно можно убедиться в том, «то 

для любого НЧ {» внполнено « К С 4 6 * , у » ] > ? | : > ж ^г** * 

Ввиду етого, 1) и теоремы 1 ив 131 

Ух (0 * * .4 1 .э УСГ<0, | р > Ы = / * Р «-С6Д^) *< АС С*СК в, 0 р > ) . 

Мм налетим, ч*оЬУ8(°/*1 Р10 , ^ р , 0 д 4) [ 3 3 . 

3) Согласно теореме 2 ие С 3 3 существует -С Р^ ^ 6 Ь^ та­

кое, что (3 ) . Следовательно, Чт,Ь ЪМВС!^^ - % , 0л 4) 

н мм на основании теоремы 1 ие ЕЗЗ и леммм 1 получаем 

Ут,вуа<2"^.§Р -У, о л 1) и у ^ м е с г ^ - м^ 0 д 4 , 

^ < 8 , | Р > - 5К7<в,3/>, 0д4) . 

Согласно 2), теореме 8 яа {.83 и следствию теоремм 2 на 

[41 внполнено АССУЗК0, У>) и существует * ̂ $
л
 в Ц *•-

кое, что (4) и ДС&Ж6, 3 ,
)

)
{ р

л
^ ) . Для еавершевмя до-

кавательства достаточно использовать лемму 1 ие [33, еамеча-

ние 1 ие 141, замечание 1 и лемму 2» 

Лемма 5. Пусть 9 , 9 ̂  ^ ^ ^
 0
 \ , 4у, 1 , объект ти­

па & , # равномерно непрерывная функция и \ Т^ 5^ с 5 . 

Тогда 

(6)Д^(3-,1М)эД^С^<0
)
Г>,-СР

л 5 л
.{б

л
З

/ №
), 
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б) для любой последовательности сегментов ^Н ? 

%иНмЪ ) . выполнено 

(7) А С С С ^ - С Н ^ Л э А С С С ^ < в , ^ > , < Н / л З ^ Л , 

( в ) Д С С З ; < Н л ^ З ) э Д С С У З < в , 1 Г > ^ Н л _ 1 Л к : ) , 

( в ) О к л С С 1 Г , < Н л ^ ) Э а | С А С С ^ < в , У > , Ч Н / л 5 / № 3 ) . 

Доказательство. Согласно лемме 1 мв СЗ] верно 

1) Пусть 4 Н ^ ^ последовательность сегментов, 

3̂  ("̂  Н„ 3 ) . Тогда согласно леммам 1 и 3 имеет место 

АССС«<в;У>^н^
л
З-СЮ<в,С1Г,<Н

Л к
^З>,<Н

4 1
}

/ | к
З) 

и для почти всех 1ЩЧ х ив 0 д 1 вмполиено п .Зт,(сх с Н^) э 

3)С0,С^^<в,3'>,-СН
л
^З-С^<в,СУ,<Н

/л
^З>, « Н ^ З , * ) . 

Следовательно, мм ввиду аамечавия 1, леммы 1 и теоремы 6 ив 

С73 и лемм 1 и 4 получаем (7) и (9). 

2) Пусть Д С ̂  -С Р
т
 3 ) . Тогда ввиду теоремы 4 ие 

С 63, лемм 1 и 4 и 1) вмполнено Д С ^ а < Э
>
 $ >) и, сле­

довательно , существует -С Р^ \^ б. В такое, что 

Д(^Л<е
7
^>

?
 ^Р^^щ,) (16], стр. 499). Согласно замечанию 

1 и» Е 4], еамечанию 1 и лемме 2 для почти всех КДЧ х из 

О д <| вмполнено Зу«г&С?(ц>,<^^*)ЬТ)(ч,9&Э<в7?>,х)& 

Но тогда -СР^^=
 { р

^ ^ * *
й
т,*/*, "•

 т а к и м
 образом, мм 

получаем Д С̂ СГ < 9, У >, < Ь^ ̂  - { С ^ ) . 
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3) Ввиду 1) и теорем 1 и 2 не С61 мм на основании 2) 

получаем (8) и доказательство б) завершено. 

4) Ив б), 1) и леммы 2 следует (5) (см* определение 

Д ^ в 1?3), а (6) является непосредственным следствием за­

мечания 1 и леммы 2. 

Замечание 4» Пусть 6 , 6 ? ^ Е * ^ ^ * °^7 *^3 1 объект 

типа Ч^0 и (%. возрастающая на 0 А 1 функция, д-(0) ~ ^ 

&с\Л/)) = \.Тогда с^ равномерно непрерывна и согласно замеча­

нию 1 существует последовательность КДЧ ив 0 у 4 - ^ ̂  ^ * для 

которой верно V* («хс 0 VI ЗкпЗЛ)(ос«17^)2^3^ Чо& (^, в,х! -э 

^Ъ>1шА/Уъоъ& (8-х ) ) , Мы построим плотную в 0 А 1 последова­

тельность ВДЧ ив О^'!-^**АгД& и последовательность КДЧ 

*^%*А' * а 1 С , | е - ч т о 

УкЯ ("5̂ =- ^ э 4 = Х ) ^ У 4 Ь З ь ( х 4 - ^ ) В с -1 Эл Сд, (о,) =-

Существуют НЧ эе и последовательности НЧ ** " ^ 2 ^ * сис-

тем НЧ 4 -Г 4ъ. $. , 5 и ступенчатых остовов {Р ^ та-

кие, что М б (2эе,е,0д'1)&Ут,1'/т-Л,= 2т.+ 3 + 2эе,&.У-1с14:^^2 д 

ии) .а^<аГ < (Я № )<* . .г , " Л , '8сЗ^(1*^б2 , И ' * + 4 8с 
1*4 

^ ^ Г ^ ^ Л е З ^ с ^ г а ""|к& = ̂ )&. 
Чт<СГ жОГ4>2- /Г1'1 —Г^* „ГЪ *,— Т* ~ )-

1*4 ^ 2
 1

\
ЛЯ
'/~ 

Тврда^^Ц&Ке^ИР^ЬЗУЗС!*»^,^. , 4 ». 1 » ^ ^ * 

^УссХ^.С-СР^^,
0
^/^

3
,^!,)) и» следовательно, в , 

ф ^ Н Р } ,°<ц.,'
,
/и,] , объект типа ̂

0
 н для любой равномерно 

непрерывной функции 1> выполнено ^3<0, З ^ * ^ ^ 

^ 3 < 9 , ^ < ^ > • 
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Замечание 5« В работе Г113 введен» коне тру ктивняй ин­

теграл Перрона ( % -интеграл) и кг^ -интеграл. Нам понадо­

бится следующее обозначение. 

Для любых функции У и возрастающей на 0 А Л функции 

у - ^ ( # , -у) обоаиачает: у С0)= 0 & ту (1) « 4 & 

У § Ь Л С 2
К Л

( - С О Д § ) У ^ 

( (Т1. псевдооператор такой, что V*§ Сх « § э у (х) = 01,. (§ )) 

- см. т ь 
В [113 дохавано следующее утверждение. 

Пусть -Сг^^ с 3 . Функция 3" является не определениям 

а) 2̂ -интегралом от -С Р^5т/ на 0 д 4 в том и толь­

ко том случае, если # равномерно непрерывна, вмполнено 

Д СЗ',-С Р ^ ^ ) и существует возрастающая на О д 4 функция 

у такая, что Д Су) & ЯГ С#. у ) ; 

б) кгСр -интегралом от *( 1^$^ на 0 д 1 в том и 

только том случае, если выполнено с1е.ъ ^> *^*т,) *
 С
У~ 

ществует воврастающая на О д 4 функция у такая, что 

Лемма 6. Пусть 3* равномерно непрерывная функция. у 

воврастающая на 0 д 4 функция и 6 объект, типа ^
0
 • Тог­

да вмполнено ШС?9у)э'Ш'С$3<в,$>7'*1г) . 

Доказательство. Утверждение является непосредственвмм 

следствием еамечания 4 я части 3 замечания 3. 

Теорема. Пусть для К вмполнено 

К з с к у К х ^ у К х ^ у К х ^ у К х Ь К з : ? . 

*********** &> * функция и е. 90*.С<6„}ъ,9°1,9*фЭ, 

объект типа ^
0
 . Тогда 

1) если 3* неопределенный К -интеграл от -С г^ \^ на 
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О А ^ , то $ равномерно непрернвна х $3 < в, Ф > иео-

пределвнннй К -интеграл от -С г^^ • 1 б ^ ^ на 0 л 4 ; 

2) если У равномерно непрернвна х является неопреде­

ленным пуф -интегралом от •{ г̂  ̂  на 0 д 4 , то ̂ оКб, -ЗО 

неопределенннй -кг-р -интеграл от -С 1=̂  §̂  • 4 6^ \^ на 0 д 4 . 

Доказательство. Согласно определениям, приведенным в 

С 63 - I В}, и замечанию 5 утверждение является непосредствен­

ным следствием лемм 1,, 4 - 6 и замечания 4* 

Теорема является конструктиввнм аналогом теоремы 2.5 из 

[13, стр. 246. Приведенное там доказательство нельзя в кон­

структивной математике использовать: существует возрастающая 

на 0 д 1 (конструктивная) функция, которая удовлетворяет 

условию Липшиц* и вместе с тем не является неопределенным 

интегралом ни одного из перечисленных в теореме типов; как 

показано в [113» конструктивннй у8кий интеграл Данжуа ( 3)% -

интеграл) не совпадает с конструктивннм интегралом Перрона 

С *)2 -интегралом). 

Пример. Существуют < Р^т,е ^
 и

 * ^т^т е
 ^л * ******?*-

руемые по Лебегу функции (см. 110.3, стр. 93) & * §- слабо 

огранхченной вархацхх на 0 А 1 такхе, что 

1) Т является неопределенным ъхТр. -интегралом от 

< ЪV на О д Ь 

• 2 ) 6 , где в ^ И ( 5 ^ , < ^ 0 ) , <^Ш.З , объект типа 

^
0
 и У о ( 1 М , ( У а е ( * и . , 0 . , х ) э ^ * ( > . ( х ) ) , 

3) 6 (т.е. (̂  ) не является К 3-интегрируемнм по К на 

0д1 н 

4) * ^ V. • * 0 / и •• является 1*г!р -интегрируемым на 
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Следует напомнить, что любая функция слабо ограниченной 

вариации на 0 & 4 является псевдоравномерно непрерывной. 

С помощью теоремы о среднем значении функции [23, опре­

деления вначения интеграла Римана-Стилтьеса и замечания 3 

легко доказать следующее утверждение. 

Лемма 7. ПусПь 3 равномерно непрерывная функция, в 

неубмвающий (см. С^З) объект типа ^0 ж Н в -допустимый 

сегмент. Тогда не может не существовать КДЧ х из Н такое, 

что КЗ ( Г (л)» (8^
 с н )

 - в
э с н )

 ), 3\ в, И) и, следова­

тельно, ДС^<0
>
Г>

?
Н)-=в

9 С Н >
 - (?(х)~ ?СЭЛСИ))) + 

•ТО-

Непосредственным следствием теорем» и леммы 7 является 

вторая теорема о среднем значении для любого иэ перечисленных 

в теореме интегралов. (Ср. теорему 3 и пример иэ 1123.) 
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