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EIN HOMOTOPIEERWEITERUNGSSATZ FUR KOMPAKTE VEKTORFELDER

IN TOPOLOGISCHEN VEKTORRAUMEN.
(Vorl¥ufige Mitteilung)

Siegfried HAHN, Dresden

Inhalt: Der Homotopieerweiterungssatz von Granas
[21 wird £0r (nichtnotwendig lokalkonvexe) topologische
Vektorrfume bereitgestellt. Dabei kamn im Gegensatz zu
Klee [10] auf die Forderung, dass der Definitionsbereich
der betrachtetem Abbildungen eine einfachberandete Null-
umgebung ist, verzichtet werden.

Schlllsselwdrter: Homotopie, Abbildungsgrad, kompak-
te Vektorfelder, zulBissige topologische VektorrHume.

AMS: 47H10 Ref. Z.: 7.978.53

In dieser Note skizzieren wir einen vom Abbildungsgrad
freien Zugang zur Leray-Schauder-Theorie im Sinne von Gra-
nas (s.z.B. [2]) flir allgemeine topologische Vektorrfume.
Es erweist sich, dass dabei das Hilfsmittel der einfachbe-
randeten Nullumgebung (s. Klee [9],{101, dort: "Shrinkable
neighborhood") nicht ben3tigt wird. Nehere Ausfthrungen wer-
den in [13] erscheinen.

Alle hier betrachteten topologischen Vektorrfume (TVR) sei-~
en reell und separiert. SeiA eine Teilmehge eines TVR. Dann
bezeichne das Symbol C(A,E) die Klasse aller kompakten Vek-
torfelfder (s. [101) auf A und C (A,E) die Klasse aller

fe C(A,E) mit £f(x)+ 0 (xeA).

- 807 -



Es seien X und Y Teilmengen eines IVR E mit XcY. In An-
lehnung an Granas (2] heisse fe& C (X,E) wesentlich bezlig-
lich Y, wenn f keine Erweiterung fe Co(Y,E) besitzt. An-
dernfalls heisst f unwesentlich.
Unsere Ausfiihrungen beziehen s ich auf zul#tssige TVR (s,
(10),(51), die die Klasse der lokalkonvexen TVR echt ent-
halten. Bisher ist nicht bekannt, ob alle TVR zullissig
sind. Damit wir die Ergebnisse von Granss auf (zulfssige)
TVR tibertragen k¥nnen, betrachten wir nicht unwesentliche
Vektorfelder (wie in [2],[10]1), sondern solche, die sich
durch unwesentliche finite Vektorfelder ({21) gleichmiss-
ig approximieren lassen. Dieses Vorgehen scheint der Struk-~
tur der kompaktem Abbildungen besser angepasst zu sein. Ihm
liegt ein Approximationsgedanke zugrunde, mit dem bereits
allgemeine Fixpunktaussagen bewiesen werden konnten ( [1l1l],
[51) sowie der Abbildungsgrad f#ir TVR und ein Homotopieer-
weiterungssatz flir mengenwertige Abbildungen in lokalkonve=-
xen Rtiumen bereitgestellt wurde ( [ 6],[71,(81,[12]).
Definition. Es seien E ein TVR, X und Y abgeschlos-
sene Teilmengen von E mit Xc Y sowie fe€ Co (X,E). £ heisse
approximationsumvesentlich bezliglich Y, wenn es zu jeder
Nullumgebung V aus E ein fy & C,(X,E) und einen endlichdimen-
sionalen Teilraum Ey von E gibt, so dass fy(x) - f(x)eV
(xeX), x - fylx)e By (x€X), XNnE %4 gilt und rv! InEy
unwesentlich beztiglich !nEv ist.
Ein fe C (X,E) heisse spproximationswesentlich, wemn f nicht
approximationsunwesentlich ist.

Unsere Begriffsbildung wird motiviert durch folgende
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Bemerkung. In metrischen Vektorrfumen ist ein f €
€ C,(X,E) genau dann approximationsunwesentlich, wenn sich
f gleichméissig durch finite unwesentliche Vektorfelder ap-
proximieren 1&sst.

Satz 1. Es seien E ein zulH#ssiger TVR sowie X und Y
abgeschlossene Teilmengen von E mit Xc Y. Dann gilt:
(1) Jedes approximationswesentliche fe CO(X,E) ist wesent-
lich (beztiglich Y).
(2) Sei fe CO(X,E) approximationsunwesentlich und finit.
Denn existiert ein endlichdimensionaler Teilraum E;, von E
derart, dass XnE + 0 und f | Xn E, unwesentlich bezfiglich
Y ist,.
(3) Fir den Fall, dass fe C,(X,E) finit wnd E metrisier-
bar ist, fallen die Begriffe "wesentlich" und "approxima—
tionswesentlich"™ zusammen,

Wir formulieren nun unseren Homotopieerweiterungssatz.

Satz 2. BEs seien E ein zuldssiger TVR, X und Y abge-
schlossene Teilmengen von E sowie f und g zwei auf X homo-
tope (s. [2]1,[10]) Vektorfelder aus CO(X,E). Dann sind £
und g entweder beide approximationswesentlich oder beide
approximationsunwesentlich bezfiglich Y.
Der Beweis verwendet den Homotopieerweiterungssatz wvon Gra-
nas fr endlichdimensionale normierte Rfume und elementare
Approximationsgedanken. Damit liegt im wesentlichen unseren
Satz 2 nur der klassische Erweiterungssatz von Tietze (s.
z,B. [2]1) zugrunde. Mit Satz 2 k®nnen wir die Ergebnisse
der Leray-Schauder-Theorie auf zul#issige TVR (ohne Abbil-
dungsgrad) tibertragen und benB8tigen keine tieferliegenden
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Hilfsmittel, wie z.B. den Erweiterungssatz von Dugundji
[11 und den Begriff der einfachberandetem Nullumgebung mehr.

Ein Spezialfall von Satz 2 wurde vom Verfasser bereits
in [4] vorgestellt, wodurch das Sweeping-Theorem sowie all-
gemeine Fixpunkt- und Eigenwertaussagen einfach bewiesen
werden konnten., Satz 2 1l#sst nun auch den vom Abbildungs-
grad freien Beweis des Antipodensatzes von Borsuk und des
Borsuk-Ulam-Theorems fiir zul#issige TVR zu. Klee [10] bewies
bereits den Gebietsinvarianzsatz flr zul8ssige TVR. Wir
k3nnen ihn nun ohne Benutzung der einfachberandeten Nullume-
gebungen beweisen.

Ferner is unser Homotopieerweiterungssatz flr den Be-
weis von Konvergenzsftzen zu Projektionsverfahren in TVR
geeignet, woflr bisher der Abbildungsgrad verwendet wurde
(s. z.B., [31). ‘
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