
Commentationes Mathematicae Universitatis Carolinae

Siegfried Hahn
Ein Homotopieerweiterungssatz für kompakte Vektorfelder in topologischen
Vektorräumen (Vorläufige Mitteilung)

Commentationes Mathematicae Universitatis Carolinae, Vol. 17 (1976), No. 4, 807--811

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/105740

Terms of use:
© Charles University in Prague, Faculty of Mathematics and Physics, 1976

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/105740
http://project.dml.cz


COШQSNTATIOMБS MåTHEЖTICAE OTIVERSITATIS CABOЫNAE 

17,4 (1976) 

EIN H0M0T0PIEERWEITEIШNGSSAT2 FÜ.R KOMPAKTE VЖXTOWЋIÆЋ. 

IN TOPOIШISCHEN VEKTOBRÏÜMEE 

(VЪrläufige Mitteilung) 

Siefefrieđ HAHN, Dresden 

Inhalt: Der Homotopieerweiterungssatz von Granas 
[21 wird für (nichtnotwendig lokalkonvexe) topologische 
Vektorräume bereitgestellt. Dabei kamn im Gegensatz zu 
Klee £101 auf die Forderung, dass der Definitionsbereich 
der betrachtetem Abbildungen eine einfachberandete Null­
umgebung ist, verzichtet werden. 

Schlüsselwörter; Homotopie, Abbildungsgfcad, kompak­
te Vektorfelder, zulässige topologische Vektorräume. 

AMS: 47H10 Ref. Z.: 7.978.53 

In dieser Note skizzieren wir einen vom Abbildungegrad 

freien Zugang zur Leray-Schauder-Theorie im Sinne von Gra-

nas (s .z .B. £23) für allgemeine topologische Vektorräume. 

Es erweist s ich, dass dabei das Hilfsmittel der einfachbe-

randeten Nullumgebung ( s . Klee [93,[101, dort : "Shrinkable 

neighborhood") nicht benötigt wird. Nähere Ausführungen wer­

den in [13] erscheinen. 

Alle h ie r betrachteten topologisehen Vektorräuiae (TVR) s e i ­

en r e e l l und separ ie r t . SeiA eine Teilmenge eines TVH. Dann 

bezeichne das Symbol C(A,E) die Klasse a l le r kompakten Vek­

tor f elf der ( s . £101) auf A und C0(A,E) die Klasse a l l e r 

feC(A,E) mit f ( x ) + o (xeA) . 
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Es seien X und T Teilmengen eines TVB E mit XcY. In An­

lehnung am Granae [21 heisse t€ C0(X,E) wesentlich bezüg­

lich Y, wenn t keiae ErweiteruBg .feC0(Y,E) besitzt. An-

derafalls heisst f unwesentlich. 

unsere Ausführungen beziehen sich auf zulässige TVB (s. 

[10], [51), die die Klasse der lokalkonvexen TVB echt ent­

halten. Bisher ist nicht bekannt, ob alle TVR zulässig 

sind. Damit wir die Ergebnisse von Granas auf (zulässige) 

TVB übertragen können, betrachten wir nicht unwesentliche 

Vektorfelder (wie ia [2],[101), sondern solche, die sich 

durch unwesentliche finite Vektorfelder ([21) gleichmäös-

ig approximieren lassen. Dieses Vorgehen scheint der Struk­

tur der kompakten Abbildungen besser angepasst zu sein. Ihm 

liegt ein Approximationsgedanke zugrunde, mit dem bereits 

allgemeine Fixpunktaussagen bewiesen werden konnten ( [111, 

[51) sowie der Abbilduagsgrad für TVB und ein Homotopieer-

weiteruBgssatz tut mengenwertige Abbildungen in lokalkonve-

xen Bitumen bereitgestellt wurde ( [ 6], [71, [8],[12]). 

Definition. Es seien E ein TVB, X und Y abgeschlos­

sene Teilmengen von E mit XcY sowie f€ C (X,E)# f heisse 

approximationsuiweaentlich bezüglich Y, wenn es zu jeder 

Nullumgebung V aus E ein fv€CQ(X,E) und einen endlichdimen-

sionalen Teilraum E^ von E gibt, so dass fw(x) - f (x) e V 

(x€X), x - f?{x>€ E^ (x€X), Xr.Ey4.j0 gilt und fvI Xnll^ 

unwesentlich bezüglich Tr.£~ ist. 

Ein. f € C0(X,E) heisse approximationswesentlich, wean f nicht 

approximationsunwesentlich ist. 

unsere Begriffsbildumg wird motiviert durch folgende 
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Bemerkung» In metrischen Vektorräumen ist ein f € 

e C (XfE) genau dann approximationsunwesentlichf wenn sich 

f gleichmlssig durch finite unwesentliche Vektorfelder ap­

proximieren llsst. 

Satz 1. Es seien E ein zulässiger TVR sowie X und X 

abgeschlossene Teilmengen Ton E mit Xcl. Dann gilt: 

(1) Jedes approximationswesentliche feC0(XfE) ist wesent­

lich (bezüglich X ) . 

(2) Sei f € C0(XfE) approximationsunwesentlich und finit. 

Dann existiert ein endlichdimensionaler Teilraum E Q TOB E 

derart, dass XnEQ#-JÖ und f | X n B Q unwesentlich bezüglich 

Y ist. 

(3) Für den Fall, dass f€ CQ(XfE) finit und E metrisier-

bar istf fallen die Begriffe "wesentlich" und "approximas-

tionswesentlieh" zusammen. 

Wir formulieren nun unseren Homotopieerweiterungssatz. 

Satz 2. Es seien E ein zulässiger TVRf X und X abge­

schlossene Teilmengen von E sowie f und g zwei auf X homo-

tope (s. [2], [10]) Vektorfelder aus CQ(XfE). Dann sind f 

und g entweder beide approximationswesentlich oder beide 

approximationsunwesentlich bezüglich X. 

Der Beweis Terwendet den Homotopieerweiterungssatz Ton Qra-

nas für endlichdimensionale normierte Rfiume und elementare 

Approximationsgedanken» Damit liegt im wesentlichen unseren 

Satz 2 nur der klassische Erweiterungssatz Ton Tietze (s. 

z.B. [21) zugrunde. Mit Satz 2 können wir die Ergebnisse 

der Leray-Schauder-Theorie auf zullssige TVR (ohne Abbil-

dungsgrad) übertragen und benötigen keine tiefer liegenden 
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Hilfsmittel, wie z.B. den Erweiteruagssatz von Dugundji 

[11 und den Begriff der einfachberandetea Nullumgebung mehr. 

Ein Spezialfall von Satz 2 wurde vom Verfasser bereits 

in [41 vorgestellt, wodurch das Sweeping-Theorem sowie all­

gemeine Fixpunkt- und Eigenwertaussagen einfach bewiesen 

werden konnten. Satz 2 las st nun auch den vom Abbildungs-

grad freien Beweis des Antipodensatzes von Borsuk und des 

Borsuk-Ülam-Theorems für zulässige TVR zu. Klee [103 bewies 

bereits den Gebietsinvarianzsatz für zulässige TVR. Wir 

können ihn nun ohne Benutzung der einfachberendeten Nullum­

gebungen beweisen. 

Ferner is unser Homotopieerweiterungssatz für den Be­

weis von KonvergenzsStzen zu Projektionsverfahren in TVR 

geeignet, wofür bisher der Abbildungsgrad verwendet wurde 

(s. z.B. t31K 
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