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æMMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAЮLINAE 

17,1 (1976) 

ИE DARSTELLUNG VON PARTIELLEN K-STEŁLIGEN OPERATIONEN 

Jan KASTL, Praha, Tomáă TICHÍ, Rožnov p.R. 

I n h a l t : Man untersucht den Zusammenhang der p a r t i e l l e n 
k-s te l l igen assoziat iven Operationen mit den p a r t i e l l e n 
zweistel l igen assoziat iven Operationen. Dabei bekommt man 
heraus, dass jede p a r t i e l l e k-s te l l i ge assoziative Opera­
t i o n mit Hilfe der n icht leeren Relationen auf einer Menge 
darzuste l len i s t . 

Schlüsselwörter: P a r t i e l l e k-s te l l ige assoziative Ope­
r a t i onTAbMlHungsrelation, p a r t i e l l e Abbildung. 

AMS: 20M20 Ref. 2 . : 2.721.4 

In d ieser Arbeit wird die Untersuchung der k-abgeschlos-

senen Teilmengen zweis te l l iger Operationen aus der Arbeit [ l j 

auf die k-abgeschlos9enen Teilmengen p a r t i e l l e r zwei s te l l i ­

ger assoziat iver Operationen erwei ter t . Auch in diesem Fall 

bilden a l l e solche r , für die die gegebene Teilmenge 

(r + l)-abgeschlossen i s t , eine additive Unterhalbgruppe der 

naturl ichen Zahlen. Man zeigt auch, dass es eine Kategorie 

und in i h r eine solche Teilmenge g ibt , deren Verdünnung die 

.Form b e t r a c h t l i c h bel iebigen Graphs hat, und a l le Zahlen r , 

für die s i e bezüglich der p a r t i e l l e n Operation der Morphis-

menzusammensetzung (r + 1)-abgeschlossen i s t , eine vorge­

schriebene additive Unterhalbgruppe der natürlichen Zahlen 

bilden. 
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Angesichts [1] g i l t die verallgemeinerte Behauptung, so 

dass auch jede part ie l le k - s t e l l i g e assoziative Operation 

wie induzierte durch par t i e l l e zweis te l l ige assoziative Ope­

ration auf der k-abgeschlossenen Teilmenge zu gewinnen i s t . 

Von dieser Behauptung kann man leicht zu den Sätzen über 

Darstellung partie l ler k - s t e l l i ger assoziat iver Operation mit 

Hilfe nichtleerer Abbildungsrelationen und im .Fall der Geltung 

der Bedingung (S) über Darstellung mit Hilfe der Abbildungen 

übergehen. Dieses Verfahren von Darstellung unter (S)-Voraus­

setzung wurde vom zweiten Autor in [3 3 gewonnen. 

Bezeichnung: Wir verwenden s i e im gewohnlichen Sinn. In 

möglichen Uhdeut Henkelten verweisen wir auf die genauere Er­

klärung in der Arbeit Cl l . 

Definition: Unter einer part ie l len k*stel l igen Opera»-, 

t ion & auf der Menge Y ( k i s t naturliche Zahl & 2 ) ver ­

stehen wir beliebige part ie l le Abbildung et aus der Menge * 

in die Menge X ( et kann auch leere Abbildung sein)* 

cT i s t dann eine part ie l le assoziative Operation, wenn 

für jedes Paar 1£ i,j .4 k und für beliebiges System 

yi***»y2k-l€ Y d i e &mze Gleichung 

^^zlliilk:1 ' ° r ( y i , # # , yk^i- l ) » yk^i^:|?2k-l ) Ä 

= oiji, • . *y$~\ * o^(yjJ • • *yjc+j-i^ t ?)£+j»• * ^y2k-i^ 

kl8r und gültig i s t , sofern wenigstens eine ihre Seite klar i s t , 

Definition: Sei /y partiel le zweistel l ige assoziat ive 

Operation auf der Menge X . Die Teilmenge X£X heisst k-

- 168 -



abgeschlossene Teilmenge ( X , y ) (für £.6k€N-*~i naturli­

che Zahlen21), sofern es für jedes k-Tupel ^T.»** t ^ * ' 

für das der Ausdruck T^7i$ T ^ » * * » T ^k - i^k^**" Ä z 

definiert i s t , z € X g i l t • 

Es i s t leicht zu sehen, dass? X eine k-abgeschlossene 

Teilmenge von (X,#;) genau in dem Fall i s t , wenn wir durch 

die Vorschrift: ( j ^ , . . ,yk) e IT , cfi^,..,yk) = 

-* ff* ( y ^ , . . , 3*^Jk-l,yk^ • * ^ " i s * S e n a u d a n n definiert , wenn 

die rechte Seite klar i s t — eine part ie l le k-s te l l ige (as­

soziative) Operation et auf der Menge X bekommen. 

Definition: Bezuglich der gegebenen partiel len zwei­

s t e l l i gen assoziativen Operation (X,tf*) bezeichnen wir für 

beliebige Teilmenge X£X mit N(XJ die Menge a l ler r«.N , 

so dass X die (r • 1)-abgeschlossene Teilmenge von (X,#*-) 

i s t . 

Behauptung 1 : Sei f partiel le zweistellige assozia­

t iv« Operation auf der Menge X . .Für X£ X i s t N(X) eine 

Unterhalbgruppe der naturlichen Zahlen bezüglich der Addition. 

Beweis i s t evident. 

Auch f3r den Fall part ie l ler assoziativer Operationen 

sind a l l e NCX) genau die additiven Unterhalbgruppen von N 

— t l l • Die Behauptung 4 aus C12 kann man jetzt für Katego­

rien verallgemeinern. 

Bemerkung 1: Wir halten (T,G) für gerichteten Graph 

mit unendlichem Weg, wenn es für V-icN t ^ , . . , ^ « T» der­

art g ib t , dass ( t ^ t p , ## , ( t ^ , ^ ) e G • 
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Sei T eine Menge. Man definiere auf T folgende par­

tielle, offensichtlich assoziative, Operation *z : 

.Für (t1,t2.) , (t3,t4)€T
2 wird % ((t-ptg.) ',(tj,t4)) genau 

dann definiert, wenn t2 = t-> , und ist daa (t^,t.) . 

.Für gerichteten Graph (T,G) verstehen wir unter N(G) 

die Unterhalbgruppe der naturlichen Zahlen bezüglich der par­

tiellen Operation X- auf T^ . 

Behauptung 2: Sei N^ additive Unterhalbgruppe der na­

turlichen Zahlen, T(G) sei ein gerichteter Graph mit unend­

lichem Weg, so dass N(G)2 ̂  gilt. Dann gibt es eine Kate­

gorie (K,o ) f die erfüllt: 

1) Es gibt eine Bijektion pu aus T auf die Menge von 

Objekten K° . 

2) Es gibt eine Teilmenge von Morphismen Xc K11 derart, 

dass es bezuglich der partiellen Operation o N(Y) = N-̂  

gilt. 

3) Das Paar (t^>t2) liegt im Graph G genau dann, 

wenn es in X einen aus dem Objekt ^(t 2) in Objekt (t^(t^) 

gehenden Morphismus gibt. 

4) Ist der Graph (T,G) endlich, so ist auch die Kate-

gsrie (K, o ) endlich. 

Beweis: Man nehme nach L H solche Teilmenge S£X* f 

die bezuglich der Kompositionsoperation N(S) = N^ erfüllt. 

( S*0 , X + 0 — endliche.) 

(K, o ) ist die Kategorie aller Abbildungen zwischen den 

Mengen 4Xx-lt l } * ,-» (mit der Komposition), d.h. 

K0 » - U * *t * ; t€ T? , K1* = -Cf: X K -C t?* — ^ X x i t ^ ; 
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t p t ^ f c T ? . 

Wir definieren <a.(t) » X n 4t 1 ; 

Y » -i s t t : X x < t 2 l —*- X * * t x * ; sfiS , ( t l f t 2 ) « G? , 

wo » t ^ (x,t.2-) * ( s txJ j t^ ) def in ier t i s t . 

Die Inklusion N^fi N(Y) folgt aus der Beziehung ^ = 

« N(Sjs N(G) und der unendliche Weg des Graphs (T,G) ge­

wahrleistet dann N(Y)s ^ . 

Anderseits kann man auch für die k-abgeschlossenen Teil­

mengen p a r t i e l l e r zweis te l l iger assoziat iver Operationen ze i ­

gen, dass die auf ihnen induzierten par t i e l l en k-s te l l igen 

assoziativen Operationen eine ganz beliebige Form haben kön­

nen. 

Behauptung 3: Sei cT p a r t i e l l e k - s te l l ige assoziative 

Operation auf der Menge X , (k£2) . Es gibt eine Menge F 

mit p a r t i e l l e r zweis te l l iger assoziat iver Operation f und 

eine injektive Abbildung Tfr : Y—• F , so dass für be i . 

( y i i " - ! ^ ) « * k r ( ö r t y 1 , * . * l y k ) ) * r <r ( y i ) f . -

. . . , -y ( 1/r (y^ . ^ ) , i fCy^)) . . ) klar und gül t ig i s t , sofern 

eine Seite dieser Gleichung klar i s t . 

Beweis: Wir erganzen die pa r t i e l l e Operation <T auf 

die to t a l e Operation X auf der Menge X = Yu £0} (man 

nehme O^Y an) . Pur beliebige x ^ , . . . ,x^€ X 

<= öT(xp . . . tx^) , wenn x ^ , . . . , x ^ 6 Y und 

cT(x^,....,xTc) klar i s t 

= 0 in übrigen fa l len 

Leicht i s t es zu sehen, dass diese Operation X assoziativ 
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i s t . Man wende auf X die Behauptung 1 aus 11} an. 

Wir bemerken noch, dass die Abbildung cp - X—» F dann 

e r f ü l l t : für b e i . y ^ ^ . - j y ^ e X , z l f . . , - S j « X f 1*1 , j £ 

4 k - 1 

<f (y^J • . . *> <%(j$) = 9 ( 2 ^ ) • • • » <y ( Z J ) -==-*-> i =- j 

(siehe Bemerkung 1 in t l j ) » 

Man bezeichne je t« t .ndt H die Teilmengesj.Qn al len s a l -

eben f € F , für die es y , y 1 , . . , y n f f Y , n e N f l * l -£ ; j . £n 

derart g ib t , dass f « 9 (y^J o ^ ( y ^ j ) • . • « 9 (y j J und 9» (y) 

- ^(y^) * . . « 9 (yn) ge l t en . 

Man definiere auf der Menge F solche p a r t i e l l e zwei­

s t e l l i g e Operation tf : y i s t led ig l ich für solche Paare 

(fj^f.yl aus ^ de f in i e r t , die t±e E , f 2 e H , £^o f ^ e H 

erfül len, und es i s t dann f ( f p f 2 ) - f j / f2 g le ich . 

Die pa r t i e l l e Operation f i s t a s soz ia t iv . 

Für f£,f2Jf3 ; se i nämlich T ^ T {£\%*2> %*-£ --lar, 

also tx* £2° f^cH l * i f *2» f 3 € H * ^ g i b t d a h e r 1 * * * A ** 

£n; r (c i ) ; y»yi>«» » y i - i i y j + 1 f > y n j z i f f - V e x d e r ~ 
art , dass 

y (y x )o . . « 9 ( y i . i ' f l f i d f 2 c f 3 * ^ ( y j + l ) o *• ° ^ ( y n } Ä 

- cp(y) , f̂  » ^ ( z^ ) o . . « #^ zr^ ge l ten . Daraus folgt 

f.2° f^eH und also auch- folgender Ausdruck i s t k l a r : 

3**(fl» 9^2**3) ) = %° f 2 t f f 3 • Analogisch i s t die Defi-

nierbarkeit auf die andere Seite zu beweisen. 

Die injektive Abbildung f : I—>F , die wir durch die 

Restriktion von 9? auf die Menge XQX bekommen, l i e f e r t 

die gesuchte Eintauchung der par t ie l len Operation cf in die 

pa r t i e l l e zweistellige assoziative Operation y # 
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Für b e i . y i t*«9y k*Y &** d a s folgende: 

I . I s t . c3T(y l f . . ,ykJ k l a r , so g i l t y ( ^ ( y 1 , . . . 

. . , y ^ ) ) ~ <y (^ (y i f^ fy j j . ) ) s Y (?{) * •• ö T^yk) • Daraus 

sehen wir , dass y ( y ( y 1 ) , . . , ^ ( y ^ k - 1 ^ » y ( y k ) ) . * ) s 

- y ( o^ ( y 1 ? . . ,y k ) ) k lar und gü l t ig i s t . 

I I . Umgekehrt g i l t es aus dem Sinn des ersten Ausdruck­

e s : r < y < y i ) f / r t y ( y ^ . y ( y k ) ) . . ) * 

« 9 ( A» ( y l f . . , y k H ( e H ) . 

Ware X (yif»«tyk) = 0 , so gäl te es demzufolge: Ex is ­

t i e r e n z ^ , . . ^ ^ , z ^ + 1 , . . >znc X , lÄi^.j-B.n dera r t , 

dass 

9 (z) =* gKz.^) «> . . «» ^ ^ z i - i ^ d 9> (0) * 9 ( 2 . . ^ ) * •• * $p(zn)« 

* y ( 0 ) «• . . « 93(0) g i l t . Dabei weiter g i l t 9 (z) = 
- i+n - j 

» CP(0) * . . -> cp(O) -=- 9 ( 0 ) • . . * 9> (0) für irgendwelche 
-Z. i+n-j r  

1-sr-^k - 1 . Aber es muss< se in : r - 1 , g?(z) = g? (0) . Das 

i s t der Widerspruch, denn y i s t in jek t iv . 

Es muss also A (y-^,..,yk)4--0 gel ten, d.h. 

cj> ( Ä, ( y ! f f y k ) ) = y ( ^ ( y l f . . , y k ) ) • 

Diese Behauptung bewegt uns leicht zu den Sätzen über 

Darstel lung von p a r t i e l l e n k-s te l l igen Operationen. 

Defini t ion: Unter Abbildungsrelationen verstehen wir 

eine n ich t leere Menge f+iu von Paaren, so dass folgende Im­

p l i k a t i o n g i l t : ( y l f x ) e f , (y ? , x )c f «-=-> y^ « y^ 

( X j y ^ y ^ - b e i . ) . 

Lemma: Sei y p a r t i e l l e zweistellige assoziative Ope­

r a t i o n auf der Menge X . Dann gibt es eine Menge S von 
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Abbildungsrelationen und eine Bijektion ß : X—** S de ra r t , 

dass für b e i . x-^jX^eX f (x1 ?x2) genau dann klar i s t , 

wenn ß (x^) * ß> ( s ^ ^ ^ » un< i ^ann ß ( T ^ i » 3 ^ ^ -

- f3 (xx) * ß (x2) . 

Beweis: Man nehme die Menge X * X u < 1} , wo l £ X • 

Man def inier t auf X' die p a r t i e l l e zweis te l l ige Operation 

<#*' f olgenderweise : 

für (x l f x 2 )€X^ wird y ' ( x l f x 2 ) genau dann d e f i n i e r t , 

wenn f (x^x.,) k lar i s t , und dann T/^x\tx2^ ~ 

für (x, l ) , xeX wird T'(X,1) = X immer de f in i e r t ; 

für ( l ,x) , x e x ' — f ' wird nicht d e f i n i e r t . 

für b e i . aeX nehmen wir LÄ = 
a 

= 1 (y,x) ; x e X ' , y = y r ( a , x ) hat den Sinn} • Wir sehen, 
dass immer ( a , l ) e L , LQ eine Abbildungsrelation i s t . Die 

Bljektion Ä: X—*-S == 4 Lß ; a € X } , die durch ß (a) = La * a a 
definiert wird, e r fü l l t das angeführte Erfordernis« 

Das i s t le icht mit Hilfe folgender Eigenschaft der pa r ­

t i e l l e n Operation y' zu beweisen: j?ür b e i . x 1 , x 2 e X , x-j € 

c x ' <p'( <f (x l f x 2 ) ,x^ ) =- T ' ( x l f 3*'(x2 lx-J) k lar und g ü l ­

t i g i s t y sofern wenigstens eine Seite d ieser Gleichung k l a r 

i s t . 

Benauntung 4 : Die p a r t i e l l e k - s t e l l i g e Operation: cf 

auf der Menge X i s t assoziat iv genau dann, wenn es eine 

l'enge von Abbildungsrelationen C und eine bi jekt ive Abbil­

dung oC : Y—*C derart g ib t , dass für be i . y j ^ f t y ^ « * 

das Folgende g i l t : cf(y^,.. fy^) i s t in Y genau dann k l a r , 
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wenn oc (y^) o # . « oc(yk)4:0 , und dann 

oc ( et (y l f ••jyj..)) ~ °s (yx) « . . <-- oc (y^) . 

Beweis: Exis t ieren solche C und oc , i s t cT bestimmt 

a s soz ia t iv . Umgekehrt tauchen wir assoziat ive pa r t i e l l e Ope­

r a t i o n d" in zweistel l ige assoziat ive Operation tf e in und 

wenden wir das vorgehende Lemma auf 9" an. 

Bemerkung 2: Man beachte, dass sich diese Behauptung 

ganz gleich für die Menge C von beliebigen nicht leeren Re­

la t ionen formulieren l a s s t . 

Definition: Unter genauer Bedeutung von p a r t i e l l e r Ab­

bildung werden wir, zum Unterschied von Abbildungsrelation, 

e in Dreitupel (f,X,Y) anfassen, wo f S l x X und es g i l t : 

( y l f x ) c f , (y2 ,x) c f ==.==-> y, - y2 . 

Wir definieren Komposition von zwei pa r t i e l l en Abbil­

dungen (^i fX i !Y i ) • (f2»X2 ,Y2^ genau dann, wenn X̂  = X ,̂ f 

und s i e i s t (f-_ o f ^ X ^ , ^ ) g le ich . 

Be^gunff (Sj 

Wir sagen, dass die auf der Menge X operierende par­

t i e l l e k - s t e l l i ge Operation cT die Bedingung (S) e r f ü l l t , 

wenn es solche zwei Abbildungen d f r aus der Menge X in 

eine Menge <f g i b t , die die folgende Erforderung e r fü l l en : 

Für be i . y i f t y ^ ^ X i s t cT(y 1 , . . , y k ) genau dann 

k l a r , wenn dCy^ « r ( y g ) f d(y2) - * r ( y 3 ) , . . , c K y ^ ) -* 

* r ( y k ) g i l t , und dann g i l t noch d(cT(y 1 , . . ,y k ) ) » d(yk) , 

r ( cTCy l f . . ,y k ) ) * P ( y ) . 
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Behauptung 5: Die part ie l l e k-ate l l ige Operation cf 

auf der Menge X i s t assoziat iv und dabei die Bedingung (Sl 

erfüllt genau in dem .Fall, wenn es eine Menge P ton par­

t i e l l e n Abbildungen und eine Bijektion ar : X—*-P derart 

gibt, dass für F i f ^ * ^ °!1* Gleichung tfr (cT(j^f ••fyk)->« 

* & (y1) • . • • ur (yk) klar und gült ig i s t , sobald eine 

ihre Seite klar i s t . 

gejoüjn Wir werden .für beliebiges Dreitupel 

1(8^1*21*3)! i s *i (l Ä l f 2 , 3 ) schreiben« 

Man setze voraus, dass es die beschriebenen P , of gibt» 

Sei C ~ -ffpJ2'; P€P? u flpl% 1 p e P ? . Auf der Menge X 

definisren wir dann die Abbildungen d f r: X —> tf durch 

di« Forschrift d(y) » I st (y) I z , r(y) * * JJT (w)l3 . Das 

Verfahren der Komposition von partie l len Abbildungen und die 

Injektivit l t der Abbildung af gewahrleisten, dass cf die 

Bedingung ($} erfüllt und assoziativ i s t . 

Sei umgekehrt oT eine part ie l le (S)-erfüllende assozia­

tive Operation. Man nimmt nach der Behauptung 4 die Menge C 

der Abbildungsrelationen und die Bijektion cc : X—-** C • 

Seien d , r: X—> (X die Abbildungen aus der Bedingung (S)# 

Man nehme noch (f c\ F' = 0 an, wo QSF'X F' für jedes c c 

6 C i s t . 

Wir ordnen durch die Tors ehr i f t flr zu jedem y€ X eine 

partielle Abbildung Uf (y) » (oc(y), F'u <d (y ) j , J?'u *r(y)J) 

zu. Es fo lgt jetzt aus der Bedingung (S) und aus der Eigen­

schaft von oc le icht , dass die Abbildung ar : X—*• P * 

* i # ( y ) ; y s X ? wirklich .Folgendes er fü l l t : 

1f ( < / ( y l f . . , y k ) ) * er (y^) • . . • ^ ( y k ) , sobald eine Seite 

klar i s t . 
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Nachtrags Die vorangehende Behauptung i s t ganz überein­

stimmend für die Menge P , die die Abbildungen zwischen d i s -

jtnkten niehtleeren Mengen bilden* und bezuglich der gewohn­

lichen Operation der Komposition von "anknüpfenden* Abbil­

dungen zu äussern» 

Beweis: Wir sehen l e i ch t , dass sich die Menge 

\ t: X«—*» X_ ; .... . | von Abbildungen zwischen disjunkten 

nicht leeren Mengen ganz identisch wie solche Menge 

i ( f , X ,X J ; • . . . } von partiel len Abbildungen betragt* 
TL ^ 

Anderseits kann man jede Menge P von partiellen Ab­

bildungen auf eine Menge Z von Abbildungen übertragen« 

Man bilde zu der Menge X die gleichmacht ige Menge 

Z(X) «- 4XJ* 3tx iOl u 4 (X ,0 ,1 ) | . C Z ( X ) r » Z ( I ) # 0 < « 

<$—*X a Y . ) Wir ordnen zu p * (f,X,Y)e P die folgender­

weise definierte Abbildung $*(p): Z(X)—*Z(Y) zu:. 

£>(p)(X,xfO) * (Y,y,0) für V x e X , so dass 3 (l) y 

( y , x ) e f 

f (p)(X,x,0) * (Y,0,1) für V x c X , so dassr nanJ y 

(y ,x)e f 

(Ü (p)(X,0,l) = (Y,0,1) 

f i s t offensichtl ich die Bijektion P auf die Menge 

Z * if (p) ; p c P t von Abbildungen zwischen disjunkten 

nicht leeren Mengen. Man überprüft leicht <p (p^ • P2̂  * 

a f (PX) • f (p?) • 
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