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COMMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROLINAE

17,1 (1976)

DIE DARSTELLUNG VON PARTIELLEN K-STELLIGEN OPERATIONEN

Jan KASTL, Prsha, Tomé$ TICHY, RoZnov p.R.

Inhglt: Man untersucht den Zusammenhang der partiellen
k-steln%en assoziativen Operationen mit den partiellen
zweistelligen assoziativen Operationen. Dabei bekommt man
heraus, dass jede partielle k-stellige assoziative Opera-
tion mit Hilfe der nichtleeren Relationen auf einer Menge
darzustellen ist,

Sghlﬁsﬁln'drtgr: Partielle Xk-stellige assoziative Ope-
ration, Abbildungsrelation, partielle Abbildung.

AMS: 20M20 Ref. Z.: 2.721.4

In dieser Arbeit wird die Untersuchung der k-abgeschlos-
senen Teilmengen zweistelliger Operationen aus der Arbeit [1]
suf die k-gbgeschlossenen Teilmengen partieller zweistelli-
ger asgsoziativer Operationen erweitert. Auch in diesem Fall
bilden alle solche r , fur die die gegebene Teilmenge
(r + 1)~abgeschlossen ist, eine additive Unterhalbgruppe der
natirlichen Zahlen. Man zeigt auch, dass es eine Kategorie
und in ihr eine solche Teilmenge gibt, deren Verdunnung die
Form betrachtlich beliebigen Graphs hat, und alle Zahlen r ,
fir die sie bezuglich der partiellen Operation der Morphis-
menzusammensetzung (r + 1)-abgeschlossen 1st, eine vorge-
schriebene additive Unterhalbgruppe der naturlichen Zahlen
bilden.
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Angesichts [1] gilt die verallgemeinerte Behauptung, so
dass auch jede partielle k-stellige assoziative Operstion
wie induzierte durch partielle 2zweistellige assoziative Obe-
ration auf der k-abgeschlossenen Teilmenge zu gewinnen ist.
Von dieser Behsuptung kann man leicht zu den Satzen iber
Darstellung psrtieller k-stelliger assoziativer Operation mit
Hilfe nichtleerer Abbildungsrelationen und im Fall der Geltung
der Bedingung (S) uber Darstellung mit Hilfe der Abbildungen
ubergehen. Dieses Verfahren von Darstellung unter (S)-Voraus-

setzung wurde vom zweiten Autor in (3] gewonnen.

Bezeichnung: Wir verwenden sie im gewohnlichen Sinn. In
moglichen Undeutlichkeiten verweisen wir auf die genauere Er-
klarung in der Arbeit [11.

Gy

Definition: Unter einer partiellen k<stelligen Opera~.
tion J auf der Menge Y ( k ist naturliche Zahl = 2 ) ver-
stehen wir beliebige partielle Abbildung o~ sus der Menge r
in die Menge Y (& kann auch leere Abbildung sein).

d" 1st dann eine partielle assoziative Operation, wenn
fur jedes Paar 1< 1,j £k und fir beliebiges System
yl,..,&zk_le Y die ganze Gleichung

=

SO Ta s T T Tt Yo

= d’(yl,..,yj_l y d‘(yd,oa,yk_"_‘_]-l) ’ yhj,co’yzk_l)

m——jmlee— —————iJ——
kler und gultig ist, sofern wenigstens eine ihre Seite klar ist.

Definition: Sei p~ partielle zweistellige assoziative
Operation guf der Menge X . Die Teilmenge YSEX heisst k-
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abgeschlossene Teilmenge (X,y) (fir 2&ke N < natirli-
che Zahlen21), sofern es fur jedes k-Tupel (yj,..,y )€ !‘k,
fir des der Ausdruck 9°(¥y, 9(¥p,eey ¥ (FpoysW)es)) =2
definiert ist, zeY gilt.

Es 1st leicht zu sehen, dass Y eine k-abgeschlossene
Teilmenge von (X,9*) genau in dem Fall ist, wenn wir durch
die Vorschrift: (¥),..,3)e T , dly,.e,3) =
= a’(yl,..,a*(yk_l,yk)..) -- 4st genau dann definiert, wenn
die rechte Seite klar ist -- eine partielle k-stellige (as-
soziative) Operation d” auf der Menge Y bekommen.

Defipition: Bezuglich der gegebenen partiellen zwei-
stelligen assoziativen Operation (X,7*) bezeichnen wir fur
beliebige Teilmenge Y&X mit N(Y) die Menge aller relN ,
8o dass Y die (r + 1)-abgeschlossense Teilmenge von (X,3-)
ist.

Behaguptung 1 : Sei 7 partielle zwelstellige assozia-
tive Operation auf der Menge X . Fir Y& X ist N(Y) eine

Unterhalbgruppe der naturlichen Zahlen beziiglich der Addition.
Beweis ist evident.

Auch fur den Fall partiellexr assoziativer Operationen
sind alle N(Y) genau die additiven Unterhalbgruppen von N
-~ [11 . Die Behauptung 4 aus [1] kann men jetzt fur Katego-

rien verallgemeinern.

Bemerkung 1: Wir halten (T,G) £Ur gerichteten Graph
mit unendlichem Weg, wenn es fur VmeXN tyseertp e T der-

art givt, dass (ty,t5) , oo, (b, )G,

m=-1?
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Sei T eine Menge. Man definiere auf El.‘2 folgende Ppar-
tielle, offensichtlich assoziative, Operation <« :
Fir  (t),t,) , (t3,t,)€ 72 wird % ((ty,t,),(t5,t,)) genau
dann definiert, wemn t, = t3 , und ist das (tl,t‘) .

Fir gerichteten Graph (T,G) verstehen wir unter N(G)
die Unterhalbgruppe der natlrlichen Zahlen beziglich der par-
tiellen Operation & auf Tz .

Behguptung 2: Sei N; additive Unterhalbgruppe der na-
turlichen Zahlen, T(G) sei ein gerichteter Graph mit unend-
lichem Weg, so dass N(G)2N; gilt. Dann gibt es eine Kate-
gorie (K,o ) , die erfullt:

1) Es gibt eine Bijektion @ eus T auf die Menge von
Objekten K° .

2) Es gibt eine Teilmenge von Morphismen Y£X™ derart,
dass es bezuglich der partiellen Operation o N(Y) = Ny
gilt.

3) Das Psar (t;,t;) 1liegt im Graph G genau dann,
wenn es in Y einen aus dem Objekt (u.(tz) in Objekt (w(tl)
gehenden Morphismus gibt.

4) 1Ist der Graph (T,G) endlich, so ist such die Kate-
gorie (K, o) endlich.

Beweis: Man nehme nach [11 solche Teilmenge SEEXx >
die bezliglich der Kompositionsoperation N(S) = N, erfillt.
( s$d , X#@ -- endliche.)

(K, o) 4ist die Kategorie aller Abbildungen zwischen den
Mengen {Xx4{ti} teT (mit der Komposition), ‘d.h.

KO ={Xx4t; teT?, K' = ££: Xx 48,3 —> X< 483 ;
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tl,tzeT? .
Wir definieren (w(t) =X =4td ;
Y= {atlt'z P XLty —> X i8,7 5 s€S, (tl,tz)eGi ,

wo ’tltz(x'tz) = (s(x),t;) definiert ist.

Die Inklusion N;& N(Y) folgt sus der Beziehung Ny =
= N(S}e N(G) und der unendliche Weg des Graphs (T,G) ge-
wehrleistet dann N(Y)& N, .

Anderseits kann man such fur die k-abgeschlosseneﬁ Teil-
mengen partieller zwelstelliger assoziativer Operationen zei-
gen, dass die auf ihnen induzierten partiellen k-stelligen
assoziativen Operationen eine ganz beliebige Form haben kon-

nen.

Be ung 3: Sei J° partielle k-stellige assoziative
Operation suf der Menge Y , (k22) . Es gibt eine Menge F
mit partieller zweistoelliger gssoziativer Operation 2 und
eine injektive Abbildung Y : Y—» F , so dass fur bel.
(Fyseeesdy e N y ( d'(yl,...,yk)) = ¥y (y (yl),...
vees ¥ Ly (3 y)y v (y))..) klar und glltig ist, sofern
eine Seite dieser Gleichung klar ist.

Beweis: | Wir erganzen die partielle Operstion o~ auf
die totale Operation A aguf der Menge X =Yu {0} (man
nehme O¢Y an). Fur beliebige XyseeesX, €X

= d(xy,000,%) , wenn XyseeeyX, €Y und
A(xyyeee,xy) = I (xqyeees%y) klar ist
= 0 in Ubrigen #511en

Leicht ist es zu sehen, dagss diese Cperation A assoziativ
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ist. Man wende auf A die Behauptung 1 aus {1] an.

Wir bemerken noch, dass die Abbildung ¢ : X—> F damn
erfullt: Fur bel. Fyseees¥4€ X, zl,..,zJGX , 141, J <
£k -1

g(y1Ye o0 o q(yi) =g(z))e o0 o cf(zj) =i =]
(siehe Bemerkung 1 in [1]).

Man bezeichne jetzt mit H die Teilmenge yon allen sol-~
chen feF , fir die es J,¥1,¢0,¥,&6Y , n&eN , 141£J<n
derart gibt, dass £ = ¢ (y;) o 9(y1+1)o - q(yJ) und ¢ (y) =
= g(yy)e e o 9 (y,) gelten.

Man definiere auf der Menge F solche partielle zwei-
stellige Operation 2 : 4* 1ist lediglich fur solche Paare
(£,,8,) sus F° definiert, die fije H, f,e H, fjo 2eH
erfiillen, und es ist demn ¢ (£),£,) = £;° £, gleich.

Die partielle Operation @ ist assoziativ.

Fir f£),f,,f3 sei namlich g (9~ (£,£,),f3) kler,
also f;¢ Ty f3.eH ; fl,fz,f3€ H . Es gibt daher 14i<j £
£n; r (eN); FsT1sees¥1-10T gu1s 00 sTnsZ1se e s Zp€ Y der-
art, dass

@y)e oo o @y g)e fye fHofge ga(yd+l)n o o @ly) =
=g(y) , £; = ¢(z)) o .. o (z,) gelten. Daraus folgt

fzo f3eH und also auch folgender Ausdruck ist klar:

¥ (£y, 2(£5,£5)) = £30 £,° £3 . Analogisch ist die Defi-
nierbarkeit auf die andere Seite zu beweisen.

Die injektive Abbildung 4 : Y—>» F , die wir durch die
Restriktion von ¢ auf die Menge Y&X bekommen, liefert '
die gesuchte Eintauchung der partiellen Operation J° in die
partielle zweistellige assoziative Operation ¥ .
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Fir bel. yyse- €Y gilt das Folgende:

I. Ist O (yy,eeyNy ) kler, so gilt 4 (F(yy,e.e
ot,yk)) = q (h(yl,oo,yk)) = 1}” (yl) © s0 © v(yk) « Daraus
sehen wir, dass o (y (y;),.e, 2 (¥ (yk_l) sy ¥(pd)es) =
= g (" (y1,.057)) klar und giltig ist.

II. Umgekehrt gilt es aus dem Sinn des ersten Ausdruck-
es: Yy (y)),ee, (¥ (3y) 5 ¥igd) =
= 9(h(yl,oo’yk))l (éH).

Ware A (yys.e,¥) =0 , eo gélte es demzufolge: Exis-

tileren z,27,+¢525.3, zj+1,..,zne! y l&i&j<n derart,

dass
@(2) = ¢(z)) e oo o Plz;_ 1) @ (0)o 9(zd+1) o eo oz )=

= gp(O){ 3 e @ (0) gilt. Dabei weiter gilt ¢ (z) =
e ] L) | -———

= —c":ie-)-i:n:-:]-:—? (0) = g_igl:_r::-:_? (0) £Ur irgendwelche

1l£r£&k - 1 . Aber es muss sein: r =1, g(z) = (0) . Des
ist der Widerspruch, denn ¢ 1ist injektiv.
Es muss slso ?L(yl,..,yk)#-o gelten, d.h.
@ (A (Fpseesdy)) = ¥ (07 (yy,0053))
Diese Behauptung bewegt uns leicht zu den Satzen uber
Darstellung von partiellen k=-stelligen Operationen.

Definition: Unter Abbildungsrelationen verstehen wir
eine nicht]‘:gére Menge f£#% £ von Paaren, so dass folgende Im—
plikation gilt: (yl,x)e £, (yz,x)e L=y =¥
( X,¥13Y0 = bel.).

-Lemmg: Sei ¥ partielle zweistellige assoziative Ope~-
ration auf der Menge X . Dann gibt es eine Menge S von
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Avbildungsrelationen und eine Bijektion 3 : X—»S derart,
dass flur bel. X %, €X r (xl,xz) genau dann klar ist,
wenn 3 (xy) o 3 (x,)# 8 , und dann B (2 (x1,%))) =

= B(xy)e (x5)

Beweis: Man nehme die Menge X =Xu {13 , wo 1¢X .
Man definiert suf X~ die partielle zweistellige Operation
2’ folgenderweise: _
fur (:rcl,xz)e:)(2 wird ¢ ’(xy,x,) genau dann definiert,
wenn ¢ (xy,%,) klar ist, und damn g*'(xl,xz) =
= 7 (xy,%,) ;
for  (x,1) , x€X wird 4 °(x,1) =x immer definiert;
fir (1,x) , xeX — 47 wird nicht definiert.

fur bel. aeX nehmen wir L, =
= {(y,x) ; xeX’, y = # (a,x) hat den Sinmn }{ . Wir sehen,
dass immer (a,l)e L, s L, eine Abbildungsrelation ist. Die
Bijektion f: X—>S = {L_  ; aeX}, die durch B (a) = L,
definiert wird, erfUllt das angefuhrte Erfordernis.

Das ist leicht mit Hilfe folgender Eigenschaft der par-
tiellen Operation 7" zu beweisen: Fur bel. X19%,€ X, x3 €
ex” g (y (x1,%,) yx3) = 7"(x, #(xy,%3)) klar und gil-
tig ist, sofern wenigstens eine Seite dieser Gleichung klar
ist.

Behauptung 4: Die partielle k-stellige Operatiom o
auf der Menge Y ist assoziativ genau dann, wenn es eine
Fenge von Abbildungsrelationen C und eine bijektive Abbil-
dung o : Y—>C derart gibt, dass fir bel. Jjjee,¥i €Y

das Folgende gilt: o (y;,..,y.) ist in Y genau dann klar,
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wenn o (y;) o .. s oc(y)+@ , und dann
oc(d“(yl,..,yk)) = w(yl) e ., 0 oc(yk) .

Beweis: Existieren solche C und «< , ist 0¥ bestimmt
assoziativ. Umgekehrt tauchen wir assoziative partielle Ope-
ration ¢ in zweistellige assoziative Operation 9~ ein und

wenden wir das vorgehende Lemma auf 7 an.

Bemerkung 2: Man beachte, dass sich diese Behauptung
ganz gleich fur die Menge C von beliebigen nichtleeren Re-

lationen formulieren lasst.

De ition: Unter genauer Bedeutung von partieller Ab-
bildung werden wir, zum Unterschied von Abbildungsrelation,
ein Dreitupel (£,X,Y) anfassen, wo f£SY>xX und es gilt:
(yl,x)ef s (yz,x)ef=7yl =Y, .

Wir definieren Komposition von zweil partiellen Abbil-
dungen (fy,X;,Y;) o (£,,X,,Y,) genau dann, wenn X; = ¥, ,
und sie ist (f£;0 £,,X,,Y;)} gleich.

Bedingune (S)

Wir sagen, dass die auf der Menge Y operierende par-
tielle k-stellige Operation o° die Bedingung (S) erfullt,
wenn es solche zwei Abbildungen 4 , r aus der Menge Y in
eine Menge @' gibt, die die folgende Erforderung erfiillen:

Fir bel. ¥),..,y,¢Y st J"(y),..,¥,) genau damn
klar, wenn d(y;) = r(yp) , d(y,) =rly3),.., dlyy) =
= r(y) gilt, und Q@apn gilt noch a(d*(yp,..,3)) = dly) ,
r’(d'(yl,..,yk)) =r(yl) .
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Behsuptupg 5: Die partielle k-stellige Operstion J°
auf der Menge Y ist assoziativ und dabei die Bedingung (S)
erfullt genau in dem Fall, wenn es eine Menge P von par-
tiellen Abbildungen und eine Bijektion ar: Y—»P derart
gibt, dass fir y),..y, € ¥ die Gleichung o (I (30 7))=
= T (y)e .. o #(y) Xlar und giltig ist, sobald eine
ihre Seite klar ist.

Beweis: Wir werden fur beliebiges Dreitupel

l(al,az,a3)l g =83 (1=1,2,3) sechreiben,

Man setze voraus, dass es die beschriebenen P , ar gibt,
Sei (O = {lplz ; pEPT U {lpl3( ; peP3. Auf der Menge Y
definieren wir dann die Abbildungen d , r: ¥ —> 0’ dureh
die Vorschrifs a(y) = lor (y)| 5 , v(y) = lor ()5 « Das
Verfahren der Komposition von partiellen Abbildungen und die
Injektivitat der Abbildung ar gewahrleisten, dass o die
Bedingung (S} erfiillt und assoziativ ist.

Sei umgekehrt o eine partielle (S)-erfullende assozia-
tive Operation. Man nimmt nach der Behauptung 4 die Ménge c
der Abbildungsrelationen und die Bijektion o : ¥Y—>C
Seien d , r: Y—> 0 die Abbildungen aus der Bedingung (S).
Man nehme noch O'A F =@ an, wo cSF'x B° fir jedes ¢ €
€C ist.

Wir ordnen durch die Vorsechrift o zu jedem ye Y eine
partielle Abbildung or(y) = (x(y), F'u 4a(x)3 , F'u 10(y)3)
zu. Es folgk jetzt aus der Bedingung (S) und sus der Eigen—
schaft von o¢ leicht, dass die Abbildung ': Y—>P =
= {r(y) ; yeY?# wirklich Folgendes erfullt:

T (F(Fyseesiy)) = 7 (yy) e oo e (y) , sobald eine Seite

klar 1ist.
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Naghtrag: Die vorangehende Behauptung ist ganz uberein-
stimmend fir die Menge P » die die Abbildungen zwischen dis-
junkten nichtleeren Mengen bilden, und beziglich der gewohn—
lichen Operation der Komposition von "anknipfenden" Abbil-
dungen zu aussern.

Beweis: Wir sehen leicht, dass sich die Menge
{f£: X, —» X ; e...$ von Abbildungen zwischen disjunkten

n > Yny

nichtleeren Mengen ganz fdentisch wie solche Menge

i (r,xnl,x’mz

Anderseits kann man jede Menge P - von partiellen Ab-

}J ; ecoe 3 von partiellen Abbildungen betragt.,

bildungen aaf eine Menge Z von Abbildungen ubertragen.
Man bilde zu der Menge X die gleichmachtige Menge

2(X) = X35 Xx §03 0 4(X,0,1)3 . ( Z(X)NZ(D+ P c=>

$apX =Y .) Wir ordnen zu p = (£,X,Y)e¢ P die folgender-

weise definierte Abbildung ¢ (p): 2(X)—>2Z(Y) =zu:.

e (p)(X,x,0) = (Y,y,0) fir V xeX, so dass 3 (1) y

(y,x)et
¢ (p) (X,x,0)
(y,x)ef
@ (p)(x,0,1) = (Y¥,0,1)
@ 1st offensichtlich die Bijektion P auf die Menge
z= 4@ (p) ; peP} von Abbildungen zwischen disjunkten

(v,0,1) fir Vx€X, s0dass nom3 y

nichtleeren Mengen. Man Uberprift leicht ¢ (p; e p,) =
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