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COMMENTATIONES MATHEMATIZAE UNIVERSITATIS CAROLINAE

16,1 (1975)

RAPPORT ENTRE L ‘ENSEMBLE DES ULTRAFILTRES ADMETTANT UN
ULTRAFILTRE DONNE POUR IMAGE ET L "ENSEMBLE DES IMAGES DE
CET ULTRAFILTRE

Maryvonne DAGUENET, Paris :

Abstract: Soit « 1 application canonique entre 3 (N%)
et N < (3N . Il est étudié ici le rapport entre la cardi-

nglité de v~1(D =x D) [et de +-"(Dx¥)] et le nombre

d 'images [ de certaines images] non isomorphea de . Ce
travail étend la part du travail de Blass [1] citée en (81
et donne des résultats plus précis que ceux de [8].

Mots clefs: Ultrafiltre, Cech-Stone compactifié.
AMS: 54C20, 54D35, 04A20 Ref. Z2.: 3.961.1

d

Introduction. N désigne 1 ensemble des entiers et
(N 1le compactifié de Stone-lech de N muni de la topo-
logie discrete.

Un ultrafiltre & sur N edt o"-stable (traduc-
tion frangaise de p-point) 8’il est libre et si, pour tou-
te suite dénombrable (A,) de parties de N , vérifiant
Aj e ®, il existe A €d tel que pour tout n , A = A,
est fini (6],07],(12],

Soit @ un filtre sur N et h une application dé-
finie sur N & valeur dans I ; h(QD) désigne le filtre

sur I engendré par (h(A))A.Q . Le filtre h(D) sera
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dit image de O et 1’on précisera si on le veut, image
selon le morphisme h . Toute image d’un ultrafiltre est un
ultrafiltre.
Soient @, et ar, les deux projections de N2 sur N
et soit © 1'application [3(N?)— BN x BN définie par
@ = (o W, mM) .

Nous allons montrer que si @ et € sont deux ultra-
filtres Jd'-stable sans image libre commune, alors
v=1(@, %) = 2 . Ainsi se trouve étendu un résultat de
Blass [1]: si 2$° = ¥, ,il existe deux ultrafiltres non

absolus, & et & tels que =~ 1(D,¢) =2 .

Un ultrafiltre o -stable peut €tre tel que toutes ses
images libres sont isomorphes; on dit dans ce cas qu’il est
absolu [6] (Ramsey ou minimal dans la terminologie anglai-
se). Lorsque 1°on a supposé vérifide une hypothese comme
l'hypgth'eae du continu ou 1°axiome de Martin, il existe des
ultreff’iltres o"-stables non absolus [6] de sortes tres di-
verses. Il existe en particulier "beaucoup" - nous explici-
terons ce terme plus loin - dultrafiltres o -stables ayant
une infinité d images libres non isomorphes deux & deux [1,
2, 3, 9, 10, 13]. Nous allons voir ici que si un ultrafiltre’
2 poss'ede une infinité d'images non isomorphes, alors

e (@xD) est infini.

Une application h définie sur N , a valeur dans I
est dite finijective si, pour tout i e I , cardinal ‘
(h"! (i)) est fini. Soit & un ultrafiltre sur N , une

application g définie sur N sera de germe non finijec-
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tif en & si pour tout A €& , il existe ye h(A) tel
que card [h'l(y) N AJ] est infini.

Nous montrerons ensuite que, si un ultrafiltre &
possed: une suite infinie d° images (fi(-TD )) images les
unes des autres selon'des morphismes hi.j de germe non
finijectif, alors, quel que soit 1”7 ultrafiltre ¢ libre,

't'4($x €) est de cardinalité infinie. L existence de
tels ultrafiltres est assurée sans axiome supplémentaire‘

comme 1 hypothése du continu, et nous montrerons qu’il ex-

iste "beaucoup” de tels ultrafiltres.

Nous dirons qu’il existe "beaucoup” 4 ultrafiltres

ayant une propriété & , donnée parmi les ultrafiltres
ayant une propriété ¥ , si quel que soit 1 ultrafiltre
D vérifiant vy , il existe un ultrafiltre € vérifiant
& et ayant & pour image. Par exemple, il existe "beau-
coup” d ultrafiltres o -stables non absolus parmi les ul-
trafiltres J -stables, puisque tout ultrafiltre o~ -stable
est image selon un morphisme qui n’est pas un isomorphisme
d‘un ultrafiltre dJ -stable [11.

Parfois méme, quel que 80it 1 ultrafiltre vérifiant la pro-
priété ¥ , il existe un ultrafiltre € tel que tout ultrafil-
tre ayant ¢ pour image posséde la propriété § . C’est le

cas de 1 exemple précédent.

Notations O. Soient I et J deux ensembles et .8

et G deux filtres sur I et J respectivement. Fx G

désigne le filtre sur I x J engendré par

{A»B|ae€g e BeG3 .
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Si pour tout ie I, G; désigne un filtre sur 1en-
semble I, , ¥ X2 G, désigne le filtre sur A 11 Iy
engendré par

((pti ¥ x G;) .
+EF i‘Fed
8 Gs

Si le filtre & et tous les filtres G; sont des

ultrafiltres, alors ¥ X G. est un ultrafiltre.

¥.G est une abbréviation de ¥ % G, dans le cas

ol tous les filtres @ sont égaux.

Soit I un ensemble et ® un filtre sur I . F*

désigne {A|Ac I et ¥ FeF, AnFx g%,

N désigne 1'ensemble des entiers.

Théoreme 1. Soient & et ¥ deux ultrafiltres sur N .
~=1 (D,€) se réduit & deux points si et seulement 8i D et
€ sont deux ultrafiltres J"-stables sans image libre en

commun.
Preuve. Etude de . € 1lorsque € est o =stable.
Donnons-nous X € & . ¢ . Par définition de D, € ,
D=fml{n|mnlex3e€ied .

Pour tout m€ D, posons E  =4n| (m,n) e X}. L ultra-
filtre %€ étant J"-stable, il existe E € € tel que,
pour tout me D , E=~ Em est fini. Soit ¢ wune applica-
tion définie sur N faisant correspondre a8 meE , le sup

de E-=* Em . Posons

Ay = {(m,n)ln>9(m)} ;
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nous avons

XanE::A?n Dx E .

Ce résultat se trouve en [1], nous 1 avons reproduit
ici par souci de complétude. Ainsi, des que 1°ultrafiltre ¥
est J -stable, D . % est engendré par le filtre D =< €,

(£ (@mn)]n>egmi}) . Nous pouvons méme nous re-

PE NN
streindre au cas ou ¢ décrit 1’ensemble des applications

strictement croissantes vérifiant ¢ (n) > n pour tout n .

Soit @ une application de N dans N , strictement
croissante, vérifiant @ (n)> n pour tout n . Posons
f(m) = le plus grand entier k impgir +tel que 9(‘"’)(0) %
£ m ou ¢<h+4>= 909™ | et g(m) = le plus grand en-
tier k pgir tel que q“‘”(o) & m . Les deux applications
f et g sont croissantes et non bornées; f(D) et g(%)
sont des ultrafiltres libres. Nous voyons que Ag, > £ (m,n) |
|£(m) & £f(n) et g(m)#+ g(n) et m< nt. Or,

{m,n) | f(m)a f(n) et m<n}ed.? dés que f n’est
pas de ge'rme constant simultanément en & et en ¥ , par

définition de D. € .

ﬁ )

re représentation du graphe

de g , de
{m,n)|f(m) % £(n) et n>m}
et de {(m,n)|g(m) £ g(n) et n>m}.
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Ainsi, des que 1 ultrafiltre € est o-stable, D.% est
engendré par le filtre D x € {(m,;n)| n>m} et
({(m,n) | £(m) & £(n)§ )ocyN pour tout f de germe en D

et € non simultanément constant.

Etude de Q. ¢ lorsgue € est o'-siable et D et ¢
n'ont pag 4image libre en_commup.
o, et ) désignent les projections de N sur N.

Si {(m,n)| £(m) = g(n) 3 [P = €I*, 1e filtre & en-
gendré par Dx 2 et £(m|n)| £(m) = g(n)3 vérifie

w (F)= D, m, (#)= ¢; de plus, les deux applications
fom et gowm " ont méme germe en # . Ainsi, £(D) =
= g(%).

Si O et € n'ont aucune image libre en commun, alors,
pour tout couple (f,g) tel que (f,g) n’ait pas un germe

constant en D x %

{(mn) | £m) = gn)} & L D =<eI*
ce qui entrafne {(m,n) | f(m) s gln)} e D x4 .

Ainsi, si € est d-stable et D et € n’ont pas d ima-
ge libre en commun, le filtre D .« . est engendré par le
filtre Dx ¢ et {(m,n) |n>m}.

Dol le Théoreme dans sa partie directe.

La réciproque est en [11.

Corollaire 2. Si un ultrafiltre U a pour images deux
ultrafiltres d -stables & et € sans images libres en -

commun, W "a pour image soit D . % soit €. D .
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Preuve. Soient f et g deux applications de N dans

N telles que @ = f(Ul) et % = g(W) . L ultrafiltre sur

N2 (£,g) (1) ne peut &tre, d’apres le théoreme 1, que

D .4 oule symétrique de €. par rapport & la diago-
nale.

Corollaire 3. Tout couple d'images libres d un ultra-

filtre dJ"-stable & possede une image libre en commun (f21,

Ps15). On a méme, ¥ £% g3 £ 3 g° tels que f'o £ et
g'c g ont méme germe en D et £’o £(D) est libre des
que f(D) et g(®P) sont libres.

Preuve. L° énoncé ci-dessus est conséquence directe du
corollaire 2 car un ultrafiltre

image .2 ou €. D .

o"-stable ne peut avoir pour

Ainsi deux ultrafiltres absoclus non isomorphes ne peu-
vent €tre images d’un ultrafiltre o"-stable, ([11, p. 145
et 149) car ils n’ont aucune image libre en commun. C’est
aussi le cas de deux ultrafiltres d“-stables non absolus
ayant pour image des ultrafiltires absolus non isomorphes
(voir [3) pour 1°existence de tels ultrafiltres a 1’aide de
1 axiome de Martin); c’est aussi le cas d un couple 4 ultra-
filtres ou 1 un posséde un ultrafiltre absolu pour image et
1 autre non [9]1,(101,(13].

Corollaire 4. Il existe, moyennant 1‘axiome de Martin,

des couples d ultrafiltres d et € non absolus tels que
1 (2,¢) =2 ([11, p. 146).

Corollaire 5. Si 1 ultrafiltre QD est J'-stable,
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D .QD estun point isolé du fermé & =~ & de {3N2 si et

seulement 8i & a pour image un ultrafiltre absolu.

Preuve. Employer d abord le corollaire 3 pour montrer
qu’un ultrafiltre J“-stable a pour image un ultrafiltre ab-
solu selon l'implication h si et seulement si pour toute
application f telle que f(ZQ) est libre, il existe D e
e D et une application g telle que les applications h
et g o f coincident sur D . Puis employer le lemme techni-

que qui sert & démontrer le théoréme 1, & savoir:

Lemme. Si 1 ultrafiltre & est o -stable, & . D
est engendré par le filtre & » D {(m,n)| m<n? et
(£ (m,n) I f(m) 4 f(n)} )y pour fe v oae germe non con-

stant on & .

Réciprogue. Si &.& est ainsi engendré, c’est que D
est d"-stable. (Cette réciproque a été démontrée par Haddad

Labib et sera publiée ultérieurement.)

Soit h une appiication définie sur N . eq h dési-
gnera {(m,n)|{me N, ne N et h(m) = hin)} . Soit AcN ,

la restriction de h & A sera notée hla .

Soient f et g deux applications définies sur N .
Notons que si pour un D e d , eq fN(DxD) = eq gn(DxD) ,
alors il exis;te un isomorpshisme © entre f(N) et g(N)
tel que pour un E e D, f'E = B o gPE , et ceci entratne
v"f(D) est isomorphe & g(D)" . Ainsi, de 1 hypothese f£(D)

n’est pas isomorphe a g(d?Y, nous déduisons

(eq f=-eqg)u (eq geq f) € L D x DI1* .,
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Proposition 6. Soit & un ultrafiltre sur N . Don-

nons nous une suite finie d applications définie sur N :

:(gi)i<k telle que, pourtout i ,
o’
(eqf—'—qui)elf.:bx o J .
Dans ce cas,

(eqf—*-;‘L‘/bqui) € [ D> DI¥, '

Preuve. Supposons que pour un A € D nous ayons
(eq £ =\ eq g;)N (AxA) =@ , Choisissons a eAntl(n)
Ach 1 n
pour chaque n tel que cette intersection est non vide. Po-

sons

S; =ibe alg(d) = gilagy))t

Alors e Si:‘ A et par suite, k étant fini, pour un
i<k ,B=ANS;s & . Mais alors, pour cet i ,

(eq f=eq g;)n (BxB) =4 . Contradiction.

Théoreme 7. Soit & un ultrafiltre sur N , ayant
une infinité d’images non isomorphes deux & deux. Alors

x-1(D, D) est infini.

Preuve. Soit (fi)ieI une famille d applications dé-

finies sur N telle que f;(D) et fj(Q) ne soient pas
isomorphes, des que ideJ .
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Si i est tel que pour tout j , (eq fi+ eq f,j) L 3
& [ D x D1* (il existe au plus un tel i ) . Soit &

le filtre engendré par

D= D et eqf; .

.

Si i est tel qu’il existe des j tels que
(eq £;+ eq fJ-) € [Dx DI* soit #; 1le filtre sur N

engendré par

DxD etles ((eq f;= eq fj))j

pour tout j tel que (eq f; = eq f;) € [D =x DI* .
(Le fait que 1°ensemble ci-desus engendre un filtre est d@
a la proposition 6.)

Si ide j, alors, pout rout A€ D , eq £5n Ax A =%
+ eq fj N Ax A puisque les images f;(D) et fa-(ﬁ)
ne sont pas isomorphes, et ainsi, soit (eq £, eq fj) n
N Ax Ase @ , soit (eq fJ-A- eq £f;) N Ax A% ¢ , ce choix
ne dépendant pas du A € & , Dans les deux cas, les fer-
més associés aux filtres &; et & dans {S(Nz) sont

v

disjoints et w~1(D, D) est infini.

Si un ultrafiltre & ne posséde qu'un nombre fini
d'images non isomorphes, alors il en est de néme pour toute
image de & . Etant donné un ultrafiltre d -stable & , il
existe en employant 1°axiome de Martin, un ultrafiltre o™=
stable D’ ayant une infinité d'images non isomorphes deux
a deux admettant & pour image [ 31 . Ainsi il existe parmi
les ultrafiltres d'-stables "beaucoup" d ultrafiltres &

d” -stables tels que z"(@, D) est infini, si 1 axiome

- 108 -




de Martin est vérifié.

Nous avons, en employant 1 hypothése du continu, con-
struit pout tout entier k des ultrafiltres ( d™-stables)
ayant exactement k images libres non isomorphes deux a
deux et tels que (@ x D) est de cardinalité 2 k +
+ 1 . Par contre, nous ne savons pas 8i '@ n’a qu‘un
nombre fini d images non isomorphes "entraine” 21D D)
est fini" . ‘

Remarque 8. Donnons nous deus ultrafiltres O et €

ayant une image libre en commun f£(2 ) = g(%€) . Dans ce cas,
{(m,n) | f(m) = gn) 3 e [ D =x21*

car sinon, pour Ae @ , Be € , £(A)n g(B) serait vide,,

En développant un raisonnement semblable a celui pré-
senté plus haut, on montre que si deux ultrafiltres £ et
% ont une chalne infinie d’images non isomorphes en com-

mun, alors =~' (®,%)  est infini.

Proposition 9. Soit & un ultrafilfre sur N et h

une  application de germe non finijectif en & . Dans ce cas,

{m|him)<n}ed .

Preuve. Supposons que {m [ h(m) 2 m$ = De @ . Donnons
nous ue N tel que h *(h(u)) A D soit infini. Pour tout
u’ appartenant & h l(h(u))n D , & part un nombre fini

d’entre-eux, h(u) = h(u’) < u’. Ceci contredit 1’hypothése

de départ.
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Proposition 10. Soit & un ultrafiltre sur N, f
une application définie sur N & valeur dans f(N) et h
une application définie sur f£(N) , de germe non finijectif
et non constant en f(D) . Soit % un ultrafiltre sur N ,

non principal. Dans ce cas,
{(myn) | he flm)e n<f(m}ec [D=¢el* .

Preuve. Soit A =fm|lho f(m)<f(m)?}; A e @ 4’ap-
res la proposition 9 car A = f'l(-{f(m)l h.fm)e f(m)}) .
L application h o f(B) n’est finijective pour aucun B e

€ D ., Ceci fait que

me.:JAnB < hoe flm),.e., £(m) >>54n|n> nozi,

“

et ainsi, quel que soit C € € ,

{(mm)|hoe f(mle n<f(m) et me AnB et ne Ci+f.

Igégr'eme 11. Soit & un ultrafiltre sur N possédant
une suite totalement ordonnée d images (£,(D))  telles
que f; = hij° fj ou fj =hji° f; avec hi,j
respectivement) de germe non finijectif en fj(a) [en

(ou hji

£;(d) resp.] . Dans ce cas, quel que soit %, 1D =e)

est infini.

Preuve. Si i est tel que pour aucun J , fj = hji o
o f£; (il existe au plus un tel i ), soit % 1le filtre

engendré par

Dx € et {(m,n)\n.cfi(m)} .

- 110 -



Si i est tel qu’il existe au moins un j tel que
fi=h;. 0o f; , soit %; le filtre sur N2 engendré par

D =x ¢ et les (£ (m,n)| £5(m) < n<fi(m)})j

pour tout J tel qu il existe hji de germe non finijec-

tif en £;(D) vérifiant £5 = hji e f; . Nous utilisons

ici la proposition 10 et le fait que les ensembles '
(4 (m,n) | fj(m) <n<f;(m} ).j pour i donné et j va-
riant dans 1 ensemble fixé ci-dessus sont emboftés les uns
dans les autres.

Si i+ j , alors, ou bien f,j =h,;e f; avec h

Ji Ji
de germe non finijectif en f£;(D) et 4 (m,n)| fj(m) < n«<
< f;(m)¥ e F , alors que {(m,n)|n<fj(m)}t % ,ou
bien idem en échangeant i et j . Dans les deux cas, les
fermés associés aux filtres 3} et %3 dans f3 (N%) sont

disjoints.

Si un ultrafiltre & ne possede que des chafnes fi-
nies d'images, images les unes des autres selon des morph-
ismes non finijectifs, alors il en sera de méme pour toute
image de @ . Etant donné un ultrafiltre & , il existe un
ultrafiltre D’ ayant une chaine infinite d images, images
les unes des autres selon des morphismes non finijectifs,
admettant & pour image. I1 n'y a qu’ & prendre pour @’
1‘ultrafiltre & = D, ot Dy est 1 ultrafiltre produit
(selon) de @ , n fois. Ainsi, il existe "beaucoup" d’ultra-

filtres & tels que pour tout ¢ ,z"(ﬁ,‘&) est infini.



En résumé, 1°existence d un ultrafiltre € libre tel

que =1(2 )¢ est fini implique " D est quasiment

un ultrafiltre d -stable”, en ce sens que NN/-’b ne comp-

te qu’un nombre fini de cieux. Tandis que =~'(2,d) est

fini implique " & est quasiment un ultrafiltre absolu",

en ce sens que NN/a ne compte qu un nombre fini de con-

stellations. (Voir dans Puritz [11) lec caractérisations:

"D

east J -stable(==) NN/ D ne compte qu'un seul ciel"

et "D est absolu (== NN/;’O ne compte qu’une seule con-

stellation".)
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