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СоштепЪаЪхопев МаЗДедоЫсае Оп±тег»:иаа СагоЦпае 

15,2 (1974) 

О СВЯЗИ ПРЕДСТАВШОСТИ КОНСТРУКТИВНОЙ ФУНКЦИИ В ВИДЕ 

СУПЕРПОЗИЦИИ ДВУХ АБСОЛЮТНО НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЙ И 

ДИФФЕРЕНЦИРУ1М0СТИ ЭТОЙ ФУНКЦИИ 

О. ДЕНУТ ( О, ЭБАИ1ТН ), Прагш 

Содержание: В классической математике функция € рав­
номерно непрерывная на сегменте Од 1 пред ставима на атом 
сегменте в виде суперпозиции двух абсолютно непрерывных 
функций тогда и только тогда) когда а? отображает множество 
тех точен сегмента 0 д 4 , в которых _Г не имеет конечную 
производную, в множество нулевой меры (1119 стр . 2 0 3 ) . В 
настоящей заметке исследуется конструктивный аналог этого 
утверждения. 

Ключевые слова!: Конструктивная функция, абсолютно не-
прерывная функция, функция ограниченной вариации, суперпо­
зиция функций» 

АШ: Ргалаагу 02Е99 Не*. 2 . 2.644.2 

Зесопйагу 26А72 

В следующем мы пользуемся определениями, обозначениями 

и результатами из [ 9 ] и ГЮ]. 

Напомним, что а ! конструктивную функцию, действитель­

ной переменной - ^ мы называем функцией, если € везде 

определена и выполнено УосССх & О э ^ С х ) г # С 0 » & 

2с ( 4 * * э € С х ) - * * С О ) > ^ 

б) всякая функция ограниченной вариации (на О д 4 I 

является равномерно непрерывной (теорема 6.10 из Г21); 

- 195 -



в) мы говорим* что функция € облада!ет свойством с с г 

и обозначаем сс(€) , если для всякого РЧ а, функция €-Ягф 

является функцией ограниченной вариации (на 0 д 4 ), где 

Уал (Яъф(х ) « си . тише (етт, (х, 4) у 0)) . 

Определение. Пусть & функция. 

1) Мы скажем, что Т обладает свойством С5) , если для 

всякого НЧ ф существуют && -множество $ меры меньшей чем 

- - V , равномерно .непрернвная функция ^ к п о с л е д о в а т ь -

ность НЧ ^^ъ}яь т а к и е > ЧТО 

УхуЬ,(хе0д<1 &п С$,(х)€&*) Вс и - * 1 < 4 г з 

э 127^)- Г0<)- др^л). ^ - * Н * - ^ • ' * - * ' ) • 

2) Мы скажем, что У обладает свойством С Т^ ) ; если 

для всякого НЧ ̂  существуют Е#-множество ^ ^ меры мень­

шей чем —— и функция д^ 5 для которых выполнено 

ее (^) & V* (л СГГх ) € ^ * ) о ?(*) ** 9 > (х)) . 

1а основании теорем Е, 3 и 5 и Замечания 3 ив Г103 лег­

ко доказать следующее утверждение. 

Лемма 1. Функция Т обладает свойством С Ю * тогда и 

только тогда, когда* существует возрастающая последователь­

ность Щ А ш%$ц, ш для всяких &# -множества ^ и кда <& 5 

где ^ мера ^ , можно построить &$"—множество *§?• и ЩЧ а* 

такие, что & является мерой *Ш» и верно 

Уж (хе^эТ(х)е <§)&Щ,Сщ>< ~ э % * -\> . 

Замечание 1. Дусть & функция. 

1) Если У обладает свойством С 5 ) , то согласно тео-
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ремам 10 и 3 ие [10] $ обладает свойствами (Т.)* и СЮ* 

и является равномерно непрерывной. 

2) Ввиду 1) и леммы 1 легко доказать: если У являет­

ся суперпозицией двух функций, обладающих свойством С5)А

 ? 

то У тоже обладает этим свойством* 

3) Согласно теореме из [4] , следствию теоремы 2 из [6] , 

лемме 1 и теореме 3 из [3.], следствию теоремы 7 из [10] и 

лемме 1 ясно, что всякая абсолютно нперерывная функция обла­

дает свойствами С 5 ) и оС и, следовательно, и свойством 

4) Ввиду равномерной непрерывности функций,обладающих 

свойством об видно, что всякая функция, обладающая свойст­

вом С Т* ) , равномерно непрерывна. 

5) Ввиду определения 3, замечания 4 и леммы 5 из [93, 

леммы 1 из Г5], леммы 1 и 1 - 41 функция У обладает свойст­

вом С 5 ) д (соответственно С Т*-) ) тогда и только тогда, ког­

да У равномерно непрерывна и функция %% обладает свой­

ством С5) д (соотв. СТЛ)Ь ) . 

6) Пусть ?* обладает свойством С Тл) . Тогда на осно^ 

вании 5) и теоремы 2 из С9] легко доказать, что У обладает 

свойством СТ^)* (см. определение 3 из Г9]). 

Теорема 1. Пусть Т функция. Тогда следующие четыре 

условия являются эквивалентными. 

1), У обладает свойством С 50 , 

2) Для всякого НЧ /р, существуют З^-множество *Ц>^ меры 

меньшей чем -• ^ и абсолютно непрерывная функция ф<^ такие, 

что У * С п С : Г С О е ^ ) з ;ГСх) = с ^ С х ) ) . 
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3) 9 обладает свойствами СТ^)А и (.К)* . 

4) У пред ставима в виде суперпозиции двух абсолютно не­

прерывных функций» 

На основании этой теоремы, теоремы 2 из Г51 и замечания 

1 и а [11] мы сразу получаем следующее утверждение. 

Следствие. Функция #* является абсолютно непрерывной 

(н% 0 д 4 ) тогда и только тогда, когда У является функцией 

ограниченной вариации (на Од 4 ) и обладает свойством С ^ ) д 

(т.е. свойствами СТ^)* и СЛ)*). 

На основании леммы 2 из Г 9] легко доказать следующее ут­

верждение. 

Лемма 2.» Пуцть Т равномерно непрерывная функция, Ч а ^ ? ^ 

последовательность НДЧ, о> Д Лг сегмент, а ^ ЮТ такие, что 

%(.3'><хм,}ь)8са,ьЯг 2 Од 4 & ц, сКОТ,?^*,*^ ЯпЭЛ* 0^-.-%) . 

Тогда можно построить КДЧ ос,- и х а такие, что а < х^ & х%< Яг & 

& У Сое,- >** УСхд)« ^ЛУосСхеа/Д^А УСх Ь ^ э ^ ^ *х ^ хй ) . 

Лемма 3. Пусть Тку равномерно непрерывные функции, -|г 
4 

НЧ, ̂  5$- -множество меры меньшей чем '1'̂ "4 3' * а **%*& П 0 ~ 

следовательность НЧ такие, что 

У * ^ А ( х е 0 д 4 & п С Г С х ) е ^ ) & ! х ~ / | / 1 < ~ э 

э 1 Г С ^ ) - У С х ) - д К о с ) . С ^ - х ) 1 ^ - ^ . 1 » - « * П . 

Тогда существуют 3$* -множество ^ меры меньшей чем 

-—с- и абсолютно непрерывная функция ^ , удовлетворяющая ус­

ловию Липшица, для которых верно Ух(~1 (3*(х)е *$,) э Т(х) я* 
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Р такое, что ( Р х Л э <й), ?>^0& Ал > -т^+?) А 

Ь С - . ( Р х Л ) э <о,*>и0&^ < ' - ^ д ) . 

меньшей чем 

Доказательство, Определения алгорифмов <3,? # >, <1,У> , 

<(У)#'> и <<а), У> приведены в [73, стр. 228. 

Согласно теореме 1.3 ие [ 2 ] , стр. 399, существует слово 
4 

2/м 

1) Если п ( Р ж Л ) , мы построим 8^ -множество ^ мерк 

—г- , для которого выполнено Уц> (*ц> е <$, з 

= ^е<1,?'> 1 _0д>1_ | д ( < $ , . Г > и 0 * 4 _ , + -ф^ » 

а в качестве ф* мы возьмем функцию идентично равную нулю. 

2) Пусть Р х Л . Мы построим ЕМ «М } последовательность 

КДЧ *%*$& и Ш <̂  такие, что 

(1) 1д>1<М-4& % <?><****) * У * * < ' * - * ' * 4 =>1у(*>.~ 

-«<»>1<--$ул> * ' * * + • ' * г 

(см. лемму 2 иа [ 9 ] ) . 

Согласно теореме 1.3 иа Г2] существует система слов 

-̂чА--. така*» чт» 

у г ( ^ * ^ 4 г э ( р . 1 Л з < о , ^ - Ь 1 Д ^ > 1 1 - . - 1 - , 

+ »<?>1<в;^х4-- ) 1 ' ' 1 ( Р * 1 Л , э 

а) Пусть <0 НЧ, и ^ ^ ^ 8 < Р ^ т Л . 

Допустим, что З х (л е ^2— А -т- А I 9 С«х ) I * "ТлХЗГ > • 

Тогда ввиду (1); и леммы 2 иа [7] верно Ух (л € ~~— & ~г э 
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что невозможно. 

Итак, выполнено У»х (к е ——- Д -т- -=> - ^ :г < \ 9(х)\) « 

функция ф не меняет на сегменте </^— д — свой знак и, 

следовательно, согласно нашим предположениям и лемме 2 для 

всякого КДЧ <$> ) 

существует одно и только одно НДЧ *х , для которого верно 

Кроме того ввиду предположений нашей леммы и (IX для 

всяких КДЧ $с и <м, , 

выполнено 

^ з # I » - ^ I - I УС^>- УС*) I ^ I $ (х). С»-*> I - I УС*>- УС*) I * 

* ^С^Л-УСх) - дрСх). С^~*Л -* -рда* 1§-~»-х) г 

Ц ^ - У С х Л бС1д>С*И + - ^ р у ) . 1/^-хГ 

и, следовательно, 

-55ПТ • 1»-^* ^ 1Гг-^>-грсл>с ^ м . • 

б) Согласно сказанному и замечанию 2 из 18} существует 

последовательность дизъюнктных сегментов 4Ь±}д^ такая, что 

4 
И+ь -"а-, 5 в* -множество меры меньшей чем — 2^+ ц и выполнено 

Ща<1ь7>^0^^-^<^<<5,Т>^^^^^к(^е^^Зк(^ш 

« «^уЗсиС^еоОу 3+(4й + *ъ&п(?1хЛ)Ъф*<&,1Г>^^А 

4^»)=>ЗА(^а ь )<»<^»> • 
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Пусть 4*. НЧ, А 4 1> & ̂  # Тогда существуют НЧ т^ и т^ 

такие, что <1>?>^^й%^е 

об ) Если тъ^я т^ ^то мы построим 3 # -множество 

•СН^^ такое, что У*х Сх е " Ш ^ -5 * с ^-р* Д -|- ) . 

@ ) Пусть н С!т^вг.пг̂ ) .Тогда В ж Л и существует воз­

растающая последовательность Ш Ок^1^ такая, что 

У*сь%в^а^)у%сь^> в3фсл.л4)> . 

Согласно а); можно построить З ^ -множество "(Н^?^ содержащее-

л,-А 4 
ся в — — д — } для которого выполнено 

% Ч/ 

У^С^-^^^ч,=,(,- |бН^|вН1))&<СГ,у> и Н^ -

- < - , ? > . . ^ ^ а д э ^ а ^ > & < а , г > и н ^ -

- 9А<^,^ч)А<5,^>и-^А^^аV*с<а,пь^^:.>а^-^%,; > • 

в) Для всяких НЧ 4* и тг, 4** ф б ^ , мы определим 

Н^.с^и>4.4^ ^ .Тогда <Нц1л && -множество,для которого вы­

полнено 

Мы построим равномерно непрерывную функцию ^ и НЧ 

М такие, что для всяких НЧ \> и КДЧ х , ^ ^ ^ Х € 

Ст Ст*. « т,.) э Е Си) « УСх>) -

•Тогда ряд - § 1 ^ С Э СНЛ>) - 5^СЭЙСН.))1 сходится и 
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У*(хс0д4Ъп(хе1Н1}1)э1)(9>(х)>%,х)&%(х)тР(хУ) . 

Согласно лемме 9 ив [ 7 ] можно построить абсолютно непрерыв­

ную функцию 9*, для которой верно 

УЛх(хшЯ^^(х)ш %(ЭАСЯ^))+ (^(Э^(НЛ» -

- ^ С Э 4 С % ? ) > Х ^ С

Г

Н ^ ) кХ*ЬЗАСЭ„1Нл))<х*Ъ(Ц№ 

Э <^(Х) т ^ С*» 

и, следовательно, Ш(ч(У(х) Ш А!*^^ э Р(х)ш Ц(х)** <$*(*)) * 

Ввиду а) и свойства Ш М выполнено Чхц>(\^(у>) --

- фСх>1 Л СМ + 1 ) . Ьм.~*1> . 

На основании замечания 1, лемм 1 и 3. настоящей заметки, 

леммы 1 из 151 и леммы 5 иэ 19] легко доказать следующее. 

Лемма 4> Пусть функция 3̂  обладает свойством (В) $ ш 

функция (^ свойством (Т^)* . Тогда функция У # §*. (т»е. 

суперпозиция функций Ф и §, ) обладает свойством (ТЛ) . 

Нетрудно доказать следующие утверждения. 

Лемма 5. Пусть $» равномерно непрерывная функция, ш 

^ ?<п#̂ 72п̂ »п последовательность неперекрывающихся сегментов, 

содержащихся в 0 д 4 , такая, что выполнено '^А^^!-—• О» 

Тогда можно построить равномерно непрерывную функцию $р , для 

которой верно V* ССп Зт, С?т>< х * - " ^ ) э др Сх) ш ф(х)) & 

Что касается ограниченности вариации, абсолютной непре­

рывности, свойств 0/ и ос 5то принадлежность функции о. к 

одному из соответствующих классов функций влечет за собой 
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принадлежность ср к тому же классу. 

Лемма 6. Пусть у функция, а <9*>,*т, последователь­

ность функций, такие, что для всякого НЧ т и любой возрас­

тающей системы ?Ч «Се̂  ?Д 0, е в * 0 8< с^« 4 , выполнено 

«,(<?„) и 

Д | у С с . ) - 9 С с . н ) - С ^ % ) - ^ ^ ) ) 1 < . ^ . 

Тогда верна «с С у ) » 

Лемма 7. Для функции У верно осСЗГ) в том и только 

том случае, если $ обладает свойством (Т^)* и является 

функцией ограниченной вариации на 0 д А • 

Доказательство* Пусть ^ функция. 

1) Если осС:̂ *) , то - очевидно - Т обладает свойством 

С ^ ) ^ и верно ЗхУаьС&у ?, Оь А) . 

2) Пусть 5м обладает свойством С ^ ) д и пусть * КДЧ 

такое, что Уол, Са:, ^ О Д ^ ) . Мы используем лемму 6. 

Пусть пъ НЧ. Мы хотим построить функцию д ^ такую, что 
0 0 'Фи,) и д л я всякой возрастающей системы РЧ $ъ^1^жф} &о-

» 0 & с^ а А , выполнено 

Существует слово Р такое, что С Ра: Л э —— <- 2?.) -к 
2/п, 

8сСпСРзсЛ)э ъ < — ) . 

1) Если п СР зс Л) , то мы определим V* Сор̂ С*) ^ 0) . 

Тогда, очевидно, требуемое выполнено. 

2) Пусть. Р г Л . Тогда ввиду наших предположений су­

ществуют НЧ тг и Д , система слов ^*}Т л э 2^-множество # 
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меры меньшей чем - § 1 _ ? ф у н к ц и я ^ и ПОодедовательность 

КДЧ <*>%}& такие, что 

1Р1< М & У ^ С * * г ^ о ср -ел о I Г ^ ) - .гг4=гЛ * «г— >& 

Ь Н С ^ х Л ) ^ . ^ ! ) - ^ ^ 

« ^г(х»-8в«С»><»^1 % ) . 

Согласно замечанию 2 иэ 1.8] существует последователь­

ность дизъюнктных сегментов ^1*^1^ , являющаяся 5 ^ -мно-

4 
жеством меры меньшей чем — , для которой выполнено 

^ ^ 5 ^ 5 (-Л) &М>&Уц, (I-Ж<у,<М Ь (<ц,ш^ V За, (<$,*&) V 

Пусть. А 'Ш11;-4бА*т&?1'хЛ .Мы построим НЧ ^ и 

/$,\ возрастающую последовательность НЧ Ч--̂ ^ 5̂  и после­

довательность пар НЧ -С* а /Ьд ̂  А такие, что 

?с^~-) с ь^ь & гс^ ) е ^ ^ 8с ^ а^.« /«**с%а^), % о ^ ) ) 

•даии.>СЗЛС1^У>9ЛСЪ^|» 

Vаис^^><эАс^^*эЛс^ч>)) . 
Пусть, например/ Г ( ^ ) < 5 ' ( ^ > • Согласно лемме 2 

существуют ЦЦЧ т^ и | д и алгорифм «5% , Для которых вы-

п о л н е н Г ^ 
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г С Г С ^ > - Э л С Ь ^ ) э . ч * ^ ) Л С ^ о с > - Э д С * Ь ^ > 8 с 

Л~4 Л 
для всяких сегментов §ДТ2 и ! , ^ д 72. -= -—- &~ & &(§) < 

^ ЭЛСЬ)<: Э^СЬ)-*: «ГГ̂ > & -1 Зк,(Эл<Ъ) = %^ Э^а) ._- * ^ ) , 

алгорифм &% применим к слову ^ д ^ а Ь и выдает по не­

му сегмент ^ . д « ? такой, что 

< ^ Д ^ 2 ^ ^ - 8 с У 6м,*) •- ЭЛСЬ)&_ГСу) = Э^СЫЪУхС* е ?д^=> 

эсус_о»эЛа)э^_*.х)_и^ . 
Мы определим ^ ^ -------- . <И .ф -— и для всякого НЧ 

0 __ 

Тогда 4? д 2̂* 1. последовательность дизъюнктных сег-

ментов, содержащихся в - ^ - д — , ^ » — — а ^ . — Л 

&Уа/Ссге-^г-V — э 3-Ь Ссь в ^ V ^ )) и, следовательно, 

1 €. ____ т̂ Т I V" > 0 . Заметим, что ряд 2М УСт .̂) - _ГС ^ ) I 

А 
сходится к ЦЦЧ, меньшему чем -— и 

Л~4 Л В случае, что &( > > УС—) . мы поступаем аналогич-
(ТП> Н1\> ' 

но и опять построим последовательность сегментов 

I I 
4 9.ДТ2.3*. } удовлетворяющую условиям, перечисленным в 

предкдущем абзаце* 

1.Н построим функцию дт^ такую, что для всяких НЧ Л 

1-4 Л 
и КДЧ * 4 «__ Л & (пь & к б Д —- * выполнено 

С-1(Р,-=Л>э<-_Сх)» 5"С-^-) + т . ( Г ^ ) - П - | = - » ' я, ~<ъ нъ, яя» Луи 
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• Сх - - ^ - ) > & С Рггс Л -> С-1 3 * С ^ < х < т ф э д»л Сх) = 

« Г С х » & П С ^ < х < - - / э д ^ С х ) - 5 4 ? * ) + 

При помощи леммы 5 легко доказать ее С др» ) • 

Пусть ^С .^] | г л возрастающая система РЧ, с 0 -= 0 & с^» 4 • 

Мм можем без ограничения общности предположить, что существу­

ет во врастающая система ВДЧ-^й^^ такая, что 

Ч^Юй-А, 4* т э 0 & I*' * л> & — • с* ) & 

Ь УХ (1 *- Л 6 т &. ?г ж А э 2 < +А - Ь^_л Ъ 

Для всякого Ж 4 , 4 4* Л 4ж гт, к п С \ х Л ) , мы опреде-

t ^ *•-* 
4 И 

Пусть X Ш, 4 * XV* /и* & % х Л , а < \ ^ ж 4 

система всех Ш * таких» что 34 С-̂  < 4 < 4 е & | 4 < с̂ << ^ ) , 

причем выполнено Тф С 4 ^^ . < т?- э *ц 4 <: ?^ ) • 

Х»5- Л,$.4"1 

Для любого И ^ , 4 * *• «6 ^ , пусть -ЬЛ^ и € Г ^ Ш, для 

X X 
которых верно V* (0-6-1 «6Л:ЭС& . ^ ^ ^ Ч * . Ш ^ * * * ^ А * 5 А " ^ * 
Мы обозначим У # С 4 б ^ * % э С < | ^ ^ * ?* ) ЬХу^+Ф Чьг .* * 

Тогда выполнено 
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ДlГfe^.Гfe^^-fc^ře^-^řc^WГ* 

*£Ą%™t^>-*<&>-<*><^>'Ъ<Aŕ>\ + 

%1 &*<*&'*<&' <**<&-»*<*%,»» " 

лтv * д я ЯџŁ> § * ø i Ą Ą 

6 

ибо (2) и для всякого НЧ X , ^ Х ^ # . верно 

Теорема 2.. Пусть, У функция. Тогда 

а) У обладает свойством С Т.) в том и только том 

случае, если существуют абсолютно непрерывная функция %> и 

функция др такие, что ооСдр) & Т « с^ * д> $ 

б) 5Г обладает свойствами СТ -̂) и (Я)* в том и 

только том случае, если У представима в виде суперпоаи-

ции двух абсолютно непрерывных функций. 

Доказательство. Мы будем пользоваться определением 3 

и замечанием 4 из С9]. Ввиду замечания 1 и леммы 4 нам до* 

статочно ограничиться следующим. 

Пусть функция 9̂  обладает свойством С Т^) I Тогда» 

ввиду замечания 1 $* равномерно непрерывна и функция %<§* 

обладает свойствами ( Т^)^ и (Т. , ,)* . Согласно теореме 

3. из Г9 2 существуют возрастающие на 0 б ^ абсолютно 
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непрерывные функции щ и у такие, что %~** V * ^Щ * ^&) 

и ч(г. * 71^. является функцией ограниченной вариации на 0&4 » 

Применив замечание 1 и леммы 4 и 7 мы получаем *с (.щ х %р) • 

По замечанию 4 иэ [93 верно Т** цг * (уг * %*.) г где ^ г 

абсолютно непрерывная функция. 

Если функция Т дополнительно обладает свойством ( Я ) * , 

то согласно замечанию 3, теоремам 3, 7 и 9 и следствию тео­

ремы 5 иэ [103 функция у * %ф обладает свойством & * 

Из & (фц * 71 д. ) & ос (у^ ж ^ ф ) следует по теореме из 

[4] абсолютная непрерывность функции у ж 71 у* • 

Доказательство теоремы 1. Пусть ^ функция. 

а) Согласно лемме 3 из 1) следует 2 ) . 

б) Пусть выполнено 2 ) . В замечании 1 отмечено, что вся­

кая абсолютно непрерывная функция обладает свойствами ее и 

( Я ) * < Таким образом, У обладает свойством (Т^ ) . При 

помощи теоремы 5 из С10 3 и леммы 1 легко доказать, что $* 

обладает свойством С/О* . Итак, верно 3 ) . 

в) Согласно части б) теоремы 2 из 3) следует 4 ) . 

г) Мы на основании замечания 1 знаем, что 4) влечет эа 

собой 1 ) . 

условие равномерности дифференцирования в определении 

свойств** ( 5 ) нельзя опустить, Об этом свидетельствует 

следующий пример. 

Пример. Существуют равномерно непрерывный функция. ± и 

•{ Г ^ }^ б 8 такие, что 

1) 0 & 2 * 4'% & обладает свойствами ( Ю * и 

2) для почти всех КДЧ л из 0 д 4 верно 
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3) 2 нельзя представить в виде суперпозиции двух аб­

солютно непрерывных функций; 

4) согласно лемме 1 настоящей заметки, теореме 3 ив СЗЗ 

и теореме 10 из [103 иэ 1) и 2) следует 

а) для всякого НЧ /$, существуют &# -множество $-^ 

4 
меры меньшей чем —— и равномерно непрерывная функция 

дк такие, что V* (п (2 ( к ) с ^)8< х е 0&4 э Ъ (%^ (*),*, * )) 

б); •€ обладает свойством ( Т ^ ) * 
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