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Соттеп-Ьа-кхопев Ма1пета"Ь1сае Шиуегв1*а1,18 СагоНпае 

13,3 (1972) 

ПРИЛОЖЕНИЯ НЕКОТОРЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ НЕРАВЕНСТВ К ТЕОРИИ 

КВАЗИЛИНЕЙНЫХ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 

В.Г. МАЗЬЯ , Ленинград 

Кта статья примыкает к работам автора! [1] и [2]* В [1] 

были доказаны (сформулированные ранее в [311 неовходимые 

и достаточные условия справедливости неравенства 

(1.0) Н ^ а ^ ^ ^ ^ ш > 

где ф, 2: ^г , Л - неограниченное открытое подмножество 

X"* а. 4Г - любая функция ив С0 (КЛ) . В § 1 этой статьи 

показано, что неравенство (1.0) необходимо и достаточно для 

разрешимости задачи Дирихле с однородным краевым условием 

для квазилинейных эллиптических уравнений, входящих в класс 

уравнений, рассмотренных в [ 4 ] . При этом предполагается, что 

правая часть уравнения суммируема со степенью о ш ш

0ттт -

Этот факт, в сочетании с критерием, полученным в Г11, дает 

явные условия разрешимости, формулируемые в терминах Ср,,2)~ 

емкости* Для линейных эллиптических уравнений соответству­

ющий результат был получен в [ 4 ] . 

В § 2 доказана теорема единственности ограниченного ре­

шения вадачи Дирихле, принимающего нулевые краевые значения 

вне некоторого компактного подмножества границы, имеющего 

АМ5, Рг1тагу: 35^5 КеГ. 2. 7.956 
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нулевую (р9&) -емкость. В § 3 аналогичный результат получен 

для задачи Неймана для квазилинейного уравнения второго поряд­

ка. 

Содержание § 1 было приведено бее доказательств в ГЗЛ, ре­

зультат». § § 2 , 3 публикуются впервые. 

Введем несколько обозначений, используемых в дальнейшем. 

Пуст* ост (х^, х19...,*„,)* К*, $*, - *Э*/8н^... Эх,?* 9 

Ыт\м.,1и.\^тЫ11 т 1 (кд~ куб <х* 2 1^1 <:±,1т 4,...,т,\ ь 

интегрирование бее указания пределов распространено на Л . 

Черев ^* С Л ) обозначаем пространство функций в Л , 

обобщенные производные которых порядка Л принадлежат ^. |/Л). 

Цусть еще ШГД (Л) - 1^ (XI) П Ь^ (XI ) , а Ж* (XI) 
О р 

* Ь^^Л') - пополнения С^СЛ) в метриках 11]̂ ,и,11̂  + 

1- 1хс(^ и ЙР̂ лд.11̂  , соответственно. 

Пусть е - компактное подмножество открытого множества 

о с X* и 

Я91 Се,<*>) *- <-о, е С^Со): 0-*.<б^*4ва>/<и'-»4 в окрестности е ? * 

Число 

(лр,91)-ъсц1(е,о>) т ШЬ^Щль^&х : м, е Ж (е,а>)1 

о 

называется С^-Е ) -емкостью компакта е относительно множест­

ва ф • Если о = Я''1' .) указание на о? в обозначениях 

(&9 Л ) - са/^ (е9<и> ); , Ж С е , ^ ) и т.п. будем опускать. 

Пусть О г ограниченное множество. Если е с со и С/ ;̂ Л) — 

- еа/ь Се - <*.>) ~ 0 , то множество е нааывается Ср,, Л ) -поляр-

ншм. С во* ^ г во С./ь, ..€) -полярности не зависит от объемлющего 
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множества. При {VI <<: т, множество е является ({1,1)-

полярным в том и только в том случае, когда 

(р,1) - сар, Се) = 0 ,* 

§ 1. Ра8решимость задачи Дирихле для квазилинейных урав­

нений в бесконечной области. 

Рассмотрим уравнение 

(1.1) Ли ш (- 4 )*- V* (&л (х,\и))т *(х ) , х 6 & , 

где -с - суммируемая в Д функция, оо - мультииндекс по­

рядка я , р * - аЛ/дх? ...ЭхЦТ . 

Допустим, что функции о ^ непрерывны при почти всех 

* е Л по совокупности всех остальных переменных и при любых 

значениях этих переменных измеримы по х . Кроме того, пред­

положим, что для любого вектора 1Г * 4%^! при некотором 

ф. > 4 справедливы неравенства 

(2.1) о^С*,/*/-)*^ > \пг\Р', 2 \о,ОСг Сх, */-)! -в? Л 1лг |*" 

Будем считать выполненным "условие монотонности": если 

<мг 4» 4Г , то 

(3.1) С а^Ск^пг) - о,„С*9<иг)Ъ (аг„~ пхг^У » 0 -

Покажем, что задача Дирихле для уравнения (1.1) разре­

шима при всех € € Ь^, СЛ) в том и только в том случае, 

если для всех и € С ^ С Л ) справедливо неравенство (1.0 ) . 

Назовем функцию и е 1 ^ СЛ) Л Ь СЛ , Ь е ) реше­

нием задачи Дирихле 

(4.1) А * ~ * в Л , ^ » 0 на Э Л , 
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если для всех ср с С0 (Л) 

(5.1) /л^и, \и.)Т>*С9>(1х - /.Г^обх . 

Лемма 1.1. Пусть для всех пг е С™ (XI) при некото­

ром -2, *-* ^ 

(6.1) 1*гй% & аум<ги . 

Тогда для любой функции { е Ьд, (XI) существует 

одно и только одно решение аадачи (4.1). 

Доказательство. Пусть {й^% ~ возрастающая последова­

тельность ограниченных открытых множеств1 й.^ с Л ^ ^ . , 

Ц^ Х1^ 9 XI , Обозначим черев "С^д.! последовательность 

решений задачи 

(7.1) ААЛ,Н Ж 0 В Х1Ь , д^, ж 0 на 2Х1Н . 

Такие решения существуют по теореме Ж. Лере и Ж.-Л. Лионса 

[ 5 ] . Поскольку лл,^ е Ь^ (Х1^) , то 

(8.11 /а, л (х, Т)л АЬ ь) Ъ^лАьАх «/{*-*, <*х . 

(Функции и,^ продолжены нулем вне Л ^ .) Значит> 

(9.1) Щи^1** * СШ|
*,' »

 Я
*1^Г'*

С
*'

Ш
*' . 

Выделим из последовательности ^А1^} подпоследовательность 
° I 

я^ слабо сходящуюся в Ь^ (XI) и Ь%(Х1) . Если ль -

слабый предел последовательности { ^ 1 1 то 

(10.1) ^Жлп, $ <Ь^(*,\АА) (Ъ*^-!)*^) Ах ш 0 . 

В силу (8.1) 
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(11.1) / л « / л ; % ^ ) ^ % ^ * -*>/4лл,с1х , 

Пусть шгтвС%(Х1), <иг^ - > м, в Ь^(П.) . Так кик 

Ыц^ъ лсг^ с Л ^ при фиксированном /иг н достаточно боль­

ших М/ то 

Отсюда и ив (8.1) 

д ^ ^ 1 /<%-, (х,Ллпгн)])%, а х - / Г ^ с^х I & 

*Л€11г,<сЛС1ЪлЫ-^™++*»-^*г) ' 
Итак, 

]а,<&(х, \пгЛь)Ъ*'м,с1х —* ^^44,с^x , 

что вместе с (10.1) и (11.1) дает 

Д ь - / Ч * ' * # Я х ^ > - * * г ^ • 
Выделим иэ последовательности 4ПК*} такую подпоследо­

вательность ^№ьА , что 

(12.1) Яип, 1о,л(х,\тг^(х))-

~<ъ^(х,\и>(х))1(])~<игь(х)-])*'м,(х)) ~ О 

при почти всех х ш И . Пусть х - точка, для которой ра­

венство (12*1) выполнено, € * - любая предельная точка после­

довательности "$лшгн(х) и ^ я? В^лсСх) . Покажем, что 

I ^ * I <-" оо . В самом деле, 

<^<х,\л1Гм)- а,ес<х,\*))($*<иг;к- ТГЛА,) 2: 
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Поэтому, предполагая, что § * -» со 9 мы получим 

а Л (х9Ъ^п4Гк>(х))Т}есА^(х) —> а> , 

что противоречит равенству (12.1)* Так как функция а^бс^ф-) 

непрерывна по п^ 9 то Еа^С*, $*) - а^(х, §)3 С^*~ ^) -» 0 . 

Значит, ^ * ш ? > то есть почти везде 

\шгм(х) —^Т^хс, (х) , <ъл(х9%тгь(х))-+ а0С(х9Ъх"'(х)) . 

Далее воспользуемся следующим простым фактом Сем.[5]). Если 

9"*, > 9* * Ц * ^ ' > ' *Ъ V * с * есл11 9Ъ~~* & по,*т,! 

вееде в Л . то 9 % " ^ 9* сл&бо в ^^С^^) . Отсюда 

следует, что л^Сос^Рд/к^) —> си^ (х 9 Р лм, ) слабо в 

^ ^ СД ) # Поэтому для любой функция 14Г б €%*(&) 

)<ЪСС(Х7\АЬ)Т) прАхж&лт, ]'аас(х,Ъ4<ш'ь)Т)'%г(1х -

Но ЫА^Ь /иг с Л^ при достаточно больших & и, аначит, 

\а,<К(хгЪц'Ш'ь) У^ъгбх » ${<игс1х -

Таким образом, ^ - решение уравнения Ли = $ 

Пусть и*л 9 ль* - два решения задачи (4.1) . Так как 

С>о̂  - ^ ) е ^ ^ СИ') , то при -с, а 4, 2 

$а*К(х9Ъ1Ац)Ъ(*(и>4- <и*2)с1х *^(ль^ - д с 2 > 4 # 

и поатому 

^ С е ^ ( * * , ^ ^ ) - а в Г * , . в Л л . а ) З С ] ) % - ] Г _ * Е ) с 1 * - <? . 

Отсюда и из (3.1) следует, что м, » хс. почти всюду в Л • 

Лемма доказана. Докажем обратное утверждение; 

Лемм» 2 . 1 . Если для любой функции $ е ^ ./ С Л ) 

существует решение задачи (4.1), то для всех V е С^ СЛ ) 
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х) выполняется неравенство (6.1) • 

Доказательство. Пусть 4Г в С0 (Л) Р "^'х-1 сд> *" ^ * 

Функционал 

V <€ ) т ^ЛГ<1Х <> 

определенный на ^ ^ С Л ) , можно представить в виде 

пга) ж /а^С**,])^ )]>%-.** , 

где ,ц, е 1 ^ (Л) Л ^ С Л , Яос ) . Поэтому \*г(1)\ & 

*: с А II 5^ /и» 11^" и функционалы пг ($) ограничены на % 

каждой функции € с Ъ^(&) . Значит, нормы /\г(&) огра­

ничены в совокупности и выполнено неравенство (6 .1 ) . 

Леммм 1.1 и 2.1 в сочетании с теоремой 1'.1 работы 111 

дают следующий результат. 
г ^1/ГЬ % 

Теорема 1.1. Пусть <̂  б 1л?>, • ^ "V1 ? прм лг 2г */г* , 

(^еЕ^^оэЗ при т> •*: 41Л . Задача (4.1) разрешима при всех 

^ € Ьл/ СЛ) в том и только в том случае, если множество Л. 

удовлетворяет одному иэ следующих условий. 

1°. При некотором сб » О 
ч/а* <>,,С)~ е а ^ С й ^ П С Л ) => 0 , 

если т> ^^Я . Здесь и в следующем пункте ХтЛ*/пш/Н1> бе­

рется по всем кубам &. с ребром с1 . 

2°. При некотором сб 2> О 

^ * ^,*>-е~-МУ((.ЛСЛ,а.пС> » ° » 

если /п ж ф& * 

3°» Множество Л не содержит произвольно больших ку-

х) Условие (3.1) ненужно для справедливости леммы 2 .1 . 

541 



бов, если /п <с ф1 или если т. ш #1 и дополнение к & 

свяано. 

§ 2. Единственность решения задачи Дирихле с исключитель­

ным множеством для уравнения любого порядка;. 

Пусть Л - ограниченное открытое множество в .Я"1, с 

границей ЭИ и пусть на д!Ь выделено компактное под­

множество е • 

Будем говорить, что заданная на Л. функция ль принад­

лежит пространству ^ * С-О. , е , Лос ) , если для любого 

открытого множества со с -П. , 25 п е, =* 0 , эта 

функция принадлежит пространству ^ ^ С со , Я&с ) , то есть 

.Р^/О- е Ь^, на любом компактном подмножестве множества СУ . 

Черев ^ ^ С Л , е , ^ е ) обозначим множество функций АЛ 
я 

ив >̂|>̂ , ( Д , е , Ь>с ) , удовлетворяющих следующему усло­

вию* Д..я любого открытого множества, о> с Л , 5 п е я 1̂  * 

функция 41 является пределом в Ж* Со) ) последователь­

ности функций и в 1ЛГг Са> ) , обращающихся в нуль вбливи 

Э<я> п д & . 
Лемма 1,2. Пусть $ с /ШСе,И т ' ) и ^ е 1*,СА,е, &*:) О 

9 
Ь ^ СЛ) . Тогда при /т. » 4 ,... 9 Л~ 4 

(1.г) с1«-рг^ Л |^*1лС*1м-?)*^|?* 1*1» «^р.; 

Здесь и далее черев с обозначены положительные постоянные, 

зависящие только от $,, лп , А . 

Доказательство» Пусть Сг и ф, - такие окрестности мно­

жества е , что $ = 4 на О и ^ с (? , Продолжим функцию 

44, нулем на Х"* \ Л и рассмотрим ее на открытом множестве 
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о> ж &"* \ <̂  . Функции лл, и ос » 4 - $ обладают сле­

дующими свойствами: ^ е ^^^0,(со) П ^ & (со) , .а. =г 0 

вне некоторого шара, х, ** 0 в окрестности «5а; и 

X ж А вне некоторого шара. Далее следует повторить при­

менительно к со , АЛ, 9 х, доказательство леммы 3.1 и8 ра­

боты. 123. В формулировке этой леммы х, - функция с ком­

пактным носителем, а функция и, не обязана обращаться в 

нуль в окрестности бесконечности. Однако, это отличие не 

вносит существенных изменений в доказательство. 

Будем говорить, что функция м, является ограничению* 

решением задачи Дирихле для уравнения (1.1) с исключительным 
О я 

множеством е с д Л , если ль е ^^ (Л? е9Л^с)П ^00 (И) 
О А 

и для всех <р е ^ (И) П ^сс(^^) , равных нулю в 

окрестности е у 

(2.2) $а,0С(х,Т)ги,)1>аСд>с1х ж {{ре** у ^е^(Л) . 

Лемма 2 . 2 . Пусть ^ в 331 Се, Х ^ ) и лм - реше­

ние задачи Дирихле с исключительным множеством а -

и* с ^ ^ Д , е , ^ с ) Л ^00 ГЛ ) . Тогда справедлива оцен­

ка 

(3.2) с1Л-р*]^-х1^*1л1ж 1^{1^+иС-*-4 » 

где с - положительная постоянная, не зависящая от АЛ, и Г . 

Доказательство. Пусть % -* 4 - ̂  . Положим в (2.2) 

у » > и * ̂  . Тогда 

f » г * л ж Ґ x . Ą * i . > : Л t , e l . x 
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+ ] { х, лл,с1х 

и в силу (2.1) 

Применяя к правой части неравенство Гельдера, получаем 

где А -» Й^Лм Я-Г 1Ь • Первое слагаемое справа не Пре­

восходит 
I t-h «*?<»***-*" М .2, & I Д . , 5 1 ^ . 

Применяя неравенство Е. Гальярдо [63 - Л. Ниренберга 1?1 

-Я-Л1** -- с1$С* Щ^И 

при тг ж /иг̂  , получаем 

Воспользуемся оценкой (1.2) при /пг ж X - .& • Тогда 

**%+"> K *Â• \ * "í^ á •*%-» 
4. (и!«, 11^ $ Я̂ + А * е Я ж 1 ^ * 11̂ + с, 1л, 11̂  111̂  ? «̂  + А 

при всех ^ »> (? , Оценка (3.2) доказана. 

Лемма 3.2. Если е • компактное С^ , Х> ) -полярное 

подмножество Э-& и ТТ многочлен степени не выше 

.& — 4 из множества 1*^ С Л , е , 4^с ) П 1*^ С Л ) , 
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то ТТ ш 0 . 

Доказательство. Пусть Л с (Л^ . Так ка.к Ср,, I) -

- со^ь С е , А а А ) т 0 , то С>р,, 4 ) - сар. Се , Л2^) « 0 . 

Пусть сГ "> 0 ш <̂- - отркытое множество такое, что 

е с <̂  с й а < 1 и С г̂, 4 ) - са/ь С9., й ^ ) -с е . 

Покроем ( д . Л ) \ ф. конечным числом открытых кубов %^ , 

СЦ Л в - 0 Ф В силу монотонности и полуаддитивности 

С ,р,, 4 ^ - сор. при достаточно малом сГ >> О 

> С4г,4)~<^(ЭЛ,<а2^)~Сгь,^^ & 

г: (#,,4)- са^СЭЛ 7 а а а )- е . 

Поэтому существует открытый куб 0 ^ такой, что 

З^Пе = # , (4г,>1)~ ео/ь Сй^ Л ЭЛ 7 аасС) -> 0 

Пусть {ллт} - последовательность функций и 8 С0 0 С Д ^ ) , 

равных нулю в окрестности 0 ^ X Д. 9 сходящаяся к ТГ 
в ^ ^ , / П й ) . Очевидно г 

при ли —> да • В силу леммы 1.2 иа С13 и первой части 

леммв 6.1 работы [83 л ^ — • А в Ь ^ С й ^ Л Л . ) . Значит, 

ТТ ш 0 на &̂ - (1 Д а потому и всюду. 

Теорема 1.2. Задача Дирихле для уравнения ( 1 . 1 ) , с ис­

ключительным (<р>7% ) -полярным множеством имеет не более од­

ного ограниченного решения. 

Доказательство. Пусть Щ с ф ^ ^ ни п пг - два огра­

ниченных решения для задачи Дирихле и х, ж 4 — С , где 
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5 е ТРИ Се , 0,1еС ) . Тогда, 

и, значит, 

:^11?/ж^СалСх,]^>м.)-а,лГх.^)]^*Си.-1г)<^с -

. - / Г а ^ С * , ^ ) - ^ * , ^ 

Отсюда следует, что 

3 * с 2. С II з И ^ о , С х , Р,м,)Г , + 

^ " V * , - ^ V*Š'% *"* «*"-U C*--r)l .pe 

(ср. с доказательством леммы 2 . 2 ) . Мспольауя лемму 1.2, по­

лучаем 

Э * сС1х\ль1^\ 1»\г1+'4) х 

—I .1 -~ - ., "Ж" - .. .. - У .. Л. .-_ .. * и 

X I HP^IlJtlU-^llf U%(M..^)^ + 

^ I U - ^ I I ^ HD^II;-^ . 

В силу условна гс, 4т- е Ь & < Л ) * леммм 2,2 

правая часть последнего неравенства не превосходит 

^ С " ^ $ ' * , > ,1 \ Р И ^ > г д в ^ " непрерывная функ­

ции на С 0 > +• со ) . Пусть { $.*,* ~ «омадовательностъ 

функций из ШСе^А^) такая, что II \ ?.%"ц,,саа<-0 "~* ^ * 

Тогда 

^ ^ - ^ С с г ^ ^ ^ - ^ С х ^ ^ П Р ^ - ^ ) ^ - 0 -
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оскольку ^ — . V 0 по мере, то 

1 ^ ^ ( * у \ ^ " (Ъ<ЗС(Х,\<Г)1Ъ°С(АЛ- пг)с1х ж О 

и, следовательно, ])^ (и* - лг) » 0 • Мы получим, что 

и, — от есть многочлен степени не выше Л - 4 , Значит, 

по лемме 3.2 АЛ> » от . Теорема доказана. 

§ 3. Единственность решения вадачи Неймана для квазили­

нейного уравнения второго порядка. 

Пусть Л - ограниченное открытое подмножество ТС1 . 

Рассмотрим уравнение (1.1) второго порядка: 

( 1 # 3 ) .^ _ _ С о , ^ С я , 1 ) ^ ) ) ^ ^ , « « Ь С Л > , 

коэффициенты которого удовлетворяют условиям ( 2 . 1 ) , ( 3 . 1 ) . 

Пусть е - замкнутое подмножество ЭИ -

Будем говорить, что функция АЛ е Ь^ гИ7е^ Лес ) 

является ограниченным решением аадачи Неймана для уравнения 

(1.3) с исключительным множеством е , если АЛ В 1*^(11) 

и для всех д? е ^ / ^ V С Л.) О ^ а ? С Л ) , равных кулю в 

окрестности е , 

Сг.зГ !ъ<*,Ъ»)^7** ~ $*<?** • 

Лемма 1.3. Пусть % с С ^ Д Л 1 , х, *~ 0 , ее ** 0 в 

окрестности е с З Л , % х»с - ограниченное решение за­

дачи Неймана для уравнения (1.3) с исключительным множеством 

е # Тогда 

(3.3) ^ Ы ^ х ^соылл Ь С Шл+ *>(<УЬС ^ , | ^ С > 
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где И * II ^ - норма в Ь ^ С Л ) и оьс АЛ, « 

«в ЪЬЬ 0 /ъАЛ/р, АЛ, — ОЫ>. Ьъ$ АЛ . 

Доказательство. Положим в ( 2 . 3 ) 

д> ж ос^ С и.- С) ^ С-= с&гъьк 

Тогда 

/ х * с и 6 с , Т)АЛ ) ^ - ; <-*х -й 

Я.4*-е1„ 1 » С Ш < + 

ч-̂ г 1 и - С И ^ }х*-Чаг(х,Т)АЛ,)^7\с1х . 

Испольэуя ( 2 . 1 ) , отсюда получаем ( 3 . 3 ) . 

Следствие 1.3. Пусть е - аамкнутое (А}Ъ } А > -поляр­

ное подмножество д И. и АЛ ограниченное решение за­

дачи Неймана для уравнения ( 1 # 3 ) с исключительным множеством 

е . Тогда АЛ с 1 ^ С И ) . 

Доказательство. Пусть Л с ф ^ и ^ -последова­

тельность функций иа ТУССе^у ®>2<Л^ такая., что 

^ \ ?*. ".- (0> А) — * ^ * Тогда иа ( 3 . 3 ) получаем 

^ Г И - Г ^ ! ^ ! * ^ * * с ОЬЬАЛ -1*1, . 

Так как ^ — • 0 по мере, то 

( 4 . 3 ) $\Ълл, \^сСх & С ОЬС АЛ И \\л . 

Следствие доказано. 

Теорема 1.3. Разность любых двух ограниченна решений 

задачи Неймана для уравнений ( 1 . 3 ) с исключительным (лг, 4 ) -

полярным множеством равна константе. 
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Доказательство. Пусть ли , лг - два решения * 

X е С^СКЛ), х ш\ 0 } ее т 0 в окрестности е • Тогда 

]1я,г(х,Ы)-ь1(х,])г)1^1(*~лг)х+'1с1х *> О 

Отсюда 

(5.3) (х*1а. (Х.ЪАЬ)-а,-(х,Ъъ-)1^ (АА,-от)с1х * 

- б ^ . | > а - / 1 г » Л 1 [ а ^ х , : ^ ^Ъх\\^ * 

^ ^ 11^ -дг Я^С 1»Рлд, П^"% И»1)-1г И "̂-1 > 1 ]>л И^ . 

Пусть И с (Д^ и Кх^\ - последовательность функций 

иа # 1 С е , Ф 2 с 1 ) такая, что 1Ъхъ,К (а <*,> ~"* 0 ' П е Р е " 

ходя к пределу в (5.3) и используя при этом оценку (4.3), по­

лучим 

Г [о*. Сх,]Хц,)-а, (хЛпг)1~— (АЬ- пг)с1х ж 0 . 3 ъ > + 7 дх^ 

Итак, и — лг ш сопяЛ . 

В следующей теореме также рассматривается уравнение 

(1.3), и для него при дополнительном ограничении на Э1к 

доказывается необходимость условия ({ь94) -полярности мно­

жества е 

Пусть е - компактное подмножество д& • Обозначим 

череа У1ш С Л , е ) пополнение в метрике ТУ̂  (&.) мно­

жества функций иэ 1У^ С Л ) , обращающихся в нуль в 

окрестности е # 

Теорема 2.3. Пусть область Л. есть образ куба при би-

липшицевом отображении. Боли задача Неймана для уравнения 

(1.3) с исключительным множеством е имеет только тривиаль-
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ное ограниченное решение АЛ г сопъЁ , то е -

(>|г, 4 ) - полярное множество. 

Локаэательство. Пусть Л с й ^ - Предположим, что 

Сц,, А ) - еси(г Се , Фс1 ) > 0 . Обозначим череа е 1 , 

е . такие компакты, что 

е^егш0} е ^ с е , С^г,т)- сгцгСе,, Лл) > О С** 4 , 2 ) . 

(Существование таких множеств легко выводится с помощью 

свойства по л у аддитивности (ф, } 4 ) -емкости.) Пусть Од - та­

кая, окрестность е« , что со с 0,& * ег^ с5 =* 0 9 а 

Ль - функция из УУ1(е, а>) . В силу общей теоремк Ж. Лере 

и Ж.- Л. Лионса [53 существует функция и, е Ж^ СС1) та-
0 л 

кая, что (м,- Лг) е *МС̂  С Л , е^ и е г ) , и удовлетво­

ряющая равенству 

(6.3) / a i C * , . Ь U - r ^ < i x « 0 
ł З * -

при всех <р е У^^ СС1, е,л^ е%) * Используя абсолютную 

непрерывность функций из \̂ Г С Л ) на почти всех прямых, 

параллельных координатным осям, нетрудно показать, что функ­

ции С/О, - 4 )^ и ль^ принадлежат пространству 
О л 

V ( Л , е^ V е%) . Подставляя их в (6.3) вместо д> и исполь­

зуя (2.4), получим, что 0 &. АА, & 4 почти везде в Л * 

Отсюда и иэ (6.3) следует, что АЛ, есть ограниченное реше­

ние задачи Неймана с исключительным множеством е^ ̂  е 4 с е -

Остается показать, что АХ., ф Соп/аХ . Так как 

и, с № ^ СЛ, ег) и С̂ г, 4 ) - <гл/** Сеа, й^ ) > 0 , то из 

леммы 6.1 работы [8] получаем 
l«, Il^ ќ C I ID^H^ 
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Следовательно, существует такая постоянная С, , не зави­

сящая от и» $ что 

ЫК^ * е..Iл*.>,., . 

Поскольку Л - Липшицев образ куба, существует такое 

продолжение пу функции АЛ, на $<-{. , что пг - М, е 

iJ>vK^> ~ Cxt4ítw"(ío ' 4 * ' 

Следовательно,. 

и ч̂  в согъь& . Теорема доказана. 
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