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СоттепЪаИопев МаЪЬета^сае Шйуег8Иа118 СагоИпае 

12,3 (1971) 

О СУПЕРПОЗИЦИЯХ АБСОЛЮТНО НЕПРЕРЫВНЫХ КОНСТРУКТИВНЫХ 

ФУНКЦИЙ 

О, ДЕМУТ, Прага 

Г.М- Фихтенгольц доказал в [ 1 ] , что суперпозиция 

двух абсолютно непрерывных функций абсолютно непрерывна 

тогда! и только тогда, когда она имеет ограниченную в а ­

риацию* В настоящей с т а т ь е доказан конструктивный аналог 

этой теорем» и в примере построены абсолютно непрерывные 

монструктивные функции такие, что их суперповиция не я в л я ­

ется абсолютно непрерывной, хотя она удовлетворяет усло­

вии Липшица и, следовательно, я в л я е т с я функцией слабо 

ограниченной вариации. Теорема 3 содержит усиление основ­

ного результата ив - 8 ] . 

В следующем мы пользуемся определениями и обозначе­

ниями из [6 3 - [ 8 ] . 

Определения. Пусть $ и 9- Функции, а ^ и ^ НЧ. 

Тогда. 

а) •? ж О' обозначает функцию) такую, что 

V* Их & (*) * 4СфСх))) I 

б) (I (4,41,%) обоаначает: для любой систем» 

неперекрывающихся рациональных сегментов {а,, д Як I* 

АМЗ, Рг1тагу 02Е99 Ке*.2. 5*644.2 

Зесопдагу 26А72, 26А42 
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выполнено (УЛМ & 1.6* ь э 0 & а,. << М .& А ) & 

в ! а м (•?) -» Улг-, -I Вт. &(*, <п.,т, ) . 

Г^ ^<-п,> обозначает функцию: такую, что 

д) (В (•?,/̂ г, ^ ) обозначает? для всякой В-сие-

теш РЧ { с г | « ш 0 выполнено V С* - * < 2 > , <С< }~я,) < 
1 

-* * • 

Замечание» Пусть т* функция» 

1) Ясно, что & ( -т* ) з Улг 3/иг & ( "г*, /п., <т> ) 

и, следовательно, &С-Р).э &.* С-*5)* 

2) Бели <Х (-Р) , то согласно лемме 1 иа 18] и 

теореме 6.8 ив [3] УЛьЗъ Усьн, (х,4- -Р< л > , О д Л 

и, следовательно, мм при помощи принципа А, Маркова по­

лучаем 

Ущ -| -I 3/иг © (-г*, лг, /иг ) э У/п 3/яг © С*, т,, /»г ) . 

3) Ив У/гь 3/т, % ( * , лг, /т, ) непоередст-

венно следует абсолютная непрерывность функции Л . 

Теорема 1. Пусть *Р и д, абсолютно непрерывные на 

О д 1 функции такие* что V* ( О ^ л -̂  ^ э 0-? 

-*.д,Сл)-*'1) &Э4*Ух^а4ЧрО-*С^И* * , . 1 х - ^ 1 ) . 

Тогда» функция +* # 9" абсолютно непрерывна на 0 д 4 . 
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Лемма 1. Пусть. <р % <%> функции ограниченной вария-

Ции на 0 д. А а ^1 НЧ> для ко торное выполнено 

С1> У х С 0 - * х * 4 . э О * < ^ С . х ) . * 4 ) * 

& УХЩ, ({ <р С*) - 9 (Щ,) \ т- ф . \* - щ,\) . 

Тогда а х Уо>ъ (х,ф*ф>,0д<1) . 

Доказательство. Согласно нашим предположениям и тео­

реме 6-8 ив [3.1 существуют КДЧ и, и функция /у такие, что 

(В) Уо-ъ (.44,, д,, 0 д А ) А Ухпр (0 & х < п& * А =з 

з Уол. (пг (<у>) - пг (х), д> , х д у* )) . 

1) Пусть тъ Ш. По определению вариации существу­

ет 3 - система РЧ «С о . } . п . для которой выполнено 

( 3 ) " ~ "гЬг " Д '9-С^)-^Са^>|^ *. . 

Пусть -̂  Ш г . ^ . ^ ^ . . б 0 е # М м определим 

|. & <тлт,(ф(а.^,<}>(о,^ )) * *ь ̂  'тл^С^Са^ ), ф, (а^)) • 

Согласно теореме 1.3 ив [33 существует слово X • такое» 

что СЦъЛэлгСуУ-лгС^Х^) А 

* с - , ( ^ х л > э - 1 Г 1 - - . < ^ ^ > - - г ^ » . 

Мы построим возрастающую систему РЧ € .€к?" ? #
ж Л 

такую, что *>/• а^_, Ь -в^ » а^ , <$- 1*%)Т%и0 

не может не быть монотонной системой и 

(4> ^ ^ > - ^ с ^ ) - - - 1 - ; - , | г 1 у с 9 , с ^ > ) -

- ?<9>СН-1 ))\ ± <г (ч±) - <г (^ > , 

и определим $ ^ * Д I $> (д. С*? » - у (& С*/_,» I . 

а) Если Х- х Л , то достаточно определить /!», -.» 1 г 
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б) Пусть -I ( К^ X Л ) . Тогда от С ^. )-* пг <<%. ) 

и, следовательно, 

Н < %* Ь<<}(%-<)< <^Са^) ^<^С^) < д,Са^4 >) -

Мы построим во врастающую систему КД;Ч 4 ̂ г? %** для 
"Ь 4* ш О > 

которой выполнено <иг$'» Ь #с * о ^ •* т * и 

Согласно теореме 3 и лемме на стр. 316 иа 143 сущест­

вует возрастаюцаа система .РЧ 4 ^Х^ чХо такая, что 

К * ^ * *% - <** > ** (Лг1)г1*ш0 строго 

монотонная система КДЧ, 

(<& ^а*-«г * < 9- ̂ ф * ! э У4/ ( 1 ^ <. < 4,. з 

и, следовательно, выполнено (4) . 
*с 

Мы определим ^ ^ - ^ $л*,* и докажем, что 

для лжбой В -систем» РЧ { с^}^ш0 выполнено 

(5) ^ 1$<д,<сл))-<р<9'<*1„4»1< ?«*,+ к -

Ясно, что достаточно ограничиться рассмотрением слу­

чая , ко гда 

УМ1 С1 * Яь * «е АО &+ бб^э 3^<0* & ёгХЛе^М )). 
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Тогда мн ввиду (2) и (3) получаем 

Допустим, что верно 

(7) V^,Л СО * I < X -6 Л э Со, (с^ ) «г 

-» $* < \ ) ч / ' 9 ^ С с - г . ) < 9 ^ С с г ) "̂  ^ ^ ^ 9- Г с * > ) ; • 

Мн построим возрастающую систему целых чисел (ЦЧ) 

{ Лх Ъ*90 такую, что У-̂  СО & $. & въ э си^ ** с- ) . 

Пусть ф НЧ, 4 -6 # -6 эе . Ввиду (7) имеет мес­

то 9* С а ^ - | > ^ 9* С а ? } ч / 9 С а * ) * 9* С а#->* > • 

Пусть, например, (^ СФ-^^) ^ с^Сси») , т*е» 9^с.€. ^ 

- 9 ^ ^ -Тогда ясно, что система ВДЧ { 9* ^^-Г*'*»0 

является неубывающей. 

мы построим воерастаяцу» систему ВД ^"И"*,* ^%т о % 

определим ЛА* 0 т& Л*ттЛ а для НЧ ^ , еслж уже по­

строено 4 ^ А л и внполаено- X• А -е М*; л ^ <• Л'Ьс 

^ Яг (°4^ ) * Ф(с* )т а(а.) , пусть 

Заметим, что 

( 8 ) 

Далее мн построим систему пар целых чисел 

< **,*,* ° * * > * • - **"< 
Если *1 ** I. - X. л , то V* (,«. А ^ ^ А э 
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и мн определим <р'*а*0. 

Если &. <. Л. - Ллн , то существует НЧ ^ 

такое, что 

(9) 1 * а * Л Л < < я*,-_ - ль. . 

Для всякого НЧ д, - Л-ш которого (9), выполнено 

у * с " * , * - < * х * --V* -»<«-««-.-.>**» с<Ц, а_, > ̂  

^ 9 - < с > < < . ) . ( с г > ) > , 

мн определим 

* г * < а * С « ^ _ , * .* < .«.^ А 9- ^ < > -• *> С<Ц,,*--* ̂  * 

и включим в (8) все парк Щ ^ а ( ^ + Л , где 

*?,*-< "* * * ^ * , & "• а ш V ' " п а р т Ч а «*,.1-« 

Тогда 1 а ( о ^ ) - 9 - ^ ^ ) 1 -

- 2 19- Се- „ > - 9- ^ с ^ >!,.•-, .,' 9- ^с. > - аСс, ,)|. 

«. ^С^)-д.Ссь.)\&11\а.Сс.а. >~9-^с„ >| 

и ввиду (2), (4) и (1) 

Д I у ( а ( с ^ ) ) - <р(аСе^ ^ » I * *- ( ^ ) - пг С^ ) <: 

<Д| 9 са(ф>- 9 ^(^) ) | + 1 1- ; = и . , - 1 ^ - . 

.$ , *Ч<Чл. ) ) -* с Ч .-у. ) ) и 

* * - & , » < Ч * 1 ) - * С Ч . ^ ) | 
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и, следовательно, 

Л^9^(cA)ì-<p(9(a^léJ,l9(g,(c^) -

ŘmttT 

Допустив (7), мм для всякого НЧ -^. -( 6 ^ -6 ее , 

вывели (10). Таким образом, ввиду (6) из (7) следует 

Д|<уС*СсА))-<рС*Се^>)1-^! %^ + ̂ ш $т+т , 

т.е . (5) . 

Однако, как мы внаем, верно Vxп^'Ы'< фШ-%-1 (х <: <$,)) 

и двойное отрицание (7) . Следовательно, (б) доказано. 

2> Для всякого НЧ /т мм в 1} построили КДЧ | т , 

являвшееся, значением определенной вариационной суммы функ­

ции ф ж ф, и такое, что для любой Ъ -систем» РЧ 

С С* 1г., * выполнено (5 ) . 

Мы получаем V<т,*ъ С ^ ^ <: $ш + 1 А ^ * 

^ $**+*>* *7+Ъ ) *> следовательно, VтЬ, П ^ $ш+^* 

< 1т" ^ * ЯУ0*** НДЧ * " предел фундаментальной после­

довательности ШР4 I „̂я,-*,-̂ ,, • Тогда 

(11) Ь ( 1 5 я - * | 4 ' . 
для любых 3 -системы РЧ ^ <-х^*0 и Ш /яг выпол­

нено 

| , 1 9 - 9 - ^ ) ) - 9 ^ Ч ^ ) | < г 6 » + Ж * * + & • 
А 

и, следовательно, .2119 ^ <Сгг ^ ~ У ̂  <СЖ-^ ^ ' ^ * * 

Ввиду этого и (11) верно Vан, (х 9<р х <},, 0 & 4) . 

Доказательство теоремы 1* Мы используем теорему из 

4Я.9-



18}. Согласно этой теореме верно оС(4) Вс ос(д,) А &(д„) . 

Пусть ^ НЧ такое, что 

(12) Vxп^.(\4(x) -4(<ц,)\ А *.\х-ф1) * 

Тогда Vт,^^ ((Ъ(<&91.т,,&) э (1(4* $<,<ъ>9 & )) и, 

следовательно, мы на основании СЬ (<&>) получаем 

(1(4 * д,) . 

Итак, для завершения докаэательства достаточно вы­

вести ос (4 X а, ) и применить теорему из С8Л• 

Ввиду (12) и ее (4 ) Вс ос ( д,) для всяких РЧ 

О/ и Яг верно 

У х ^ ( 1 ( а . * ( . х > - ^ ( * > > ~ ^ * * С ^ ) - % ( с у . ) Л *= 

* ( С С 1 Ы З + 4 Ь * + Е14к1Л-М). 1 х - /^1) 

ш ос, (а .4) Зс ос (д,) и, следовательно, выполнена 

предположения леммы 1. Согласно этой лемме и теореме 

6»8 из 133 существует функции * ^ 1 ^ т ш ш я » ч т о 

Ух/м. СО* х < /у, 6 А э V^А, (%л,(<у>)~ хл^(х),<Ь'**д>-*пд<,ХАу~)). 

Мы определим ^ .е?-'"Ь#(С(аП- .-4) • 

Пусть а РЧ. Мы построим КДЧ /и^ , для которого 

верно Уа^ (по^, а. 4 * д, - Яь^ , 0 & 4 ) 0 

Цусть /пг НЧ, «* Л^ НЧ такое, что 

(13) Вт « Я^А &С4 * $,, 8<т,.Ш<ь\1+4), 1^ ) . 

Ввиду абсолютной непрерывности функции «^ сущест­

вует полигональная функции д^ р НЧ эе и система РЧ 



Vix H -- ^ * ** & " " ^ * * * I T =» <&-» c«* > =• 

ае 

и для любой В -системы РЧ -С с^ ?? ... выполнено 
-V Л, т О 

Функция (^ - фт, является абсолютно непрерыв­

ной и согласно С 2,1 и теореме 6.8 из СЭЛ существует не­

убывающая функция̂  пг , для которой верно 

Ул^СОбн-йС/ы,.^ 4 _э 1€и&(<!г6у,)-лг(ос), ̂  ~<йи,, * Д Ц*)) 

и, следовательно, /гг (4) -4г*С0)< - — и 
С2^4).*»А$.Д Ш, 

(14) У^С.-^^дй э е з У а - б С ^ С ^ ) - о г С ~ ^ ; , 

По теореме 1.3 иа [ 3 ] существует воврастающая сис­

тема НЧ И^Ъ^^ такая, что 

ЧЪИйЛь* о> => 4 ± л^** ***•<.*-(%) -

(-5) - У (-%-1)< м \ ))& псе и) 
ее ЦТФ ап\ #. •ае 

z> 

=> TTrř-TT-ZaT r̂ < v ( s - ) - » ( ~ » . Сг'-ИЬтА^.ее ч ее у ае 

где V^(^еи) ^ (4&1&*. Ь^ЗЬМ&Льб *>&+** 4]и » ) . 
Ясно, ч т о ( е е - * > ) . — — 2 — < /уС4) - У (0 )<--

С2*+ 4 ).<тг. %.ее ^ ^ Ь я Г ^ ^ * 

и, следовательно, ввиду (13) 

( 1 6 ) 2 |±^ д.±.|--^<4 : : *•=. • 
«о*> ае ее * *»* 8<т, 

Можно построить Ш Я . 2 ез Л , для которого для 

всякого т М, , 4 6* А*. & & А --г * I /Э- I , верно 
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(17) < V Га.-I5 * ?• - --|Г «^И-зе-.Л *»-« ' 

ее ее * - > ^ *• а » / » ^ * 

Мы определим %ш *4» У (о, Л * %> - М^ , *5Г"а***0 * 

и докажем, что для любой В -система РЧ { С • ^ ж г 5 

выполнено 

(18) *Са.**а-.Н,,*с^ .?„>< ?^+ ~ • 

Ясно, что можно ограничиться рассмотрением случая, 

когда существует возрастающая система Ц;Я { &± !*'* 

такая, что 

1) Ввиду (13} и (16) мм имеем 

( 1 8 > * Л У . 6 » ^ * в ' » С е # , * - » . П 5 1 - - » » > * • 

2); Пусть Ль НЧ, Л & Ль 4 *> . 

а) Если 1/3-1 -с 3 — то ввиду (14) и (15) вер-

НО 

^ . - • г ^ - * ^ - % - ( > - * * ' ^ > - ^ с ^ е 1 ^ -

ее ~" •̂лп."«а> »е 

в, следовательно, мы ввиду $, - * . СИ а. 11 + А ) к (12) 

получаем 
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W C » . f ж a , í î j ţ Ï Г l * î , - - 5 ^ Д 4 ŕ ) * 

-ÉЖC-a.-f**, <càìl,,^r - * ^ > * 

Но тогда "кУЧа.-»** а -А,, < с ^ , Д , , 

1ЙЛ1 . *»,ч^ V -* . . . . , / 
ее 

i - l é l HC. lae.^l.Ca.-ffaÇ-^--»-
** ' ,t-Cţfc»O.Л*1 **Іt.i+1 

,Ł-A -*.<(<i,(Ščl[))).CЧ-c^)-(c.-c^)\+W(<v.<*r , 

<èi^^^^^a.f*aЛ^,%^Д-t)< 
< VCa.f*a-Л,,, ťźзcłîlf , -%-- a # > + 

б) Пусть 
åñfin. ç^ Í>. 

и (15) 

wc 

2/т.ве 
Тогда ввиду (14) 

9Є " «. 

*WC-|-- .a -^ -Cc^ î Д , , ^ " Ä ".5° Ä 

4 , , *.fc. I • ^ - 4 чч _ в*щ,g, 4 

i/ЧJ 
• (<r(^t)-1ґ(І*žî»<-тџ --— = -= 

и, следовательно, ввиду (17) 

WCa.f**-A f ,,<VІ , .., ł ^ 1 д ^ > " 

-^•9-,<^^,V^>-
' **. 

* W C a . f * 9-

+ wt-t. »-*,, -fc^r,, % i a £ ) < 

< WCa.-f *a- 4r . q-^hcXt,^*^ 
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Таким образом, мы получаем 

W(o,. f*9'-Ч,í*ł,íJ.вî-^,W(a..f*9—Ч -

*с*-йо'"тг-' А "Й-} •••*?., * " < * • * * »-*.,» 

и оценка (18) верна. 

Аналогично рассуждениям части 2) доказательства лем­

мы. 1 можно вывести Ут,М, С I $т - $т+ц I < ~г ) 

и покавать, что для КДЧ <ц̂ , - предела последовательнос­

ти цда Ч { ^ 1 ^ - выполнено Та* С/и ,̂ а. 4 ж д. ~ Н^ , 

0 ^ 1 ) • Следовательно, верно 

(-1 Со, » 0) э У а ^ С щ . ^ , * * а - 4 1 , , , 0 д 4 ) ) . 

Ввиду только что доказанного и определения функции 

^ ^ мы получаем 

УЛгССлг* 0 аУм Сх^0С4) - %ьоС0),4 ж ъ-Мъ, 0*4)) & 

АСпСЬжО) эVагС^^Ь>^.<Ш'4 ,4*<}>-*%, О д 4 ) ) ) , 

т.е. «о С4 ж ^ ) . 

Теорема 2. Пусть -Р и ф, абсолютно непрерывные на 

0& 'Г функции такие, что Ул ГО--* х --в 4 э 0-6 д,Сх) & 4 ) . 
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Тогда функция -9 * су абсолютно непрерывна на 

Од 4 в том и только в том случае, если т* # 9" являет­

ся функцией ограниченной вариации на 0 д А „ 

Доказательство* I ) Согласно С23 из абсолютной не­

прерывности + # д, на О д Л следует 

3 х, Уаъ (х , * * у,, 0 ь 4 ) . 

П ) а) Пусть < И*-. V, • Ьл , < Н ^ *„« Ц , а 

До, и Л» функции такие, что 

У<ьх ф(16<ь&2&0шх<.пЛ,*<1=>Н4' (пф,) -

(20) - **? (х) ш /*ЧЯ* 1^* М,и^)-М,^(х) 6 

ё: А? 0и.)~ Аьг (х)) . 

Тогда, как мы покажем, выполнено -С Н/Л 1̂ ^ .6 Ш^}^ # 

Согласно теореме 2 ив СбД для почти всех КДЧ. х ив 

О д 4 существуют КДЧ ъ ж %„ такие, что 

Ъ(А4ь&1а?(хг,<Я* %„*)*!> (ж*,*,4,*)) 

и, следовательно, ввиду (20) выполнено & & %,„ * 

б) Пусть {К^, %ь & X. , а А функция такая, что 

Ухпу(0&*<ц,&<1 э М,(ц.) - Лгь(х) ~ /?<Ят,Ъ ) . 

Тогда мы ввиду теоремы 1 иа 162 ж Ум,лг (0 & лл, * V6 

« Л о \М*>)-АъШ\ш\%\Н1Л\ I * СМН^ I) 

ораву получаем 

У*Ъ(0&х<Ф&4эУаь(/*1<НтгЪ\7Лг9х* у.)) . 

в) Пусть <Н^0уш1Ч9 <Н* * Л # Ц такие, что 

' ^ л * * ' ш 1*^5^ ̂  I , а 4*1 и М,* функции, для кото­

рых выполнено 
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Щмц,С 4 Ы 62&0**<сф&4эН4(<+)-&СхиГЧН*}»). 

Тогда, как мы докажен, для всяких РЧ а, и Аг9 0 & а, <. 

< Яг & 4 % существует возрастающая! система Ш {с.1? л 

такая, что а, *» с0 < е^ « Лг и 

I ; Н % С * ) ) - ^ * СаЛ) I < ^ ^ ^ 

Ясно, что Л V Л 9 где 

А ^ О ^ С д Л ^ - Я Ч д Л а Л И ^ 

ш А 2 ф ( 0 - с 1 ^ С ^ ) - ^ С а ) 1 ) . 

Если установлена верность А* , мы определим 1? *# 4 , 

Если установедена верность А- ,мы положим 

| Ф <т1пъ($,(а)9 (^(Ь*)) и *Г1^ агисис(ф(а,)9 с),(4г)) . 

Тогда 0 4& & < 4^ ^ 4 ими получаем I Л? Сф, С-С̂А) -

Ввиду Уо^С/ КЯД?^"1 , <*ьй , § Д ^ ) существует воз­

растающая система КДЧ {1<г, 1 ? - такая, что кг «г 

^ § & * ^ « ^ и I А? Сд,С*))- *?'(ъ(а,))\ - ^ < 

ф*1 Ъ Ъ-1 

Но тогда можно согласно теореме 3 и лемме на стр. 

316 из 141 построить способом, описанным в доказательст­

ве леммы 1 требуемую систему РЧ ^ с ^ Э? ^ . 

г) Пусть <у ИДО такое, что Уал, (V, $ * д,, О л 4 ) • 

Согласно теореме 2 и а 16Д существует < Р % ш X, 

такое, что 



(21) Vxч,(0 6x<V* 4 => 4 (у,) ~ 4 Ы) * /*< Т^}т). 

Для всякого НЧ р, согласно лемме 1 и теоремам 1 м 2 

иа С61 выполнено { Х0 ( Т^ ф ) } ^ с Ь к существу­

ет абсолютно непрерывная функция 4^ . для которой верно 

(22) ^ (0) - 4 СО) А Vx^, ( О ^ ^ ^ ^ б Ь ^.С^-^Гл)-* 

• ^ Л ^ Р Л , ^ ) ^ ) 

и для почти всех КДЧ л ха О д , существует ВДЧ %, 

такое, что 2 (сс^<1^^, ^) & Т (ппл^ (/гтт, Сх,^),-^) , 

*-71

0(?т,>Ф'Кт,>*>) & Ъ(таисС<тт, С ж , ^ ) , - ^ ) , - ^ , * ) . 

Таким образом, ддя всяких Ш ^ м ^ выполнено 

(23) К А 0 С Г Л , ^ ) ^ и К Л в С Р Л , ^ г + г ) ^ 1 ^ К ^ ^ 1 , 

К Л 0 С Р Л , ^ ) ^ - - С А0 С Р ^ ^ + г ) ^ ! ^ 
С 2 4 1 -- К Л о С Р ^ , ^ * , . ) } , , ! 

и КА^С.З,,,^.)^! & КОуЛ сГ/р. ?„,, и мы по следствию 

теоремы 6 из С в] получаем 

(25 > V* <$. СI ^ Сл) - ^ С-у.) I 6 -р. . I х - л+ I ) . 

Согласно лемме 1 ив Г 63 мы для всяких НЧ т> к ф. , 

бСГ^) * *, , и КМ х, О А х 4 4 , имеем Р^ *Г 

1*Сх>-V*)! " • С«Т<*Ъ' <**<?*,*>»*» * 

* ^ К - ^ и - < Л 0 С Р Л , ^ ) ^ » -

- Н Р ^ ^ - С Л ^ С Р , , , ^ ) ^ ^ * ! ^ ^ - - ^ » ^ * 

+ НА аСРл,^)и-Я вСР т,-Г1.)11 ( 1<; -----.1 • 

Итак, выполнено 
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(26) 4 * * 

и, следовательно, 

(27) и * * т^? *** > 
По теореме 1 для всякого НЧ <р, ввиду (25) функция 

$р * 9* абсолютно непрерывна и, следовательно, соглас­

но теоремам 1 и 2 ив [03 и б) существуют -Г К% 1^ * -Ц 

и функция пКр, такие» что 

Ухп}С0 4*х <ф 4 А э % С^Спу))-^С<^Сх)) -

(28) ш /+<х?1пь %(*)-%(»)«л<к:ъ\ь 

А Vа<, (%СрУ-%Сх)9 **,*%>, * * <&)) . 

Ввиду этого и в) мы для всяких НЧ /ц, и з, получа­

ем на основании (23) 

(29) 0 * /1^ С4) - пг^ СО) * %+гС4) - %+%С0) & <* 

и 

(30) 

и» следовательно, согласно а ) 

(31) Н О * , 1 * К Х ^ ^ 1 . 

Пусть /яг НЧ. Тогда существует Б -система Сс^}* 

для которой выполнено чг - — «с ,2Е Н Сд^Сс* )) — 

- 4* (<%* (с-лтл1 )) I 6 V и ввиду (26) можно постро­

ить НЧ <р, такое» что для любого НЧ ^ верно 

"%.«»& ^^гС^У-л>^.гС0) * /и- (см. (гв)и(г9)к 
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Таким образом, мы получаем С<ц^С4)-ги^СО)) ^^ <гг, 

т .е . «/ НХГ' I* I -г-*^* V и1 следовательно, 

сз2)у<т.а^Усг«7^^ккГ*и'-^кСи1<: ДГ > « 

Пусть ^ и с^ НЧ, а 'м^*.,*. Функция такая, что 

VxщСО 6 х * ^ & 4 э щ>9^(ф)~ <ш^99^Сы) ** 

- ^ И К ^ - < К Г * ^ > > • 

Тогда согласно б) выполнено 

У х / у ( 0 . 6 х < ^ -^ Ъ Чои*и Г ^ , ^ С ^ ) - ^ Сл) , 

^ * * - V * * * 7 * * 1И } ) 

и мы ввиду в) и (24); получаем 

-6 1 ^ ^ ) - < Ч } ^ С * ) ) 

и, следовательно, на основании а) верно 1 ^ К ^ ^ - 4 X ^ * ^ 1 ^ 

--* ^ К ^ 4 " ^ ^ ! • Иа этого и (31) ввиду верности 

формулы Уос^Ол-^1-*И^1* 1x1-6 1<уЛ э 1х~*^1 -г |<у, |- |*1) 

непосредственно следует 

(зз) кк^-^кГ^^'^Г^'-^ 1-^*-.' • 
Согласно следствию теореме 6 из С 63 из (32) и того, 

что для всяких НЧ лр, и ^ выполнено (33), следует 

у^а^Угс^кк^и-^Г^и^ 4: ' 
тогда ао лемме 2 из С6Д существует < К#.,'

,

(Я, с Ь., та­

кое, что / К С * » - < К * ' * 1 7 - Г ^ ° ' 
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Отсюда мы ввиду (27) и того, что для любого НЧ ^ь верно 

(28) и 

Уос^ СО к х < гц, 4. А о М^СфСгу,))- ^ ($,(*)) -

приходим ж У Л ^ С О ^ Л < / ^ -64 э 4 ($,(<у, ))-{($, (х ))т^4\\?* 

Но тогда согласно теореме 2 ив €61 функция 4 * а, аб­

солютно непрерывна на О А 4 , 

Следствие.» Пусть 4 и ф* функции абсолютно непре­

рывные на 0 & А 9 пусть. Ух ( 0 6 х & А э 0 6 

4 ф(х) & А . Тогда 

а) если ф* не может не быть неубывающей или невоз-

растаоюцей на О А А 9 то ^ ;* д, абсолютно непрерывна 

на О А А , и 

б) если функция 4 * <̂  не может не быть неубмг-

ваящей или не во врастающей на О А А , то она абсолютно 

непрерывна на О А А , 

Локавательство, а) Пусть пг функция такая, что 

У:*^ С0&х<<гу,*А~) Уа,ъ (<гг (/у,) - лг Сх), 4, «х А лу)) • 

Тогда 1Ъ*С|4гСф(0))-4Г (фС4)) 1, 4 # ^ О А А ) , 

б) Выполнено \&*С14С9*-С0))~4С9'Ш)|,4* <^, 0А А ) . 

Пример» Можно построить абсолютно непрерывные на 

О д А функции 4 и <^ такие, что 

1) 4 возрастает на О А А , 

2) V* /у, С О 4* х * гц, 6 А э 0 ** %>(*) &А А 

& .9* С * ) - д,Оу-)| -6 I * - / ^ / ) , 
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3) 4 * с^> не является абсолютно непрерывной 

на О А А и 

4) ^ ^ с к с ^ и ) ) - ^ ^ ) ) . дб и - ^ 1 ) * 

Доказательство» Мы для всяких НЧ лр, и КДЧ я опре­

делим 

4С*> щь^-^г' П х - ^ ^ и - з г а » * 5» > > 

Тогда, как можно доказать прямым подсчетом, выполнено 1) 

и для всяких НЧ ̂  и /т. и КЦЧ х , <р> * /т> А -т%% --= 

* * - -ртм • в е Р Н 0 % с р < ) в зя» + ^ • с * - а»: > > 

- ^ ^%(Х)^1^^ и 4С<р^С*)) т х . 

Для всякого НЧ ф функция 4^ полигональная, 4 - ^ 

является неубывающей на 0 д А , 4 С 4 ) - 4 ^ С 1 ) — 

- С4С0) -т^С0))аг — ^ и > следовательно, 

Уо/& С ^ р , 4 - 4 ^ , 0 д 4 ) . Таким образом, т* абсо-

лштно непрерывна на 0 д ^ . 

Существуют покрмтие ф и последовательность НЧ 

***><* т а к и е » « о У л с Д в ф ^ К - | А 1фл1 « - ^ - ) . 

Тогда согласно С б ] , стр. 470-474, ряд 2 I ф л I не схо­

дится, I ф^1 - ^» 0 и, следовательно, ряд .ЗЕ I ф ^ ! 1 

сходится» 

Мм для любых НЧ Л и КДЧ .х определим 

\Сх) ф -1. С I х - ЭлСфА)1 + и - Э/п,Сфг)) -

- I 2* - Эл Сфг) - Э/п, Сфд )) ) , 
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**-.Ьс*^с*~с*"-^**с*Гл-с*ш ' 
Тогда для всякого № 4 функция 9% полигональная, вы­

полнено 

Уп(.(.Я^пэУслС-^. 1фЛ1а, 9--92.Ф .*» * 

4 ^ ^ э ГолС-̂ -д--? • 1Ф»»1, 9 ' -9», Ф*-»> 

и, следовательно, легко убедиться в том, что 

Итак, мн ввиду сходимости ряда 21 1фЛ,1а' дока­

зали абсолютную непрерывность функции ф* • Непосредст­

венной проверкой можно убедиться в верности 2 ) . 

На основании отмеченных свойств функций I и дк , 

А 4 *> , мы получаем V* С* * ^ (*) *&, %-, С*> « Д ± . 

. (1ас-ЭлСф^|4-и-Э/л(^)1-12х-Эл(фЛ)--алСф^)/)). 

Но тогда верно 4) и существование вариации функции 

{ ж о.' на сегменте О А 4 равносильно сходимости 

Р я д а Я г 1 * * 1 • 

Мы уже знаем, что ряд 21 ( ф Л I не сходится и, 

следовательно, согласно теореме 2 выполнено 3) . 

Лемма Шт Пусть •? функция, а /и Ш. Если сущест­

вует полигональная функция Ф такая, что'для любой 3 -

смстемн РЧ { с ^ Х . о выполнено УС*-У, ^с1^%га^ < 

< ~7Г~~ 9 то 3/т. & ^ * яь* <*** У ' 

Доказательство. Существует Ш ть такое, что 9 

линейна на всяком сегменте ,-щ," -̂ ТиГ л ** * г т ^1-
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Пусть { с.: »V _ п В -система РЧ такая, что 

У4 (0 е 4, 6 т, =>аф(06фб1:& с+ «"-;>>• 

Тогда V С* - *< я 1 > , < с ^ ) * ИГ<« - -П «V %*<> > + 

1 /иг и*о / % 2 * 2 ^ /П-

На основании леммы. 2 и замечания мы получаем следу­

ющее утверждение* 

Лемма 3. Пусть 4 функция такая, что ос СУ1) • 

Тогда т* абсолютно непрерывна на 0 л 4 в том и толь­

ко том случае, если V#^-^-ч Зтъ (В С4, т., /т, ) . 

Теорема 3. Функция у абсолютно непрерывна на 

О Д 4 тогда и только тогда, когда 0>$л ( у ) А л Су) • 

Доказательство, I ) Ив абсолютной непрерывности 

функции у следует согласно теореме ив С82 и замечанию; 

а л л сд>) * ос су) . 

I I ) Пусть у функция такая, что й ^ д Су) Л 

& ос Су ) . 

а) Пусть ф покрытие. Тогда по лемм X иэ 182 верно 

ос Су/ф ) # Мы согласно части 2 доказательства этой лем-

мн получаем 

V* СЗ* (Л (<р,4, Ль) &ЗЛас<р,Ь*ь,1)эЗт(1 Су/ф,/*, <т, )) 

и, таким образом, из &тА Су) следует (И^л (Ър/ф ) . 

В части I I I ) доказательства леммы 3 иэ [8^ доказа­

но 

\»* саг а су/ф, г,*,, ^ ) эЭт, с у*<у/ф,/т<> са^н >< та» • 



Ввиду этого мы на основании верности &и»д, (ф/ф ) 

и принципа А. Маркова получаем 

Vт,3<т> (Т*<ф /ф9т > (0&4) < ^ ) . Аналогично верно 

V<^ъ Зт ( V <<р/ф,-т > (0&4) < -% У . 

Ввиду только что доказанного к ас (<р/ф ) мм 

согласно доказательству леммы 5 из С83 получаем, что 

функция у/ф абсолютно непрерывна на 0 л А . 

б) В части Я доказательства теоремы ив 1Ы доказа­

но, что для любого НЧ пг из ЗЛ, й (ф9 5т,, Л ) и 

того, что для произвольного покрытия ф функция ф/ф 

абсолютно непрерывна на 0 д ч , следует осуществимость 

полигональной функции Т такой, что для любой Ъ -сис­

тем* Ш К^ }*т0 выполнено ИЧу- ?, <<Ь}?'90 > < ~ • 

в) На основании &&л (ф) & оС (д> ) получаем 

по а), б) и лемме 2 Vт,~\-пЗгт>&(ф9/п9/т,) . Но 

тогда согласно лемме 3 функция <р абсолютно непрерывна* 

на О А А , 

Пользуясь замечанием и леммой 2, мы сравним теоре­

му 3 с теоремой из [ 8 ] . В следующем А - стандартное 

расширение алфавита С 0, I ; — , / , -О , а } , а для 

любого нормального алгорифма *0С а А посредством 

6 ИЖ 3 обозначена вались % . 

Согласно теореме из 181 существует нормальный алго­

рифм Ж в А такой, что для любых функции Ф и алго­

рифмов Щ и & в А , для которых верно 

Vт,3т> ((Щьт^~ т) &&(ф9#ъ9/ю,)) Зс 



выполнено У/п 3/т, (( Н^ ._ Е <рЭ а Е ЧК3 а Е Л-Э о т^ — /га,)А 

& 3 Сор, / п , /т. )) . 

Согласно теореме 3 существует алгорифм 9% в Л 

такой, что для любых функции р и алгорифма & в А , 

для которых Верно й~ЛСд?) А Уа Зж ССФ^а ,̂ -3* ж ) * 

& У*а*> С ж , у - ^ а , 0 л 4 ) ) , выполнено 

Ут Зт((%%{1 <рЪа В&Заоь^ с~пп) Я ЗЬ (ср,т.,<т,)) . 

С другой стороны имеет место следующее. 

Пример. Существует функция д? такая, что 

1) Ух<$> (\<р (х)~ ф(^)\ * \х ~ <ц,\) и, сле­

довательно, (И Су) 9 

2) Ух«,п-1 Зх ГОЛ (Х, д> - Яъ^ , Ой 4 ) , 

3) Ф не является абсолютно непрерывной на О А 1 

и 

4) для всякого ни т. существует функция 5^ такая, 

что &, не может не быть полигональной и выполнено 

Уод, ( — — — , у ~ С> ^ Л ^ * > и# следовательно, 

У/п п п Зт <8 (<р, /п-, /т. ) . 

Доказательство. Пусть ф покрытие, 

У/п С.Х !ф. I < -зг ) , а № алгорифм над алфавитом 

•С 0 7 I 3 с алгорифмически неразрешимой проблемой примени­

мости к натуральным числам. Согласно [4],стр . 305, сущест­

вует алфорифм /& такой, что 

УМЩ*&иМ^ & (<*иМЛлЖ А э Ф^Ль^Ж А))ёс 

ЬЧАь(1<Ш'ими т Зт С&^М,^ ас Л » . 
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Пусть М НЧ# Тогда ясно, что последовательность 

сегментов -С Т ^ *, 9 где 

УЫЖ^Ф ж. С4 + Эл Сф€)) Л ~к . С 4 +Эт. Сфь"))) , 

является точным рациональным дизъюнктным сегментным по-
4 * 

крытием сегмента "этс" д л9ь-1 ш выполнено 

V*. С.|̂  1У*1 < -_4г-?-) * ЭлСУ*) - _к * 

АЭлСУ*)- -__--; . 

Ввиду этого существует для любого № Л система 

дивъюяктнызс сегментов К И*"* ^г*!* 1 которые 

содержатся в -—— д • ̂ _^ , не перекрываются с сег­

ментами системы { Г * !**_! и для* которых вы-
<% *> я 1 

полнено , 2 1 Д * ' * 1 - р ^ м - Пусть Л * ' V р^д ^ * ^ 

Мы определим ^ ч»ь 0 , если 

Сп С^Льж^ х Л ) у ^ П 1 ^ * , <д€ -2- 4 ), ж Л ) , а 

"Ь̂  ^ 4 в другом случае и для всякого КДН * 

+ и - Э « С Л ^ ' г > 1 - 1 2 * - ЭлСО^'*)- ЭлСа*'')1 ) 

д^С.ч)-|^ _ а ^ ^ •С1х-_--1-1.ч---б-т'+ -_«>• 

Тогда <-^ полигональная функция, а -^ . полигональ­

на» Функция, которая равна нулю на сегментах 

Следовательно, ряд функций 2. ^ц9п_ сходится» 

Мм обозначим ^ ^ 21 - Р ^ . 
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Тогда мы получаем 

V* ССх & -р- э *%Сх) - 9^Сх) - 0) Ь 

* 1 
* <• -рГ^Г * Л - э ^ , С о с ) - 0&9а«,С.х) - ^ ) ) А 

А С-. ! «"_.**, э \ = 0) &. 

АУх/^С1С^(х) + с^ # 1(х))-С^(^> + 9 Я г ( ^ ) ) 1 ^ 1#-у.П, 

(34) Ул(п32гС0**^^&(*- . э л с . а * ' ^ х - . - | . 

. ( Эл СП*'-)* Э/л СП.*'')) V х ш Эт. СО;Уд» гз 

эЭ»СЭСя:,^+9 > г ; ,»х)&ССо<»б X V "-$-- 6 х ) э 

э » * 0 ) Л ( - ^ 6 л ^ ^ э - ? Д г а й Ж ^ -р-Ь-гт.»)) , 

(35) ^ С С п . Ш ^ э ^ а ^ - ^ ! . ^ , . ^ ^ - ^ , 

-рг- - ! - - ) ) & ( ! ^ . ^ э Vа*СI-г̂ -̂•-4-гI• -̂ 4~5 + 

+ | , ц г ' - 2--**- ' '7Р+1 + | / ц Г ~ 2--*-»- '* дУ»* > 

функци* * + <)^ возрастает на —-• д • ^_^ и 

Таким образом, ряд функций .5 С̂ к +• 9.*,^ равно­

мерно сходится* Пусть д> Ф-^.^ С 4^ -ь < ^ ) и для 

любого НЧ т, — (У ^ Л 2 1 (4. + а». ) , Тогда 

V*.* (-^ й. о< 6 --4--- -э 9 С*>-вТ-д- ) + V * ) + с^ С*)). 
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Согласно вышеуказанному <р возрастает на О Д 4 , 

выполнено 1), для почти всех КДЧ # ив 0 д 1 

Зх(Ъ(х,<р,х)&0<х* ^ 8^VА(-~ь4 х & ^ Г э 

3 5 ч\ 
ъ -&ЖП * * * да.1*.+.а. » > 

^ не может не быть полигональной, Vx(Я^

т,(о^) ~ 

&<ф(тмхк(~2%1; * ) ) - <р ( « л )) и э следовательно, функция 

9 ~" %> является, неубывалцей и ввиду д> М) — % ^ ^ ) ' *" 

• ( у ( О ) - ^ Г О ) ) . у С - ^ > - ^ ^ верно 

У а * ( У, 2 * ^ , у - ? 1 , ОД 1̂ ) . 

Пусть /а КДЧ. Тогда не может не иметь место один иэ 

следующих четырех случаев* 

а) ни & й . Тогда, функцил <р - /01̂  возрас­

тает на О д 1 и, следовательно. 

(36) Зх Уа*, (х, <р - Н^ 7 0 & А) . 

5 

б) ~трр- ^ ^ • ^огда ввиду 1), (34) и следствия 

леммы? 3 иа С 7.3 функция <р - Яг̂  является не во эр ас та-

шцей и верно (36). 
5 

в) Суифтевует НЧ % такое, чта . "и±ф++ & м, & 
3 

-̂  уд V • д""' * Тогда по аналогичным причинам у - Лц^ 

является невоврастающей на О д —г- , а неубывающей на 
4 
"Г^ д 1 , Следовательно, выполнено (36). 

3 
г) Существует НЧ о такое, что л1$»+2 -** -и* -6 
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5" 
& -^ д, . Тогда ср - Яъ^ является невоэраста-

ющей на и д -^т- и неубывающей на 'ууГ7" ^ * и* 

следовательно, ввиду (35) (для Л яг ^ ) и верности 

"I-I С( 10^{^ V"1^/^^т

<^^^ ши получаем двойное отрицание 

(36). 

Таким образом, мы доказали 2)» 

Допустим, что др абсолютно непрерывна на 0 д 4 « 

Тогда согласно теореме из [8^ и теореме 6.8 иэ Г3Л 

1 4 
( 3 ? ) VJҺ. Зtr VQЛ. Cir, 97- Лi^ , ^R ^ p ғ г î ) . 

Ввиду теоремы. 1.3 из С3.3 и того, что для любого Ш 

М/ верно (35), мы имеем 

УМ,<г(Уал,(чг9 у- ^^^--Ж А - р с т ' => ^ ' * ^ ^ Ь & 

ш а г - 0 ) Л а ^ и Л Ь » 1 Г « р ! г а ) А С ^ ^ 5 ^ V 0 -с *г» . 

Итак, мы на основании (3?) получаем УЯъ(1 ^ Л Ь , VI!ЪЦ^Яг^). 

Кам мж знаем, проблема применимости ^ к натураль­

ным числам алгорифмически неразрешима, т#е# верно 

-чУМ,ЦШиАь ^пПЛГ^ > . 

Таким образом, выполнено 3 ) . 
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