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Соттеп'Ьа'Ыопев МаЪпетаЪзхае ц'пэ.уегв.На'Ьхз СагоНпае 

1 1 , 4 (1970) 

НЕОБХОДИМОЕ И ДОСТАТОЧНОЕ УСЛОВИЕ АБСОЛЮТНОЙ НМ1РЕРЩ10СТИ 

КОНСТРУКТИВНЫХ ФУНКЦИЙ 

О. ДЕМУТ, Прага 

В классической математике функция является абсолютно 

непрерывной тогда и только тогда, когда обладает ниже опре­

деленным свойством & . И.Д. Заславский построил конструк­

тивную функцию, которая удовлетворяет условию Липшица (и тем 

более обладает свойством & ) и вместе с тем не является 

абсолютно непрерывной* 

В настоящей работе показано, что конструктивная функ­

ция ср абсолютно непрерывна на сегменте 0 А 4 в том и 

только том случае, если а ) &> обладает свойством & и 

б ) для всякой линейной функции Яъ — (у - М/) являет­

ся функцией ограниченной вариации на О А 4 • 

В дальнейшем натуральными числами (НЧ) называем положи­

тельные целые числа, конструктивными действительными числами 

(КцЧ) - вещественные дуплексы ( [ 1 ] , с т р . 7 7 ) . 

Буквы М,,1,ть и /и* служат переменными для НЧ, 4, и 

$- - переменными для целых чисел, а и НУ - переменными 

для; рациональных чисел (РЧ), и, АЬ, V, щ х , ф ж & ~ п е р е ­

менными для КДЧ. 

Точное дизъюнктное рациональное сегментное покрытие с е г ­

мента 0 А 4 - ф (С4 3 , с т р . 4 6 1 - 2 ) назовем просто покрытием. 

если Э л , Сф^ ) » 0 & Элг С ф ± ) =» 4 . Везде определенную 
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конструктивную функцию действительной переменной # назо­

вем Функцией, если 

УхССх -6 Оэ тЧх) « *С0)) &(4± х э * Сх ) = * С 4 ) ) ) . 

Для функции г* и покрытия ф обозначим черев -гУф 

функцию такую, что 

V^x(xв^э^/ф(.V)-:ЯЭл(^)Н^Э^у^ЭлбV^сx-Э^С^))), 

Заметим, что согласно теореме Г.С. Цейтина всякая функ­

ция непрерывна в каждой точке ([2],стр.342>. 

Определения. Пусть 4 функция, х , <у, и х КЦЧ, Об х 4к 

& /у, & 4 9 а # один из знаков + и - . 

1) Систему РЧ $ а,. К _ 0 назовем Ь-системой, если 0 =-

« а в < а, -< . . , < а,^ « 4 • 

2) Для любой В-системм *а*??1' Л обозначим 

а) Уи,<а&т09*А^**1?и ~ 

- ^Слп<.ийС/т4лг,("<а^^, )̂;х))1, ^ * ^ > ^-$^.,0 , х 'Д/у-)^ 

3=*.2- Ст*С*пое С/тх/лС^^х^'^Слла^ 

и 

**<М«-»Г.« > ** **1** ***Со ,0*4). 
3)/ Мы обозначим УйК (х9^9 «X .Д /^) (соотв* 

Уй^*(ж ^ ^ д ^ ) ) если а) для всякой В-систем* <а« }1* Л 

вжюлввио V(•1

е, {а,^ З ^ о , Х А ^ ) ^ Ж (соотв. 

/Ж. ^"!(#в> 

б) для всякого НЧ /п. существует В-систем* 4с . 1 4 я а та­

им, что х - 1 < \^С*,{ о?" 3 ^ , х Л <+ ) Ссоотв. 

* - ± < V*с^>,<с:^,^V*А'*>)• 
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4) Скажем, что •? является функцией ограниченной вари­

ации на .х д /у.-, если ЗАЛ, (Уак, (АА,, -Р, х д <^ ).> . 

5) "Р назоаем абсолютно непрерывной (на сегменте 

О д 4 ), если для всякого НЧ /гь существует полигональная 

функциа ф такая, что для любой В-системы {о^ ^шО в ы ~ 

полнено У<-*~ %„^о.^?„0) < к . 

6) Скажем, что -г* обладает свойством й, и обозначим 

& ( • ? ) , если для всякого НЧ ль существует НЧ Я такое, что 

для любой системы неперекрывающихся сегментов, содержащихся в 

О л 1, - < * ^ А ^ ^ м верно 

с.1:.^. д - / к " 4 эх,\и<и>.)-*(4А,.)\< ~ >. 
7) Посредством ^ обозначим функцию такую, что 

Ух (Яъ^(х) ** х • гпихк, (/ггшп, (х , 4), 0 )) -

8) <*,(*) ̂  УО,ЗАЛ, (УОЛ,(АХ~^~ Л ^ , 0 Д 1 )) , 

Замечание 1, Для всяких КДЧ -а, и у выполнено \АХ,\ =Г 

« .а,4* + чл/" , (-и. + 4Г)+ -е-г .и/4" + пг4" и С-а, -*• лгТ -6 -и."" •*- лг*"". На 

этом основании легко доказать, что для любых функции ^ и КДЧ 

•х и /^-, 0 -** .х «-" /1^ --- 4 , верно 

СЗх(Уа/ь(г,т\хд/^))=31^ 

& У^гх(УолУ(ы,1,х л /у,)& УалГ&^хА/у,) эУал(иг+х,7*,хд<у,)) . 

Теорема» Функция $р абсолютно непрерывна (на О А 4 ) 

тогда и только тогда, когда выполнено СЪ (д>) А ос (др) • 

Сначала мы докажем несколько лемм* 

Лемма 1» Пусть *г* функция, ф покрытие» Тогда 

1) сс($)эУ:> ^х,гУал,(х,-е-Ль^,0д>1))А ас(*/ф ) 
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г) а с я э аа/ф) . 
Доказательство, 1)а> Пусть /у, КДЧ, 10*^1^ возрастающая 

последовательность РЧ, а ^ ' ^ ? / п , последовательность КДЧ та­

кие! что 

Ъъ(ъ-^< аП/*Ч'&У*><,(ъ,*-Аьл,0й4)> -

Тогда для всякой В-системы { е . ??* 0 и любых НЧ /л> и ть 

выполнено I *С* - М^, < е , I * , Г - * « - * ^ ^ , < е . * * 0 )1 * 

Из этого непосредственно следует, что последовательность 

КДЧ {^1^ сходится и ее предел является вариацией функции 

* - *^лл на О Л 4 . 

б) Пусть об РЧ и 1Г КДЧ такое, что Узл> (тг71*. ^ , 0л 4). 
си 

Тогда существуют последовательность В-систем ККа!^ 'С*'** ? и 

возрастающая; последовательность НЧ {Яг^Ъ^^ядя которых < д л я вся­

кого НЧ т выполнено 

*-^<т*-лъМ?&о)*"АУ4(0ш-**щт,*зм.с1*л'' 
тМ** 4* <%,•**,»* УАьЛг(<\бЛь4М,/л+1Ь(А>*ЭлсфМ/^Ъ'= 

»Эл,(ф4.,)) -> 31(0*4. ^/т^&Лгт а,* )) & 

&УК0 6* *<ть.э 34-(0 *4 -- 0*^,4.4 * <% - о&+4у) . 
ЛЬ ^ 

Для любого НЧ /п- мы построим В-сиетему { с * } 1\-у и сие-

тему плюсов и минусов * 61 ?• ш ^ такие, что 

УЯгСЗ&СО*? *<&****&) 9 ЗМ,С1*Л% +4 А 

*Ок.ЭлСф л >у*-Э"<Ф*>>>>*^ 

Тогда для всякого НЧ т, выполнено 

,-с> ViИé^^Ä€*x-
э
З*(1éi^* < г

Г,-c^ •-£)>, 
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*(1-\,<ср& ) -. ПС*/ф-**,<$?% ) и 

*у" 

%4 Ъ*гл<*?*< ш^~ *(Ж'- *•'<" *# ) ] ' 
- МСсГ')-<-СсУ'1,)-<±.Сс^-с2 ^)\ --

-1Кс^)-^с 4)-^.ссг-с^)|)=\у^-^дс^>;^-

- У ^ - ^ . - Г с ? - ^ ) -•*(*/*-^{в?*1^) -

-УС1/Ф- Льл,{ сТС?,,' * ° • 

Таким обрааом, последовательность КДЧ {УМС4/Ф - 41̂ / , 

^ Ч ^ - о ^ л сходится» Бе предел, очевидно, является вариацией 

функции -Р/ф - Яг, на сегменте О Л Л • 

2) Пусть 4 . ^ 1 ^ возрастающая последовательность НЧ и 

пусть для всяких НЧ /и и системы неперекрывающихся сегментов 

К а. д >• }/ „ выполнено С 2 . I а. д Л-. К т э . 2 1 1т*СА>-

- *Са,)1 < 4 ) . 
Ф «71, 

На основании свойств покрытий ([4],стр.461--.) ясно, что 

можно построить НЧ Льо В-систему {е. }1* 0 и систему плю­

сов и минусов { 6 . 3 ^ такие, ч^оVа,СЗ<^(0 4:<^ &^г&а*ге^)~ 

тЗМ,С4&и&1к,0+4&Са~ЭлС§^*<х**Эт.СфЛь)))) Ь 

« В У Ф М ^ - Ь ^ эС1^ж + **ЗМСА&Ь*Ь,с+4&ех_мш Эл($н)& 

&ег^ЭпьСфн)))) Ь^ДН* 1*4-1 Л Ч1 * Тл • 
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Существует НЧ с^0 ? для которого выполнено 

* » ^ 1тЧЭ/»(ф|^)*-*КЭд(фд»))1 . Л ь * + . | А , 
44М$ЦЦ | ф | *° ХО 4*Д*6.|-у.<! ^ 

Пусть т. НЧ, ^ - ^ 4 / п , ^ ^ р . Х ^ * пусть { о . Д ^ * ** . , 

система неперекрывающихся рациональных сегмемтои, еодержащих-

ся в О Д 4 , для которой выполнено 21 I а- Д .& I < •*Т"~ 

№ь* построим систему неперекрывающихся рационяльннх сегментов 

^Сл &с1Лх~м и систему НЧ -С ж • *•* такие, что 

V* (-1 ^ * ^ /&. э -1 ^ эе. & 3 & З Ф (Л ± I 4 * & с. д 4-1 г о,, д ^)& 
с г « 2 0- 1 > * * * " • • - • ч*-

4эе^ » 2 ) у Ж- ФХ&с^-Эд(ф^)4с^* Эт,сфе;^эе3 ^ 3 » 4 

4 У * ( * * * < * э а ^ - с ^ )>> . , 
Тогда # 2. / с . д <**• I « .^1 1а. д >. I < — « 

3 « *** * ** *в-г * * Г/п 

, Е 1тУфС^)~^ф(а.)|-^1.Н/фМЛ-Г/фь.)! * 

*» ы получаем *^*1* 

" ' « ^ 1 * ' * ^ ) - ' ! Ф Ч ) 1 Ч ' ? 1 «А- - . 1 * ^ ' * -с: 
и ввиду 1 ^ > 4 ^ 

1(* # 3 <** 2* V /*"'П.-
-*•*** 

Пусть Ч}М,С1)<ф, Ль) ф 4 && * /эг&. э е ^ - 2&С^ ДС^. с ф^) 5 

^^}ь-'Л В 0 8 Р а с т ш м 1 * а * система всех НЧ ^ таких, что 

Э$- О ($ ,Ж>)) 9 а *--^ 3 ^ ^ система плюсов и минусов, для 

которой выполнено 
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(заметим, что тг может оказаться равным нулю;. 

Мы определи* Vэ (СЪ^ (^ФЭЛН*-Л ^™ *!>(?,*% >* 

«Л^Ж +)) <Ь (\(&)$: ЗЛ (.1 ± А -блп&ЮСгьА^А А^а- -))) А 

тогда У*ХСЕ(-.-,Х) о е - з с - ) * 2-_ »*/фС*^>-1'/*Сй)1. 

. 2 ^ / ф С ^ > - * / ф С ^ > 1 ^ : ^ ^ ^ ^ 

- *СЭлСф^))1 + ~ ^ - Д Д г ) ^ ( Э ^ ф ^ » - « 3 Л С ф ^ ) ) I . 

Заиетим, что ^ X ^ I ф ^ I < - ^ . { т . - Д . 1с^ Л ^ | < - ^ С А ^ -

«У*С4^г-*-,г - ** 1 в2- ж ) 1Ф . . . 4 1*«в . и . ,Ав 4 .1< ^ > . ~ 

Таким образом, 

ГЕ иСЭ/пСф^Я-̂ ЭАСф* »1</-, Г Т ^ ' Д , ^ , 1*СЭт,Сфл)) -

-тчэлсфь)).< г 2 — „ г ^ ^ ^ г~ 
Чж~ 

и, следовательно, ^ 1^/фС4-)--^/ф Сс )̂1 < 2 ^ 

Итак, мы ввид/(1) - (3) пришли к . 2 1^/ф(Х&) -

-*/фСа.) |< ± . 

Замечание 2. Пусть *Р функция такая, что ос (4) . Тогда 

согласно лемме 1, замечании 1 и теореме 6.8 иа Г3],стр.451, 

выполнено 

Vx,ц,С0&X&4ъЗлА,'VX СУо.г (лл,4- М, Од х ) & 

%VсV1?'(V,4-Яг^0дx)& Vа*^<.%,^-М, 0&х) & АЛ, * 1Г+х)) и , 
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следовательно, существуют везде определенные конструктивные 

функции двух действительных переменных (КФ2ДП) %>, % и ^ 

такие, что 

Vx<ц,(^0&x4:4эVан,(<^,(«^,аx), ^-М^0лx) ^Vа^^(с^(^.аx), 

*~%,,0лх)&Vан^(дк(^ах),4'Н^,0лх)Ас^(у,пх) ~ 

(4) в 9 $ И ^ ° * , + 9 а И » ' 0 * , > * с * * 0 э %(<ьах) ш <%(у,ах) -

~ д/ 26^ох) = 0 ) А ( ^ л э с } ( ^ о х ) я ^ ^ о 4 ) * 

* 9* ,<1*о*)- %(^иА) & ъ2(гу,их) ** 

» % С ^ о 4 ) ) > . 

Для всякой функции "I
2 ос а) , 0 которой будет в сле­

дующем речь, мы зафиксируем тройку КФ2ДП о*, ^ и ф, такую, 

что (4), и для всяких НДЧ X , *̂ . ъ 2С 9 X & X , обозначим 

V<^1л^,)(x) «ь&(гу,ах), V4'<^,гу,>(x)Ф д^(^ах) , 

)Г<*,Ъ>Сх) Ф ъ>±(%их)7 V<^,<&>(xАx) ф V<^,п^>Ы) -

- V<^у^у,>(x), У\^>(ХДХ)^%^>(Х)-.)Г+<^>(Х), 

У~<^>(хлх)^^а,^,хх)-У~<^^хх) . 
Заметим, что для всякого КДЧ л^ -» V<^,^,>, ^^"^, ^ > 

и V~<^, п&> > - неубывающие функции и верне V<^,<и.> «-» 

=У*<Ъъ>+У~а,ъ,>& У&^ы^+щ^ш^^ЪъХО) „ о -
Легко доказать следующее утверждение. 

Лемма 2 . Пусть $ и <%, функции, ф покрытие, сь и ^ Р Ч , 

а # один из знаков --= , =-= , -==- ^ такие, что -I2» 1?/ф & ^ =г 

» 9-/ф&0^о,<^г-^ 4 ^1к,(тшх,(Эл(ф1к),а>)*: 

< тА^(3<гь(ф9я),Яг) э&(Ъсп,(фм)}~ИЪл(Фь,))) * 

*(д,СЭ/п,Сф*,У) - &Ол(фн >))) . 

Тогда УхСхеа.Ал> эС*Сх)-тЧа)) * СдДх) - с^(сь))) . 

Лемма 3» Пусть I функция и ф покрытие такие, что 

<с($)Ы -= 4/ф 4 а /»г и <иг КЛЧ. Тогда 
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1) а) У+<*,1Г> т У+<*,1Г>/ф А У~<*, -1Г > = 

а У~<*, «Г>/ф , 

б) У<*,*1Г> -» У + <<Г,-ТГ> + У~<*,«Г> , 

« . Л^-4. У+<*,<гг>- У"<#,-1г>-н ^С0> , 

УаХгС0^а<^;ег.б/1А <цг&<иэ У+<*,1г>С<хдЛг) & 

* У+<*,<иг>Сад,ег) & У~<-Р,<иг>Сад4г) * 

-* У-<*,1г> ( а д 4 г » , 

2) осС*-У + <*,<гг >) , 

(5) У+^-У\*,г>,ъг> ~\гЧ*,т^{ъ*г)> -У+<*,<»>> , 

(6) у-<*~У+<*,<1Г>,<иГ>-=: У " ( ^ ^ Г*1Г,<иГ» + с̂*Г-1Г>«- > 

3) осС* + У ~ < * , от >) , 

У+<* +У~<*, V >, <иг> в V4**,тлгкт (<*,<ш')> + М,с<иг-.<*Т > 

у~<4 +у-<*,аг>,<11г> » УЧ*,'тА*(1г,*<г)>-У"<*,'1г> м 

4) если аС-П, то У+<<г,.т> СО Д 4>^Г^~"* ° и 

У - ^ - ^ М О Д * ) ^ ^ о. 

Доказательство. I ) Легко усмотреть, что для всяких НЧ 

Яь и КДЧ х , х е & , выполнено 
.КЭ/лСф^-^СЭлСф*» 

У < ^ Х Х ) - У < ^ Х Э А ( С ^ » + 1 \*\ ~ ~ V- ' ' 

• ( . х - Э л ( ф % > ) , У П * , а г > ( * ) = У + < ^ > < Э л С ф л ) ) + 

^ ^ ( Э ^ ( ф ^ ^ - ^ С Э л С ф ^ . ^ ( г < . Э л ( ф < е ) ) ? у - < ^ 1 Г > с , < ) . 

- У«,*>СЭА(МЫ"9"СФ^(ЭЛ^-«-Г.бс-ЭлСф,»» и 

С ^ ^ Э ( ^ ^ ( ^ > 1 С Э Л С Ф - « ) 1 ^ ^ ( ^ ^ ( Ф У 1 - ^ Э Л С ^ ) ) - ^ & 

1фдь1 1ф*.| 
.КЭ^Сф^^-ЮлСф,,» ^ С Э ^ С Ф ^ - К Э А С Ф ^ » , 

1Ф*1 1Ф*1 

Отсюда мы ввиду У<Ц,(\<у,\ я <!•»+ + Л̂ Г & /у, а. ,у + _ ф- ) и 

на основании леммы 8 получаем часть 1) утверждения. 
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II) Прямым подсчетом можно убедиться в том, что 

Чп%* ( ( ^ - (<у.~ лг ) - плг) » (п^~&пиг(лг,<иг))'1"- (<ц.-*г)* &< 

СТ) 
<% (п^-(^^пг) -1Аг)"*.=: (<ц--тилъ (тГ,<иг))~+(<иг-.тгУ*"). 

а) Мы докажем 

(В) Vа*пV+<т><^С^ 

Пусть «Се, •??*._, л "̂* система» АЛЯ ВСЯКОГО НЧ ^ можно 

построить Ь-систему ^-^Т^У^о такую, что У ^ ^ г - О СОд /1)-

&Ш(о*1 &1ь*з*(о*ф *«,»>& *Ф в с 2 » 
и, следовательно, ввиду (?) выполнено 

^+С-р-У+< *.. V >-*.,., -Се̂  } * 0 ) * \У+С^-у+<*, от > - Яъ„ , 

< 4 Й > -^<«с?>- « е ^ ) - С* Се? > - *Се?.,) -

- «-.(е?- с?.., »+ - *г. Сс^ - с*.., »+ + 

+ - > ^ « * « - ? > - « С > - у . С е 7 - с * » + - У+<-Г,г~ > с<$.,л е? » + . 

. W Ч f - Л ц ««-> ><ф%o)-W+(i-*ivAc%Ą?0 ) < 
<V+<^4п^С1^,г^^)>С0д>I)--V 4•<^а^>С0 д 1 ) + -1~ 

Таким образом, верно У/+($ - V'*"<$^V>~М, { е ^ ) ^ 

-& V < * 7 т ^ С^ осг)> СО д ^ - у - Ч * ^ > СОд 4 ) # 

Пусть т* НЧ. Существует В-система -Со,-3* л такая 

ч т о у+<^,/г)г^С^, осг)>С0д 4 ) - ^ < Ш^С^ - ^ • 

**..,**..«> - У+<^,тг<л1.С-1Г>асг)> СОд 4 ) . 

Кы^получаем ^ + С * - V* <*,.*•> - А ^ . , < а ^ ^ _ ( , > •* 

• Ч -«*- . ,»* ~Л<1 У+<Ь V > Со-.., д а..)- С4 Са )̂ -1= Са^_,) -

--г.Са4-а..„»*)+ • ^ С ^ - ^ ^ ^ ^ ^ а . ^ Г -
- • й / + С ^ - ^ , - ( а . ^ ? _ 0 ) + ^ + С ^ - ^ , <й.,5;_0) -
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- V* <1,1гХ0д Л) > ^*-<Ъ*им,(<гг,<ш*)ХО А Л) -

-У+<т%ог>СОд А) - 4г • 

Итак, (8) выполнено. При помощи 1 ) , ( 7 ) и леммы 2 легко 

убедиться в том, что имеет место ( 5 ) . 

б) Аналогичным образом можно доказать 

их*~^~<т>^ 

и ( 6 ) . 

в) Из а) и б) ыедуъчЗъ^ак&^^+^^У-Лъ^^Од*)). 

Ввиду того, что на КДЧ пхг не налагаются никакие условия, вы­

полнено ос а - V"4" < *, V > ) . 

г) Часть 3) утверждения леммы доказывается аналогично* 

При этом используется верность формулы 

У ^ СС<#- + С ^ - от)"" - ост )"**-« С^~"п-а^ С1Г. ост))4*-*- биг-ог)-"* <& 

4 С/у, 4- С«т̂ - от )"~ — 01Г )"* яг (<ц,~ (Упсос Саг, <иг))~~ — С^-1г)~.) . 

Ш) Предположим СЬС-И . Пусть -л, НЧ. Тогда существу­

ет НЧ Л0 такое, что для любой системы неперекрывающихся 

сегментов -Со. Д Яг. ?. выполнено 

(.511 а. д А 1 < т э , 1 . 1*С^) -*Са~>1 < т ^ ) . 

Мы построим НЧ /т0 для которого верно пп.0 > X • 

•СУ+<т\ 0 > ( 0 д 4 ) + 4 ) , и В-систему *Сс^.1^ г 0 такую, что 

У * < ^ л . > С 0 д 4 ) * ^ + « - . ^ , < с ^ ) » У ^ | Л Н , > ( 0 д 4 ) - - ^ . 

Мы покажем, что 

(9) 4+<*,т,0> (Од А) < н . 

Ввиду теоремы 1.3 из [ 3 ] , с т р . 3 9 9 , имеем 

V + < • Р , т о > С 0 д / I ) < ^ V V + < 4 ^ , ^ в > ( 0 д / | ) > - ^ - . 

Если установлена верность (9) , то мы готовы. 
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Если установлено У*<4, /т.. > (0 л Л ) > -Д— 
в тт . . » 

то мы построим систему НЧ 3) такую, что 

у*ае.г->'.--.*.---м ^сс4)-*сс4_,> -
-тг ь.Сс^-С4,.,))+>С))АА. |:лС-|-Сс^)-^.,)-Л«.<,.Сс^-с г^))+> 

> У + < г , , т в > С 0 д 4 > - 4 - . 

Тогда мы имеем У+<т, 0 > ( 0 л 4) й У+<-Р, ли.. > СО д 4) > О, 

У+<*,0>СО*<1) Ь.^Шс^-Кс.^)-^. Сс.-С^))+ + 

+ П - 4 | : А - ^ > > Л' V+О,0>С0д 4) . ^ С с ^ - е<_, ) 

и, следовательно, ^21^ / С ^ 4 С^ I < |-
 #
 Согласно 

свойствам системы Д и НЧ ^ получаем 

У+<-?,-
Лв
>С0л1>--1-<^С^Сс,>-?Сс^)-

-т.-Сс.-а. .))+*.?.лМСс4)-*Сс. )\< 4- . 

Итак, мы опять пришли к ( 9 ) . 

Согласно части 1 настоящей леммы выполнено 

^ Ч ^ г т э У + < ^ Х 0 А / 1 ) 6 У+<*,ть0>(О*<1)< ~ ) . 

У"\т\ -лп У (0 д А) —~> 0 доказывается аналогичным обра-
7 1Л.---1»* С9 г 

80М. 

Лемма 4» Пусть ф покрытие, «*? и а. функции, т,, .€. 

« ^ НЧ, <Ч$ж0 В-система, <*> .?*., « < * / * ! - ч 

системы НДЧ, & < ^ ^.г^ система плюсов и минусов такие, 

что 

1) 4 в 4/ф , 9* * 9^Ф •» °С ^9*> и А Л Я в с я ~ 

кой В-системы <^^я0 выполнено >^*-<^- <С^1фш0) < 

2)У-..С4.Ь-..6*.эЭЛеС<**Л 4 ^ + 4 А Эог Сф^) в е^ » ; 

3) V* С 4 б * . * * * &.-с+ э * '-«"« 9 > ^ ) " * С С < - ' ) ) 
* * '* е^ - в < _ , 
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и I 

4) У ^ « А * 4 * 4 Е ( . х - э ^ . 1 е . в 4 Г А ^ | < У<9. , 

^ У Д ^ ' ^ > <*-, А е,) А Г* Сф„ с ^ л е^ э Г / А 

1Ф|-1 * 
— — ? 

Тогда можно построить функцию с^ , НЧ ^ь , В-систему-{€^5^, 

системы КДЧ ̂ Г^\шЛ * < 5 ^ * / , * « систему плюсов и ми­

нусов «СЕ- } ^ в 0 такие, что 

I ) 3 в 5 / $ .» всС^р) и для любой В-сис-

темы -С С̂  3^.-0 верно 

Л) ^ < ^ ^ У ^ ^ ^ ? з З ^ ( ^ 4 ^ - ^ + а 

5с ЭтСф^) « е^)) А 

к VI (0 6=1 & ± э 3 ^ СО ^ ^ & I & е^ - е^ » <& 

&Vиии^А е̂ -и о з ^ ( н ^ и е ^ » 
» ёэ~«& е * " 5 * } ) 5 

Ш) У*ЧС4^*^*&/ | .*,* * ЬА €^2: 4-А е- < е ^ 

$сё^)-?с%_,) у 
н < § « у < * ' %-«.,.., ^ ^ Д ^ ^ Т Й Г ; ^ ^ ^ ^ 
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IV) V* С1 6 $ 6 Ь Ь 1ф X - О ^ ' I Щ^, Л ё^ 1-е У < $ , 

* -* - # > Сё,.., й ё . ) & 
е^ - е,-_, * 

^СЭ/пСф^И-аСЭлСф*,.» ^ 

* ^ " > & Э ^ > . _ - 1 , ± * & е ^ - б ё ^ < е . , - ^е^&е^зс - А 

ъг1±Щ±г*±г;'&г?-т;<т?-г1-^)) . 

Замечание 3» В следующем доказательстве будет показано, 

что из предположений леммы 4 следует 

пиы^ь&^ж-э^ <ъ"-г; >. 
доказательство* Ввиду ос С д.) существует НЧ ^ь и В-

си стел.а -(е. }ля0 такие, что выполнено Л ) и для всякого НЧ 

-{,. / | ^ ч , . 4 1 ; & € ^ ж : - , верно 

»Се^)-»Се^\ , >, 

ао; у<<ь ^-«*-* > ^ . ^ ^ ) - р т 5 ^ - 1 е ^ д ^ ' < : 

О.Се.)-аСе. „) 

где ^ С 1 - 6 ^ ^ ? А е ^ ^ < е ^ - б е ^ з / 3 ^ ^ 

^ » ^ ) - » с ^ и ) Я>(*^ ~ 9 < ^ - ^ ч 
" ^ - е^-4 е ^ - е ^ 

Пусть Ф НЧ , 4-^-6 - ^ ^ & Е. -Жг-". Согласно тео­

реме 1.3 ив С 33,стр„399, можно множество всех НЧ $• таких, 

что 4 & $, & Ь & е^в<>г < ё ^ --» е^ , разделить в группн 

%1 А *^4, ъ. м *^4 з » А Л я К 0 Т°РЫ З С выполнено 

(Ш ЧГССэе«Сэ ,<Ч* , <&> Л С»6Ч-->/3*.* < 
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На основании (10) и свойств вариации получаем 

<!.***? * ' е^ - е ^ *-* * 2**4* * * * 

и, следовательно, ввиду (11) выполнено 

<й;-.?я.'е*- ,'> г» , н'3^?.:''е'-1 4 е*'" 
Аналогично предыдущему мы на основании части 1 леммы 3 

получаем 

<*•<!>-•«*,-> е - е * - - . > С е » ~ » д е * ; 1 * ^ , 

^ ^ ^ У > «ь ч»- .те •'̂ * *' -= 

и следовательно, 

"*>3 

Мы Построим функцию 9* такую, что ф, (0) « $,С0) и для 

всяких н** * и ^ и кдч д , и ^ 6 ^ А ^^ф^ь& е ^ * 

— $^ ^ 4 е- -< е^ , выполнено 
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- ^ < ^ еТ-е-!Г^ С**ч --«»*<«*---**« Ч , -

* у ^ ^ ^ Л ^ >Сё*-"л * » • 
Ввиду того, что для любого Ш -&, -7----*^г'6<&€, |г:2:— , 

выполнено (13), ввиду монотонности У"*"<< ,̂ <у.. > и ' ^ " ^ ' У ' ^ 

предположения 1) и леммы 3 имеет место 2 ) . 

Пусть ^ н ч , 4 - - 1 - 8 ^ А ^ х - . Ввиду ос Сди ) и тео­

ремы 1.3 из СЗД,стр.399, можно систему всех КЧ ^. ^ для ко­

торых выполнено СЛ, е *б'. л V Я- е ^« л ) ... разделить в две 

группы 2)^ . и .2)^ а такие, что 

Для всяких НЧ * и ^ , 4 ^ ^ ^ ^ < & 4 - ^ ^ ^ * & 

Л е - - е е * < е* -̂  е - , мы определим 

* » - ** ' * * * - * * - * 
если 

— *vЛ ,— »___ 9 ^ в * * ~ 9 ^ в * - * ) ч 
i%Ф-)ACfíФrľ*<rá * «, -«,..., > > e a л 

Єj, ЗE - Ä ÿ- e Ä . i 4 &• ÿ- * ^ i . a » tt 

a-CЄi)- a.Cв1_.4'> _ 

Є ^ l - Л £ « Ä*Ч* Ä * € ^ . э 
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Тогда ввиду способа определения функции Ц, 9 предположе­

ния 3) и того, что для всякого НЧ * , 4^>-1 & ± & Е- Ж — , 

верно (12) и (14), выполнено Ш ) . 

Кроме того У$ (4 6 ф & 4 & &^ ж - э ^т» • I ё ^ л е • I < 

&З г С4^г^-Ь4Е^ .ж:-&е г . 1 ^ е̂ _« ^ е # ^ е 4 )) -

Пусть ^ Н Ч , 4 - * - 4 , - - г $ & е ^ . э : - - . Тогда соглас­

но предположении 4) и лемме 2 верно 

* * — -| 

<—-f 1, 7 -y ? e ' — e ' *"*"* * 

-rs. f ^ " <^Ce.^)-. a-Ce, * ) « ^ T * _ ^ , 

y frfr^-^Wy/ A . , ,»Ce^)- » ( e ^ ) , 
< ~ — - — - _ - >(e. A C . ) - - ( — * : : - g . " f c H f t A % 

На основании этого и части 1 леммы 3 получаем 

д e . ) -

G-l«,.,"JkV<,.»У:ł;Vк'^"<ь 

Итак, верно 

Если .̂ НЧ, ̂  «8 ̂ ^ , то для всякого НЧ А , С^ е «Г ̂ д 2-. 

имеет место 
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у » < г , . » < ^ ) " » С С ^ ' - ) > С ф 1) , »^*ьСф^)) - »<ЭЛ СФ^» 

^СЭ^Сф^))~»(ЭлСф^)) з-Се^)- »Ссг..*) «,+ 
-<, | ф ^ ( е^ - е г ч

 ; -

. , о-СЭт.Сф^Л-д.СЭлСф^)) а.Се4,)- д-Се^,) .. 
= /пгслг* С г-г—: 9 т ^ 1 

и, следовательно, ввиду предположения 4) верно 

т* ~ 1ф*,1 ~ «г -•-:-* 

Аналогичный образом можно доказать 

У ^ С з - е ^ А ф^ «= ё^_, д ё_; -> 

9-Се^)-9>Се^.^) А д. С Э^фд.,» - »<~ Эл(ф^)) _, „ 

е * - **~. I * . ! " * ' 

Таким образом, мы доказали IV). 

Лемма 5. Пусть Ль функция и ф покрытие такое, что 

Лг**Яъ/ф & С1 (Ль) & ос(Яъ) . Тогда Яъ абсолютно 

непрерывна (на О А Л )• 

.Доказательство. Пусть т, НЧ. Согласно лемме 3 сущест­

вует НЧ ^ в ., для которого выполнено 

(1Ь) У+<Я*,гф>(0А4)<^ &V-<Л^,-20> (0*4) < ^ • 

Мы определим 1 ^ ^ - У+< Яъ, %0 > + У*~<*Ь - ~,в > • 

Согласно лемме 3 У " < ^ , - ^ 0 >** У~<^г - У ^ ^ , <^>, ~ - ^ > 

и, следовательно, верно ос (Яъ-^^V~*'< Яъ, %0>) и ос С-Р) * 

При этом ввиду леммы 3 ^ а -?/ф и для всякого НЧ Яь вы­

полнено 

*СЪ<ъ <ФА.» - *(ЭлСф^)) ЯъСЭ^Сф^)) - Лъ(Эл(ф^)) 

1Фд1 * »Ф^ 
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, И Ют (Фм, ))- М. (Эл (ф^)) ^ ^(Эт.(фЛ>- ЛьО^ф*» + 9 у 

л . ^СЭт.(фт))-^(Эл(фм,У) . л 

и, следовательно, ~ол ы , ж — ; 2 2 Ь - • 4 * 

Мы определим 

^ф 4, (1&4)Ь(11&4) , е в ^ 0 , е^ & Эт,^), 

е±фЭл(фг), %Ф4, *ФЗ, %*+> е в ^ + , 

^ ^ ^ _ _ — , Г ъ * % * еъ-е1 • 

Ввиду ос Ст*) и теоремы 1.3 ив ГЗЗ,стр.399, можно алго-

рифмически установить верность одной иа следующих двух формул: 

^ С е в ) - ^ С е 4 ) с 

™ У<*> ' У - ~ 1 ( е < > > <«, Д е а ) > -^г -1 «, д е, I . 

Если установелна верность (16), мы определим би # * 4- ^ 

г̂ ^ 3^ 55̂  — — а если установлена вер-
2 2. е а — е 1 

ность (17), мы определим ^ 3* — , 7±' *Ё* - # 0 * Эд* ^ ?о • 

Видно, что выполнены предположения леммы 4 ж что после 

не более чем С2* ^ 0 * 4 * ^ ) "кратного применения этой леммы мы 

построим функцию» ^»* 9 В-систему { е ^ 1**^ ̂  и систему 

< 6 * И?* „ такие, что 

1 ) д , * » ^ ^ ^ * * ^ * ^ и *** в с я к о * В-системы 

кН%\*0 выполнено У ^ - д * * , * * * » * . * > < ^ я 
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2) VI (А -6 Ф & ** э е* ж + ; ш 

** »*Се*)-9*<Ге*^)
ч
, 3 

1x1 е»* — е:* * т^ь 

(см. замечание 3). 

Мы построим полигональную функцию 9^ такую, что 

^ С О Ь ( > А У ^ х ( ^ г ^ * * А е ^ ^ Л ^ е ^ з ^ ( : х ) - ^ С е ^ ^ ) в 

а/Че^-а/Че? . ) 
ш - * _ 1 * »-* . (* _ е* )) . 

е1* - еТ . * - * 

Тогда для всякой В-системы *Ге«3«*' Л на основании 1 ) и 

2 ) получаем V С* - ^ , <С^З^жС

 ) < ^ *> с л е д о ­

вательно, ввиду ( 1 5 ) 

*(*.-&,<с*&,) А ж * - с , < < ^ , > + V4**, <и>со А *> «-
+ У ' < Л , - { в > ( 0 д 4 ) < ^ . 

Таким образом, для всякого НЧ пг существует полигональ­

ная функция %^ такая, что для любой В-системы {с; Ъ^ш0 

выполнено УММ, - %^ , <с^ 1±90 ) < щ . 

Доказательство теоремы»1)Пусть <р функция абсолютно непре­

рывная на 0 д А .Тогда, как легко доказать, выполнено (X (д>). 

Для веского РЧ о» функция <р — ^ абсолютно непрерыв­

на и, следовательно, Зх (Уал, (&, у>~ Н^ $ О А 4 ) ) (см. 

[ 5 3 , с т р . 1 8 2 ) . Таким образом, выполнено ас($>) • 

2 ) Пусть $р функция такая, что &(&) А ос Сер) . 

Пусть ль НЧ. Существует НЧ Л^ такое, что для любой с и с ­

темы неперекрываицихся сегментов -Га, л Лг. ?^ш../ верно 

Согласно теореме 2 . 3 из I 4 ] , с т р . 4 6 » , существует покры­
ли, ^ 

тме ф такое, что У/т, С 2 I ф^ 1 < -г— ) . 
* -к,«1 лщ» &+* 
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На основании леммы 1 и 5 внаем, что Ср/ф абсолютно 

непрерывная функция и, следовательно, существует полигональ­

ная функция 9* такая, что для всякой В-системы {с. -^ _ л 

выполнено 
. 1 \9/$ (с.)- <*/фСс._,) - (?Са.) - ТСс^ )) I < - ^ . 

Пусть {^« I?" Л В-система. Мы построим НЧ М. , В-сис^ 
а 9я и ° 

тему {е. I. 0 и систему неотрицательных целых чисел 

*С о . }* _, , для которых выполнено 
^ С О - ^ .4$, эЗЛ*С4-*Л* ^ 4 е в + 4 4 < ^ е фн» * 

&Vа,(3<^(0 4 4, 4-Ь &а **ВЬ)*Е (З&СО^ф * %& а, =* с1^)у 

уЗЬ(1*МбМ.0+4&СЭАСфь)=о<*Ъ<»>Сфи)г:о,)))) <& 

*Vэ('\&э>4:г эС1^с>ф ъОф4:М0+4& е^ле^&Ф^&Са^жОэ 

эЗ*г&СЛ^-М <М&К+/1 <1&е^*ЭлСфм) А г±**Э<п(фг))». 
Мы получаем 

У/ССГ-ЪЫ^,,) * УС9-9;<е.<,1\ш0)*> 

4Ы(у/ф-?, •(е ^?*_<,)^-VС9'-в>/ф,{е ^^|. 0^ < ± + 

+ 2 , !у <е,)-?Се._,)- С<г/фСе.) - «р/фСе^)) . ^ « З г * . ' ? ^ > " 

- * Се4_,)-С9>/«Се^)-*СфСв^))/^ -1- + ^е19»Св,)-в.Се,.<) -

-СФ/фСе^)-д?/фСе4^))/+^'^^/9'Се 4)-<рс'е^)/-1-
Л**'/ <и?«* 

+ 21 1^СЭлСфЛ))-^СЭ^СфЛ»{. 

Ясно, что ?_, 1^Се1Г>-^Се.^>-С97/фСе^)--^/фСеч.#,-г);| * 0 . 

Ввиду выше отмеченных свойств функции р* . покрытия ф и НЧ 

**, выполнено ^ ^ I е.^ д е^ I - ^ I ф* I < ^ 

и, следовательно, * ^ ^ 4 ^ ^ ) - , ^ ) 1 < ^ * 

^1<рСЭ/гь(ф%»-9>СЭлС )̂> К ^ - . 
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Итак9 мы получили оценку 

*Су- Г, **;$,)< ± . 
что н требовалось. 

Замечание 4 . Конструктивный аналог известной функции Кан­

тора является примером функции, которая обладает свойством ее, 

но не является абсолютно непрерывной. 
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