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9, 4 (1968)

LA METHODE DFS GRADIENTS CONJUGENTS POUR LES EQUATIONS NON
LINEAIRES DANS L “ESPACE DE BANACH
Alexsnder KRATOCHVIL, Praha

Introduction. La méthode des gredients conjugents était
développée par R.M. Hayes (cf.[(3]), pour les éguations linéai-
res dans 1 ‘espace de Hilbert., J.W. Daniel (cf.[1],[2]) a gé-
néralisé cette méthode pour les opérateurs F non linéaires,
continues, syant la différentielle de Fréchet F’ bornée,
telle que

alg F'€aA1,
( I est un opérateur identique.)
D‘aprés [1) la méthode mentionnée est plus rapide que la mé-
thode de la descente la plus rspide.

Dans cet erticle on expose la méthode des gradients
conjugents pour le cas d un opérateur F monotone non liné-
sire, F: X— X’ , X étant un espace de Banach.

Dans § 2 une généralisstion de [2] est exposée, c’est-a-dire,
pour trouver 1‘itération Xppq "on descends" dans une cer-
teine direction p, . Dans le paragrsphe trois on expose
une veriation de cette méthode. Nous ne cherchons pas 1°61é-
ment x ., dans la direction p, , mais dans tous le plan,
ou plus générel dans Ey , 1'espace euclidien réel de dimen-

sion N , oi N est quelconque entier naturel.

_ £ea _



On peut eppliquer les théorémes de ce traveil a la
solution des équations elliptiques non linéaires aux dé-

rivées partielles de la méme fagon comme dans [4] .

§ 1. Notstion. Désignons per X 1 ‘espace de Banach
réel, On écrit les narmes des divers espaces simplément
leaol si 1°on ne risque pas d ‘smbiguité.

La boule fermée du centre X, € X et du rgyon R
@era indiquée par D.xo,R « Au lieu de DO,R on écrira
briévement Dp .

Soient M et N deux ensembles non vides. Le symbo-
le F: M — N signifie que F est une spplicatiom de M
dang N . On désigne par R (F) 1’ensemble de toutes les
valeurs F(x) , x ¢ M .

Pour simplifier 1 écriture, on va désigner ls duslité
entre X, X’ s un espace de Banach et son adjoint par (x,f),

Xex,fCX'o

§ 2. La _méthode des gradients conjugents.

Théoreme 2,1. Soient X un espace vectoriel normé
réel, réflexif, F: X—> X’ un opérateur potentiel hemicon-
tinu borné sur X tel que:

1° , quel que soit he X ,

(2.1) (h,F(h) = A (I nll) ,

ou -A;g—&-)— est une fonction intégrable sur (O,R) quel

que soit R> 0 et



R Q)
2,2 11 === ds = + .
( ) R-n-«: 'p/’ 4 s 0

2° quels que soient xe X et £ > O, 11 exis-
te une fonction réelle ¥, o de la variable réelle t ,
croissante, continue, définie sur < 0, £ > telle que
(2.3) (h,F(x + h) - F(x) 2 U, e (nnub )

qiel que soit | h “55 £ ,od B est un espace de Ba-
nech tel que XC B algébriquement et topologiquement; ce-
la signifie que chaque élément de X appartient @8 B et
Qe pour x€ X :
x £ ¢ x H
R = I x1

3° 11 existe £>0 tel que quels que soient
R>0 et Jx,xi-lxel)g P

(2.4) (n,F(x + h) - F(x)) < M(R) | h I|""€

odx M(t) est une fonction réelle, positive, définie sur
0, + 00 ), barnée sur chaque (o, B> c <0,+00);

© 11 existe un opérateur injectif A: X°'— X

4
Jouissant des propriétés suivantes:

8) 1‘opérateur reciproqué A~7 est continue au
point 0 e R (&) ,

b) i1 existe € >0 e ¢, > 0O tel que quel

(<]

qe soit ze X’ ,

(2.5) (Az2) 2 c, Il az 1™

Alors 1‘éqation F(x) = O a une solution x,€ X,
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cette solution est unique et la suite

(2.6) Xp,q =X, % €. Py

converge vers x, selon la norme de B , oi x,  est

1
quelconque élément de X , € est la plus petite solu-

"mn

tion positive de 1°équation

(2.7) .;Dm(t)s(pn,F(.x”+ thy, ) = o,

ox £, est telle solution positive de (2.7) que pour
chaque t = O

fix,_+ € p, )< flx +tp, ),

p, =-A Fx, ),
(2.8)

P, =-AF(x”)+bM1pM__4,n22,

\

ou b est tel que

m-1
(2.9) Ky,

cz> 0.

it Ppqll=c, HaFx NI,

Démonstration. La hypothése 2° entratne 1 ‘inégalité:
(2.10) (h, F(x + h) = F(x))> 0

quelques soient x, he X , h#0,

La démonstration de 1‘existence et 1 ‘unicité de 1la
solution x, de 1°éqstion F(x) = O est la méme comme dans
1‘article [41. (I1 suffit d‘utiliser la hypothdse 1° , la
condition (2.10) et la hypothdse de la hemicontinuité de
1°opérsteur F .)

Soit f une fonctionnelle telle que F(x) =
= grad f(x) (cf.[5]). On obtient de la proposition 1.1 de

[ 4 <o)



(4] et (2.1)

1 at
) == = £
fex) = £(0)+ {(tx, F(tx £t = (O)

NI )
.,-{ ———-—t—————df

Posons Il x| =R ; alors

. R
$0) 2800+ [ALR gt - £0)+ [ A in

Il en suit en vertu de (2.2)

(2.11) lim f(x) =+ cO ,
I X0

D spras (2.6),(2.7) on a
(2.12) (Pp» Flxp,g)) =0

I1 suit de (2.5),(2.8) et (2.12) que

(fom, Flx, M == (AF(X,), F(x, )+
(2.13)

4+ U (M F(Xa NE =€ TAF(x, ) h1+e-

On obtient de (2.8),(2.9) larelation

(2.14) I & DAFGXON+ 14, 1y, Il (4+cz)n/~\;.—(‘x”) 1

.

Pour la fonction fn(t) = f(x, *+ tp% ), od t =0
on a
£o.(t) = (p, ,F(x, + tp,))
alors d spres (2.13)

(2.15) #;(0):(&,!—_(;(“))_4_% 1A F(‘xn)"ﬂ-e,( 0.

La fonction réelle f_ (t) de la varigble réelle t

est continue sur ¢ O, + oo ) et d’sprés (2.11)
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*"1329 f£f,(t) =+ 00 , donc i1 existe t, = O tel que

>
f, (t) = £, (t, ) quel que soit t = O , Il suit de

(2.15) que t, > 0, donc f;» (t,) =0 , Alors pour cha-

que n entier naturel €, >0 existe.

Soient n entier naturel, O< t « €, . Posons

(226) R, = Ix, |+ ¢, Ip|.

Alors pour chaque 0 < < 1 on a
1% +Ttp, 10X N+tin, 0 £ Ix 1+E, Mp, 0= R, .
D’apres (5.8) de [5] et (2.4),(2.13),(2.14) on a

fx,+tp )-f(x, )= (tn, F(x,+Ttn,)) =

= (tp, Flx, )+ %(Ttﬂ,,,,F(X,,,+ Ttp, )- F(x,))

I

s tIAFX NI H A MR I 2tp, 17 =
=-o, tIAF(X " 0 25 M (R ) ip, I <

et 1HE’ L 1e8 1+E
- — |
< (s ) 7 ¢ Ipa I+t M(R, ) 1,

=tln, I"¥IteM(R ) Ip, 15 ¢

o
- 7T E’ .
T+, yve
Alors pour chaque O< t = €, on al'inégalité
(2a7) £(x,, + tp, ) - flx,)<
1+ €’ s-& 4
<fﬂﬂ“l+ {tEM(R ) I, d -—m—;—c:.—)'.,—.,.jr}

I1 suit de (2.4),(2,6),(2.12),(2.13) que



MRAIELT IR "2 (6o, E (x4 €, 12,0~ Fln)) =
= (Cntlm) FlXnyy )= F X)) = € (1, F(Xpey )) —
€ (P, Flt,N 2 € e, JAF(x, 1",

donc d ‘aprés (2.14) on a

£ 5 _Co  MAFCXA)II™E o fp, I€-%
 PMR,) T Ip.d™T > IMIR,IGE G

En utilisant (2.17) pour

[P .
IMIR ytre e N fm 1575) r

on obtient (en vertu de (2.6) et de 1a hypothese des £, ),

(2.18) t =(

+['Xm.+4 )- f(‘xﬂ) = g(\x,,‘,‘* 5“{71”)-#(0(,”) <

< f (X, + (72 3 PO 4 _
» 2M(Ru)(4+c2y+e I, 1°°°) 0, )- f(X,) <
C¢ 7 Vi t'
<(2M(R”)('l+cz)"¢" 4, 1° sy I, I .

. Co . P
{ZM(R,,J(H g )" Il MR, ) U pn I “c‘ﬁmh

= ———L____s_ [ ¢ ’,
201+ (Jmfﬁjicwc.)w”ﬂn”“’*”ﬂn”m -

Posons r, = f(x,) - f(x, ) . En vertu de ces der-

niéres inégalités on obtient
(2.19) f‘n"‘"n,q = ",(‘xn)"p(-’(a\w't) >

Eo Co -8 1+6°
> 30i+ Gy Ry I1m ! Wi, 17> ¢,

I1 suit de (5.8) de (6], (2,10) et de la relation

F(x, ) = 0 que
K= £ (Xp )= F (X)) = (X~ X, , F(Xg+ T (X, ~X,))) =
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= E(T(Xp= X)), F(X%+T (X, ~XN=-F(X,) 2> 0.

Dene la suite {r, $%,, , formée d‘éléments non-néga-
tifs, décroissente, converge vers un élément r 2 O , A~
lors en vertu de (2.19) il existe

. 1

’
€. 1’

m —1 =
S B L S

= dm
myeo (M(R,NE
La suite {f(x”)gfﬂ est décroissente d amr es
(2.19), d‘od il suit en vertu de (2.11) que lo suite
{x,2% est bornée, donc d’asprés la relation (2.6) sus-
si {€, 1, 7., est bornée. D'eprds lo définition des

nomtres positifs R 1la suite {R, ,::4 est bornée. I1
en suit en vertu de la hypothése 3° 1‘existence de M, >0
tel que O< M(R,) = M, quel que soit n entier natu-
rel, alors d ‘aprés la relation (2.20) on a
/
+ €7
+ 0

,, Lim I, I = ;

donc

(2.21) lim I, I = 0.
m —¥ oo

De la relstion (2.13), il suit 1°inégalité

~lp, N UF (XN £(f, , F(x, D& - e IAF(x "E"

alors

.

0< ¢ NAF (X N2 In nIF(x, ) .

L opérateur F est borné, donc la suite {F(x, )}:,’,
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est bornée; il en suit en vertu de (2.21) que

lim [AF(X )= 0,
m - oo

donc _1im A F(x_ ) = O , slors d’sprds ia hypothése 4a)
n3y o0

n
on a lim F(xm)=Oo
m -y co

Pour finir la démonstrstion,on utilisera la hypo-
these 2°. Cn a démontré que la suite {x,%7., est bor-
née. Alors il existe un nombre R_ > O tel que x & Dﬁo
et x & DRo quel que soit n entier naturel. Alors on
a: Mx, g« e b x,I2¢ K , Ix,lg<c R, pour

chaque n . De la hypothdse 2 , il suit 1 “inégslité
’

Too,26,R, (%=X lp) & (X, = X, , F(Xp)=F (%)) =

= Xpm Koy F (X M & Xy =3 I IF(x, M £ 2R, I F(x I,

Donec m_!__,iz hx, -x g, =0, cer ~lin M F(x, )l =0

§ 3. Une varistion de 1s méthade des gradients con-
Jugents.
Théoreme 3.1, Soient X un espace vectoriel normé
réel, réflexif, F: X — X’ un cpérsteur potentiel hemicon-

tinu sur X tel que les conditions 1°, 2° et 3% evec € =
=1 du théoréme 2.1 sont satisfeit es. Soit A: X —> X
un opérateur injectif jouissant des propriétés 4a, 4b) du
théoreme 2,1 et tel que A F est borné,

Alors 1 équation F(x) = O a une solution uniqe

x € X et la suite
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X, = X, - € AF(X,))
(3.1)
= X,- €, AF(x )-d AF(x, ) m22,

K 44

converge vers X, selon la norme de B , oy X, estun

élément quelconque de X , €, et o satisfaisent sux

conditions suivantes:

.41 _C £-1
5.2) Mim (5 P EMRLD) IAF(x, Iy < €, =

. Co €-1
o Mim (1, 2o IAF (X )157)

. (AF(Xpmeg )y F(Xn))
(3:38) 0 £ of < Mim (1, IM(R IVAF (X, I )
st (AF(Xq.4), F(Xxp)) > 0;

En HAF(Xu)I
Gav) 0« 1 1 £ 9" AR (X, T

st (AF(X,.),F(x,)) = 0;

: AF (Xt ,F v, ~ 2 0
(3:3¢) ”W‘“"'2M<R,,>uAF(x,,,,W”d':" ’

o1 (AF(x,.,), F(x,0 < 0.

On pose

Gu) R, = Ix I+ 2IAFX I+ TAF (X, 0 1 .

Démonstration . On obtient comme dens le théoreme
2.1 1°exi stence et 1°unicité de la solution X,€ X de
1°équatiom F(x) = O et la validité des relstions (2.10),
(.11)e
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D sprés (5.8) de [6] on a ¢

$(Xp) = F(Xmpa )= (Xp = Xt FlXppg + T (K= Ky yy M) =

=

1
e (Xpag= Rms F (X))~ s (1= T Ky~ X2,

F Xy = T (Kimaa= Xm 1) = F (X)),

ot O< T < 1.
I1 suit de (3.1) - (3.4) que

§ X gy I & X N+ E NAFCX 4 1S | HAF (X, 00 &
2l X I+ NAF(xX I+ NAF (X, _, ) £ R, ,
o1 (AF(Xn.), F(xa)) # 0,
1 1 B I+ TAF ()1 + 7 NAFCxA)E £
< x, I+ 2N1AF(x I« R,
si C(AF(X,_, ), F(Xn)) = 0.

On a supposé J,,:-i- 0381 O, =0 donc ces iné-
galités sont trivisles.

Alors:
[ Xt =T ) (X pyy= Xy M= Xy g = T (Xprg =X I &

£(1-7)ll X

me+A4

l+Tlx I« 1-2)R +TR = R, .

Alors d ‘sprés 1s hypothése 3° et (2.5),(3,1) = (3.4)

on a

F(Xn)=F(Xpn2y) 2§, (AF(X,), F(X,.)) +
+ o (AF(X, ), Flt, )~ 7o MIR Dl (1200, - %, %2
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> ¢, € MAF G M o (AF (%o )y F(x,0) =

=U=T)MR I N Xy = Xy 12 > Cp € LAF (X, 0I5 +

+d (AF(X, ), Flx, N -2M(R,IES IAF(x, N? -
= IMR, ) LEIAF (X, 1% = €, IAFCx, I,

P §e,~2M(R,)E, IAF (x, M7 5F +
+d $AF (X, ) F(x,)-2M(R,)d; IAF(x, JI%7.

Soit (A F(x,_,) , F(x,)) ¥ 0 ; alors de la relation
(3.2) et (3.32),(3.3c) respectivement, il suit que

(%)= F(pp) > 5 €, NAF Cx, M'TE

+ 0 {CAF(X,_,), Flx, )~ (AF (X, ) F(xa N} =

= F- €, IAFCx I > 0.

Soit (A F(x,_ ), F(x,)) = O ; slors d’sprds (2.2) et
(3.3b) on &

F(Xp) =~ £ (Xpyy) > €, IAF(x, W

.

cle, - 2IM(R,)E, NAF X )I1F - 2M (R, IAFG, I

2 €, IAF(x, )" e - 2M(R,)€E, IAF(x, 1" 7 -



- EEMIR INAF (XN = €, NAF(x, )™
c{e,-3M(R,E, NAFCx ' 53 2

Co 1+¢’
BTEM NAF (X, 2 > 0.

Pendent la démonstration et aussi dans la formulstion
de ce théoréme on suppse A F(x, )= O qel que soit n
entier naturel. Si A F(x, ) =0 , donc F("'m,) =0 en

vertu du (2.,5). I1 suit de 1 unicité de la solution que

De 1 “inégalité

(3.5) #0x,)= £, )> 2= £, NAFCOLII™™ > 0,

il suit comme dans la démonstrstion du théoréme 2,1 que
: 1+e’ _
(3.6)  lm £, IAF(x I = 0.

Les relations (2.11) et (3.5) entreinent que 1la suite
{x,3%., est bornée, donc {A F(x , )}s24 est barnée,
d‘od 11 suit que {}'(m'}"‘:‘:1 est tornée d‘eprés (3.4); slors
i1 existe M > O tel que O0< I((R,n) < M, pour cheque n
entier naturel.

Maintenant, on va construire deux sous-suites: {n*3:=4

oo
et {na-’}?-'” « Ces n , pour lesquels on a

Lo __ €1
tn = Tracry 1AF X))

on énurera Ng -« Les sutres n , c ‘est-a-dire pour 1 esquels
on & dens (3.2)

>
€, =

[SIEN
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cn énumera n;oo.

Alors.
C €21 €-1
> G HAF(C M
E"‘n_ MR )ﬂAF(‘X,,,bM 2 SM | Ko
™
Produissons cette inégalité par le nombre A F(.X,.; )[I"g

’

1+€’ Co 2
E,%IIAF(o(%N 2 M. lfAF(.x,.*_)l >0 .

o =0,
Alors en vertu de (3.6) cn a &}3: A F(x,,,h)

D sprés (3.6) on a aussi éiig A F(x,,._;.v) = 0 . Done
lim A F(x, ) = 0 , alors d aprés ls nypothise 4a)

n -y oo

lim F(x )=0.,
n ~yoo

Il en suit en vertu de la hypcthése 2° comme dans
le théoreme 2.1

L x, - x, Iy =0.

Théoréme 3.2. Sous les hypcthéses du théoréme 3.1,

la suite

Xmpa = Xn= €0 AF(X, ) - Z GPAF(x, ), meN,
(3.7)

\X“" - Ax“~ E’“AF(X”)—;gd::AF(\XM_{ ), m > N

converge vers las solution unique de 1 équation F(x) =

selon la norme de B , oi N est un entier nzturel quel-

conque, x, € X Qquelconque, £, et df;"’ satisfai-

- 672 -




sant aux conditions suivantes :

. Co <
Min (1, TNMCR,) AT ) £ €, <

(3.8)
. Co &-7y
£ Mim (1, TN MIRL) IAFCx, I%"7)
pour {£n-1 s n€N,pour i=1,,..,N-1 si n>

> N cn a:

AF(X,.;), F(x,)) )

(3.9a) Oéq::-‘- m(7, NMCR,,)”AF(‘Yq-‘)’z ?

si (AF(X,.;), F(x, ) >0 ;

i L Em  MAFCxp
G 0 <1<y TAFm T ‘

si (AF(x,;), F(x, N = 0

(3.9¢) Ma (-1, AFas ), FOX)_y o ps o

"NM(R,INAF(x,, )2

si (AF(X, ;) F(x,) < 0.

On pose

N-1
(3a0) R, =1lx, I+N IIAF(xn)llt%llAF(xm_i)ll .

Démonstratiom. Il suffit de démontrer |l x,, , .

I £ R, et
1 “inégalité

B )= £xpy ) > € E NAF (x> 0 .

Soit n > N ; les rélastions (3.7) - (3.10) entrafnent
- 61 -



(el (4 F(X,,,..{,)’ F(x,)) 4 O pow cheme i =1,...,N -
~ 1)

N-1 Z
Wotnea L& 1 Xn I+ € NAFCX 4, S 1L I AFCK, ) £

N4
< I Xm 4 NAF(X D+, Z IAF(x, )l & R,

Sy existe 1£1 < N-1 tel que

(AF(Xp.); F(Xp2)=0 ,done

N-1
"P‘m-n £ ";Xm I+ "AF(X,,L)" +i.2’ "AF(J(,,,_,' i+

i%1,

3
+ W"B-IIAF(xﬂ)” s R, .
T ’aprés (5.8) de [6], 1a hypothése 3° et (2.5),(3.7)-
- (3.19) on =
Flx, )= F(Xpp,) 2 €, (AF(X,), F(x, ) +
=Z I (AF(x, ), F(x,)) -

1 .
To7 MR IU-2)(x,, ~X, I > ¢ & NAF(x, I+
NA
"2

F (AFCX, ), Fx, ) - NM(R) EX IAF (x, ) -
N-1

- NM(R >g (5P NAFCx It

si (A Flx, . )y F(x_)) =0 pour 1 -1,...,N-1,

donc

£ )= F (%, ) > €, Em A F I —
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N-1
=NM(R, € NAF(x, 2 ~ M(RA).Z €2 NAF (XN =
= EMAF (M™% L fo, - (aN-DM(R,) €, .
cVAFCK yp1-e3 s

ézw-c‘ En IAF (X, 21" > 0 .

S°11 existe 1 < 1,4 N
(AF(.xn

-1 telque

-120), Fcx, )) + 0 done

H

FO) = £ (%, 5 > 0 € IAF (%, 17*% &
TELCAFx, L), Fix, - NMCR,,) €2 IAF Gx, 1

N1 y
- MR > & 1A F(x, )% ~NM(R,, (L% I AF (s Pre

4#1.°

2 B MAFCX, 1" e, - (AN-2)M(R,,) €, IAFCx, "5 4
* AR, ), Fx, - 4% NMIRDIA Fes, o %2
2 - €, NAFCx I S {(AF (S o), F ) ~
- (AF(Xp_z), Flx, 0} =

= B NAFCx I 5 0 |

MEQ&LLZ.;,: On peut poser d;; =0 pour chaq.u n

entier naturel. Donc on obtient la méthode de la descente

la plus rapide (cr.l4]),
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Remarque 3,2, Pour les théorémes 2.1,3.1 et 3.2, les

remarqies 1.1 - 1.7 de [4] et les analogues du théoréme
1,2 de [4] sont valables. Spécislement, on obtient de la

remarque 1.1 de [4] 1’estimation de la vitesse de la con-

vergence,
Remarqa e 3.3, On peut appliquer les théordmes 2.1,

3.1 et 3.2 & 1la solution des équations elliptiqies non li-
nésires sux dérivées partielles de la méme maniére comme
dsns (4].
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