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Commentationes Mathematicae Univers i ta t ia Carolinae 

8 , 3 (1967) 

OB AHAJIMTiWĚCKOlá nPÊ CTASJIEHMil JIMHEftHHX OIIEPATOPOB B BAHAX0-

BÍDC *yHKOMOHAJII>HHX IIPOCTPAHCTBAX 

M.M. AJ1EKCAH4P0B, ApaaMae 

B 8T0& paóoTe mrače $yHKuwii MHoxecTBa, BBeAeHHHft Ha MM B 

[ 1 ] npHMeHaeTCH K aHaaMTimecicoMy npeflCTaB/ieHMio onepaTopoB. P a c -

ciíaTpMBaioTCH TaKxe HeKOTopHe aHajiorn ynoMHHyToro Kjjacca. 

IIpHBeAeif onpe^ejieHUH, oTHocHmweca K OaHaxoBuM $yHKHHo- * 

Ha^bHUM npocTpaHCTBajá [ 2 ] « IlycTb ( A , A ; (U, ) - npocTpaHCTBo 

c BnoJiHe ď ~KOHeiHoft noJiHoii Mepoít. í>MKCnpoBaHa nocjteflOBaTejib-

HOCTÍJ MBMepMMiJx MHoxecTB KoHe^Hoří noJKOxttTejibHofó Mepu. A ^ Ta-

x a a , *rro A ^ c A ^ + > J H A paBHo coeflMHeHHio Bcex A ^ , 

MsMepHMoe MHoacecTBo <e HaauBaeTca orpaHM îeHHHM, ecjim e c A ^ 

npw HeKOTopoM TI • Kaacc Bcex orpaHmieHHHX iinoicecTB MM o6o8Ha-

tIHM q e p e 3 A 0 • IlyCTb ^P MH0JK8CTB0 BCeX H8MepMMHX HeoTpa— 

i^a^ejibHHX $yHimHií 4 C .x ) , onpeAejieHHHx Ha A , H ^O (4 ) 

MeTpH^ecKaa $yHicu,ifH Ha (P t 0 & p (4 ) & oo f oóJiaM&amm 

CBOŽCTBaMH: 

1) p (4 ) m 0 ; eCJIM H TOJIbKO eCJíM 4 C*X ) * (9 nOHTM BCD-

Ay Ha A ; p (4 + &) 6 p (4) +p (y>) ví p($,4 ) ** &p (*) i 
e, * 0 . 

a) Ecan "ř̂ , 6 4*9 m, * 1, . . . , K 4^ 6 x ) Ť 4(x) nowM 

BCDfly, ^o .p (4^) "ť p (4 ) • ' 

3 ) EoffH -6 orpaHHMeHHoe MHoxecTBO, TO JO f^^ ) <* <x> # 

4) &ia KaxAoro orpaHMqeHHoro MHoxecTaa «e cymecTByeT no-

cTOHHHaa AQ Tanaa, «ÍTO ffd(U> *A+p(4) mn K&XAOŘ f m (IP * 
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CcoTHoinaHMai* ft>(f)*{p(lfl) MeTpMqecKaH $yHKmui 

pachpocTpaHaeTCfl Ha Bce xoimjsexcHKe MS nepalme (fcyHxmiK. Kaacc 

(Jjymcmífl f Taxux, HTO p (f ) < co H oÓpasyeT CaHaxoBO $yHx-

uaoHajibHoe npocTpaHcTBo 36 • AccouwMpoBaHHoe npocTpaHcTBo 3f' 

nopoz^aeTCH iieTpHiecitoft $yHKunett 

Uepes áf o6o8HauaeTca noAnpocTpaHCTBo nppcTpaacTBa 

3S , cocTOHiuee M3 Taxux fyHKuiiJt f , w o -é^ 4* 0 ( 0 - nyc -

*o t MHomecTBo) Exe^ter j&(*f ^ ) 4* 0 . Hyc** ^ * í ^ * J•'• npo-

MSOJBHHI xoHeiHuft xjiacc nonapHo Ba nepecexanmixcfl orpammeHHMX 

MHomecTB. Uepea 5 im o6o8Ha*Mii KJiacc $yHicmifi ac (x ) f Aonyc-

Kanpx npeACTaBJíeHMe acťvi) m S « • ^ . if.x ) . 3? - aa-

MUKOHMe MHOXeCTBa 5 B 3Í * 

B AajibHettiDeif wepea í A 0 —• Y J o6o8Ha*iaeit KJiacc $yHKHHií 

MHoxecTBa, KOHeuHo-anAMTMBHO o«ro6pamaaamix A 0 B HexoTopoe JIM-

HeftHoe BexTopHoe npocTpaHcTBo Y • 

§ 1» HenpePHBHHe onepaTopau IlycTb Y - B -npocTpaHcTBo. 

Hopiía aseifeHTa 4j* € Y oGoaHatiaeTca ^epea II y» l . ITycTt. 

Hg, C3P —• y ) - KJtacc orpaHMMeHHHx jiHHeitHHX onepaTopoa, fleftcr-

ByWUMX H8 3J B Y • 

OnpeaajieHMe 1» Mxm X e C A 0 —* y j IIOJIOXMM 

R (A) - kup *uf* A % H <x>i X ( e 4 ) \\ . 
<*« 5 

noxamaii, *ITO xax£aa $yHxuna X Taxaa, HTO R Í A W oo , 
Ér 

áópoxAaeT onapaTop KJtacca H ^ (31 —• V ) • 

IlycTb Ten-epb -f € 3E M $yHxmm 95^ TaxoBH, 
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p (4 '- Cfin. ) —+ O . Torsa xa onpeflejieHHa 1 cae^yeT, ' n o 

Ho y nojiHO, 8Ha*iKT cymecTByeT npe/ieji 

GH He 88BM0MT OT BNĎOpa nOCJieflOBaTeJIbHOCTM ^ • 4eÍÍCTBMTeJIb-

HO, nycTb nooaeAOBaTeáibHocTb if^ oÓJia^aeT TeMH *e eBoiteTBaMMf 

w H <&, . Tor*a I / & 4 A - / % , < * A I ép(%,-W^R CA ) - * 0 * 

KB onpeflejieHHfl 1 oaeflyeT HepaseHCTBo í/<Cf^dA II é p(%jR(&}» 

IIpeftejibHHM nepexoAOM noJiytiMM 1 (4r)f-td A 0 £ p(-f) R CA) * Tax 

WTO eCJIH Lf ~<Jlr)ffdyi , TO L « H> ($*-+ y ; . npMqeu 

1 L U R CA) . 

OOpaTHo, nycTb A&H onepaTop L 6 H^, C3? —> y ) , As* £ £ 

c A „ .nojio*itii A C-e) * L ^ ; e . ECJIE &,(*)* JEoc4 %^. (x ) f 

p((X, ) 4t <f f TO 

CjieAOBaTe^bHo, R CA ) é /( L II . Toryja cymecTByeT (Jb-yffd A . 

OnepaTopit L M Ĉ fr )y**ř d A coBnajoiaiiT Ha 5 ; no HenpepMB— 

HOCTM OHM coBnaflaDT K Ha JÍ • Ao Kasaná 

Teppeiia 1 , CooTHoaieHMe L í » (<ir)f f cL A ; r*e RCA)** 

< oo flaeT aHeuiHTMuecKoe npeflcraaseHM© onepaTopoB imacca 

H* C $ * - * y ) . fipx BTOM I L I • R ř A ) . 

3aMeTMM, tiTo ecjiM . y - npocTpaHCTBo CKcmapoB, TO 

(Ar)ffdX » f i d A (MHTerpaay cnpaBa npMnHcuBaeTca Taicoft 

CMHCJ!, icaK B E3J) . OTciwa 

C^ejcTBMe [ 1 ; C T P , 8 8 ] > CooTHomeHMe L •£ m J'4x cL A 9 r*» 

R í A ) < O? , AaeT npeflCTaaaeHMe orpaHMueHHux JiMHefiHux $yHK-

UMOHaaoB B npocTpaHCTBe 3 • npM BTOM I L I * R C A ) * 

B flajibHeňmeM Mcno^bsyeM Taicne o6oBHa«teHMji: ecjtx F(AL,V-) 

- fyHKUMH flByx nepeiieHHHXy TO uepea F (• , v ) oOoaHa^aeM 
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функцию переменного 44, , которая получится, если фикциро-

вать V . Аналогичный смысл имеет Р (АА,, • ) . 

Пусть 21 - некоторая алгебра подмножеств множества Т . 

Черев Л»^ » -^Л- СТ", .ЗГ ) обозначается В-пространство ска­

лярных ограниченных функций множества, конечно-аддитивных на 

5^ • Нормой функции $ служит I ^ в -» /ьи/г» \ % (а,)\ 
а, ш Ж 

Са;стр.177-179]. 

Теорема 2. Пусть функция А * А Гл, 4,), а, € 2Е, -в е Л ^ , 

удовлетворяет условиям; 1) А Ссь., * ) конечно-аддитивна при 

каждом фиксированном а , Е) Я (*', €> ) € *&"а, при всех 

«е € Л.* • 3) Л •* лиф> Я Г А ('о,, * )Л < о? . 

Тогда операторы класса Н ,̂ ^ ^ ^ —>• - 0 ^ .) допускают пред­

ставление ( Ъ 4 ) (си ) в М<&Л(Си, * ) , При этом \\ ^ $ ** Я . 

Доказательство. Пусть ^ € Н$. СЗГ —* ̂ -гг ) . Каждое; 

множество а, е 2Е. определяет линейный функционал на 

> о , С Т, 5. ) : Л ^ * $ (а ) . Иа IЛ р ^ *а/г, I? (а)\ следует, 

что II Л II -* 4 . Далее, «4 ^ является ограниченным линейным 

функционалом на х .По следствию) иэ теоремы, 1 существует 

функция множества А ( (19 • ) такая, что для $ е X имеем 

(^*)(а)*А^4*/1с^Л (а7 * ) ш Я АН* ЯСА (а,, . )'з . 

1 « , | ' Л . 1 и 1 Л 1 Ш следует Я С Я (а,* )1 & 1 ^ Й . По­

скольку О/ произвольно, то Л & I ^ I . Так что условие 

3) выполнено. Возьмем -в € .Ав . Тогда ( - 4 1 ) ^ -» 

• / $ # ^ А ^ > # > а А Г а # € ) . 

Отсюда следует выполнение условий 1) и 2) . 

Обратно, пусть условия 1) - 3) выполняются. Тогда для лю­

бых т1 € 3? и а, € X существует интеграл /Усб А (а, * ) . 

362 -



noCKOAbKy $yHKl*ll& X KOHeHHO-aAAMTHBKA 0TH0CMT6JIbH0 O, , 

TO TaKOB xe M 8TOT HHTerpaa. 4ajiee íffdA(d',0)l*p('f)RC&faf*)Jé 

é JL p ( f ) * ECJTH onpe^ejiMTb onepaTop L cooTHouieHMeii 

(Lf)(a,)mfteLX (a,, * ) , T© . L € Hj, ($*-+ 4ra) . 
m 

řípu dTOM I L. I 4 4, . OdpaTHoe HepaBeucTBo ÓBWO AOKaaaHo Biane. 

TeopeMa 3 , IlycTb $ymei*H* # to, < X j ^ 6 l ^ é ^ ; Taieo-

Ba, t iTo: 

i ) lm /ywfy p'CVC (a7* )3< 00, 2) y ^ to, x)(U(cLxJe<tra, 

Misi Kaxfloro -£ € -A0 # Tor^a cooTHomeHHe 

(i) L-ř * fyCC';X)fCx)(u,Cdx) 

onpe^e^aeT onepaTop miacca H$, ( X —* ifa, ) f npireeM fl L li m 

m Z 0 ECJIM 3Ě 9 $ 9 TO Kaxflid! onepaTop ynoiiflHyToro 

KJiacca AonycicaeT npeflCTasjíeHiie B $opne ( 1 ) . 

JloKasaTeJitbCTBo, IlycTb AaHa $yHKUMH JtJ to, *x ) . Ma ycjio-

BXJI 1 ) cJie^yeT, WTO X to,' ) € # ' • Torfla np» JUJÓOM f € 3? 

cymecTByeT MHTerpaui / * X to, «xJf Cx ) j<* to *X ) f 2;cTp#7J. 

npM 9TOM 

Aajiee, 

nepecTaaoBKa 3H8KOB /&ufv saKOHHa no £4;cTp. l49j P 

Bosbiieii nocjreflOBaTejrbHocTb cfa tf S Taicy», qTo 

f<* - 0*1 ~* ů • E<«* » » - <£<** i ^ , T O C L S ^ K O , ) -

aBjmeTCfl KOHê Ho-a&BMTHBHofi $yHx-
** *** 

miett OT Q, (cu.ycjiQBvie 2 } } . 
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Далее; ( ^ 4 ) (си > т Жт, ( ^%у)(си) . Значит ( 1„ 4) (си) 

также конечно-аддитивная функция от си • Теперь ив (2) сле­

дует, что ^ -Р й Яга, , а из (3), что I ^ I т Л . 

Обратно, пусть дан оператор ^ 6 Н^ (X —> Лг-о. ) # По 

теореме Е П - * Х 4 > ) «• /$с1Ль(а,7 • ) . Поскольку # ГА Са,-)* 

<• #о 9 то существует функция . УС (а,,* )е X такая, что 

Х(а,,<е)т/Х(а,9х)(и,(с1х)рпрпчеи Я ГА Га,* )]т р'С УС(а,,* )3 

&.|стр.89Д. Ясно, ч»ю интеграл ^%(Си, х )4(х)ри(сСх) опре­

деляет оператор класса Н/, С X —> Жга, ) . Пусть ф е 3, 

У * ^ Л 4 ^ , тогда /рсСЛ (си, •) т ЗЕос^ Л(а,-€4 )т 

ш/ УС (а,, *н ) с? (х >(«> <Жх ) . 

Но 5 плотно в X , так что это равенство верно при .всех 

у е л . Доказательство завершено. 

Дуеть. ( Т ; 2 , >> ) - пространство с вполне 6 -конечной 

мерой. Через е си т с си ( Т9 Л§Г , >> ) обозначим подпростран­

ство пространства Лгси(Т9 *Е ) состоящее уз счетно-аддит,ив-

ных функций, абсолютно непрерывных относительно V • 

Теорема 4. Пусть функция А удовлетворяет условиям 1) 

я Ш) теоремм. 2, а также уелови» 2*) Л О,-б ) ш СО, (Т,21,у> ) при 

всех «6 € Аф Ф Тогда соотношение ( ^Ф) (а) т ̂ 4Ы, А (а,, •) 

дает представление операторов класса Н̂ , (X —> с а ) . При в-

том I ^ I ** Ж * 

Доказательство проводится как, в теореме 2. Дополнительно 

нужно доказать лишь ел еду идее. Если условия 1), 2*"), 3) выполне­

на, то при # ш X функция множества й>(си)т^сСХ(а,* ) 

счетно-аддитивйа и абсолютно непрерывна относительно >> • Пусть 

# ** Ж*4 К*. * *0ГД* *>СО« И^ХО^шса (Т9 %\ -») 

по уеловмв 2*)» 

Тетерь возьмем 4 € X и последовательность $&• € ** 
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MKy», HTO p (4 - 9 ^ ) -fr. 0 . BCJW noJiowiTb 6 ) ^ Ca,} ** 

m JgSn, cl A (a, • ) f TO stim CJ^ Co,) m co Ca,) npit Bcex 

O, 6 2L . To TA a co ctteTHo-fiMWKTHBHa [3;cTp. l77J , Kpona Torof 

% Jtim,^ CJL. Cet) m 0 paBHouepHo no m, t 3:cTpél76Jé 3H»> 

IIHT £óm <oCa^)miim Jtim cdL(a,)m09 T . e . co aOcoJiidfc-

HO HenpepHBHa. 
AHajiorxtiHo uoaeT ÓuTb AOKaaatta 

Teopeua 5» HycTb. $yHKi*HB 3C C&9 x ) y^osaeTBopaeT ycao-

BM» 1> TeopeMK 3, a TaKxe ycJtoBHB 2*) f X(0> «* )/€cCctx ) £ 

m c a, ( Tf SI, y> ) * 

Toraa cooTHomeHMe (1) onpeflejmeT onepaTop L G H£,($č —+ C Q> ) , 

npMtieit I i- I • <l • BCJIM 3? » 2 j TO KaxAiiJt onepaTop KJiac-

ea Hjfr. (3£ ~-+ CO,) AonycicaeT npeACTasjíeHMe B $op*te ( 1 ) . 

3aMeqaHwe. M3BQCTHO, <JTO aa Kopný B npocTpaHCTBax i ^ a H 

C a MOXKO ÓpaTb H V* ( $ 9 T ) - nojmy» BapnauMD. $yHKUHn £ 

[3;cTp.261]« Teopemt 2 - 5 ocTaBToa BepHKMH c TOM oroBopicofl, *ÍTO 

HopMa onepaTopa L BitecTO paBeHCTBa I L I * i 6yaeT yno-

BJieTBOpflT H6paB6HCTBajÍ 

eosH Xrcu - BemecTBBHHoe npocTpaHCTBo, 

eoKM 4tú, - KoitíiJieKCHoe npocTpaHCTBo* 

3TO CJieAyeT na CBOĚCTB noJiHoJt BapwanMH f3;cTp.111-118J. 

B AajifaHeKmeii MM orpaHMUMMca csytiaeif BemecTBeHHHx npocTpaHCTB. 

npocTpaHCTBo CO, ( Tt £. 9 i> ) (Hopiíoíí cjiyxHT nojikaa Bapwa-

ijits) M3oi*eTpMqecKi4 naoMop<í>Ho npocTpaifqTBy L f T , 2 ? V ) C3;cTp^. 

194,12tíJ. CooTBeTCTByiimie ajieueHTM c Basami cooTHomeHMe« 

Xd)* TT M 4 H É *ÍTO TO * © . 

f(€)m fXCt)vCďt)t * ff X , í € T . 

3TO AaeT BoaiioxHocTb c$opityáiipoBaTb Teopeay, aHasorii^aye Teope­

ua 5 . 
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Teopeua 6> IlycTb $yHKEimi 3t (a,7 .x ) , a, € ]E , X € A , 

y^oBJíeTBopaeT ycjioBHaii: 1 ) JXC*, X)(U,(dx ) e ca, CTf X , y>) 

MM Kaacftoro «e € «A0 | 2 ) ,£ ~ /^«A p ' £ VC (a,, * ) J < <£*>. 

ToTAa cooTHomeHMe 

onpeaejifleT onepaTop icaacca H .̂ f 3Í —> L^fv ) J , lípu 3TOM 

yí * ( L I * 2 i . ECHU # » # ; TO Kaafliiif onepaTop yno-

iiaHyToro KJiaucca flonycicaeT npeflCTaBjíeHMe B $opiie ( 4 ) . 
i 

3aueTHM eme, WTO ecjiH p (f) « ZfSfvcLfd,] ^ ; TO no-

JiyHaeTCflt peayjibTaT, npMBefleHHirii B £5;CTP # 692-693] . CM* Taicme 

[3;cTp.544j . 

Tenepb paccMOTpuM Bonpoc o npeflCTaaaeHKM onepaTopoB, 06-

jiacTba onpefleJieHMa KOTOPHX azryacHT HeKOTopoe F -npoeTpaHCT-

BO 2 . 

F" -npocTpaHCTBo - 8TO jiMHeílHoe nojiHoe MeTpMuecicoe npo-

CTpaHCTBo, MeTpiiKa KOToporo H, yflOBJíeTBopaeT yaaoBMHiM: 

1) K (Xi, %z ) - K (Xi - Xz , 0 ) ; 

2 ) RJia cKajiftpa di, v x, e Z npoM3BeAeHHe oo x, Henpe-

puBHo no KaxAOiiy nepeMOHHOMy [ 3 ; c T p . 6 4 j . 

IfycTb l * L • /t f í , í ) a 55 - npocTpaHCTBO 

HenpepHBHMX jiHHeilHiQC $yHKi4HOHajsoB Ha Ž . ByaeM paccMaTpu-

BaTb. $yHKiíMM A, f >C , * 6 ) , £> € 2S , «e e . A 0 . nycTb 

i) X (+, e ) € 2S* , z) & (st9 • i e ( &+)* . 
noKaxeM, HTO Kaaĝ an Taieaa ^ymajMs onpeflejiHeT HenpepuBHuK 

jiMHeiíHiii} onepaTop, AeftcTBynmHJ! na ^ 8 ť 3í ) * . IIOJIO3EHM 

Lz * X(x?' ) .B AonaaaTejibCTBe HyamaeTCfl Jiwinb HenpepuBHocTb 

8Tdro onepaTopa, McnojibsyeM cJieayímyi* aeMMy t 3;eTp.65j . 
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Jleuua. nycTb RJISI Ka^Aoro aaeiieHTa CL MHomecTBa A o-

npeflejieHo HenpepHBHoe oToÓpaacemie ^L,^^^ F ~ npocTpaH-

CTBa J!5 B F -npocTpaHCTBo X^ . IIpe.mioJioxMM, STO \L(&) 

yAoaaeTBopaeT ycJioBHjiM: 

Toi\na, ewM AJIH Kajmoro Z € 3L MHoatecTBo { \^C?c)/ci € A í 

orpaHMtieHO, TO M/m* V-Ctc)*: 0 paBHOMepHo OTHOCKTCJHÍHO 

a, e A • 
B Ka^ecTBe %^ MU B0 3bMeM semecTBeHHyi) npauym* IlycTt A 

• MHoaecTBo TaKMX $yuKW% CL € S , <z(x) ~ 2 1 <K,± ^ € . f»x) , 

tiTo jD C a ) * 1 # HaKoHeu, V^ č * ) » / S. <X^ X (z>, «€^ ) / f 

MHoxecTBo { V£, (Z> ) l a, e A} orpammeHo, H6O 0 ář ^ Yác ) *& 
£ R C X (Z 7 • ) 1 . OcTajibHue ycJioBua jieiiMhi Taicxe BHTIOJIHHDT-

cjt, TOr,na no 3Toft Jieiíiie 

^ w , Rl X (z>, • )J • • J&m /*U4v V^ (x,) m 0 * 
Z-*r 0 X-+0 aeA 

3TO 0 3HaqaeT HenpepHBHocTb onepaTopa L • 

IIoKa»eif9 UTO JIBČOÍÍ HenpepHBH&ál jxHHeftHHÍt onepaTop, Aeň-

cTByBB̂ Mii K3 % B CX ) * f nopox#aeT $yHKUM» X onucaHHoro 

Bnuiie TMna. 

nycTb L - TaKoiS onepaTop. KaamoMy z, e -2> OH cTa— 

BMT B COOTBeTCTBMe 9JjeM6HT M8 ( 3? ) * ? KOTOpHří MU OÓOBHatlHM 

qepea A Í Z ? • ) • Kascfloe MHoscecTBo € € A 0 nopoKflaer 

$yHKUHOHaa Ha č # * ) * , £ & ( « , • ) « ^ , f » ? « ) # 3TOT $yHK-

ilHOHaa JiHHeeH. Ma H^paBeHCTBa i E X (z, • )l é R. ÍX (Zf* >J/0 (fa ) 

BHTeKaeT ero HenpepuBHocTb* 
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Итак, Е ^ - непрерывный функционал на 55 • По атому 

Я (• » -в ) € Ж* . 

Доказана 

Теорема 7. Аналитическое представление непрерывного линей-» 

ного оператора ^ , действующего из Р -пространства X в 

С Х * ) * дается соотношением I. ;& *• А (%>, • ) , где функция 

Я * Л С-Ъ, «е ) такова, что: 1) Я С», «е ) € Ж * , € € Л0 , 

2) А ( * , • > « С Я * ) * ; * € 2 . 

Частный случай этой теоремы приведен в Е6;стр.327^. 

§ 2. Регулярные операторы. Пусть У является КВ-простран-

ством. Это значит, что У - К-пространство (условно полная ли­

нейная структура) и одновременно В-пространство. Вели 1^1 -

модуль элемента /у, е У • то 1 ^ I - \*Ч\ ' влечет 1 п§^ К -* 

& II ^ I (монотонность нормы). 

Упорядоченность порождает в У так называемую (0) -сходи­

мость. Этот вид сходимости в КВ-пространстве связан со сходи­

мостью, по норме следующим образом: А) если /у.̂  4, 0 , то 

I / ^ I 4* 0 ; В) если 0 .* /ц^ , ^ • + л , то 1^^ I/ -* 

—* ••• со ( 4 * и ^ означают здесь монотонную (0) -сходи­

мость) [7;стр.207^. 

Заметим, что из определений, относящихся к банаховым функ­

циональным пространствам, следует, что X является КВ-про-

странством. X будет лишь так называемым КВ-линеалом (ли­

нейной структурой с монотонной нормой и одновременно В-простран-

ством) (!7;стр.1*^. 

Оператор ^ } действующий из X в У , называем по­

ложительным, если т1 > 0 влечет ^ •$ > О Ф Оператор назы­

ваем регулярным, если оц представит в виде разности положитель­

ных аддитивных операторов. 
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nycTfc H^ ( %* —* y ) - iwacc peryjiapHHX onepaTopos* OH HBJIJÍ-

eTca iacTi»»; iwacca H$, C 3 ? ^ —* Y ) £ 7;cTp.249j. BHSCHKM, 

KaKMM AOnOJIHHTeJIbHliM yCJIOBMHM AOJIXHfi yAOBJíeTBOpflTfa $yHKU.M« X , 

<ITO<5H onepaTop L 4 * (Ir) J*4 cL X (ciu Teopeiiy 1) dna pe-

ryjiHpHHM. 

ECJIH onepaTop L peryjiapeH, TO MMCDT CMUCJI onepaTopu 

[ 7 ; C T P . 2 3 1 J 

Aa* « € A 0 KMeeu A + C - e ) - * « ^ A 6 e ' ) * ^ Í / ^ (4-t/ífdAmLtf^* 

C Apyro« CTOPOHH L+ ^ * >x<^ (Ar) fy d X* - X^C-e) . 

MTÉK, L ^ -r A + f - e ) . AHâ orMtiHo A ~ Í € ) - - -^třAC-eO^L # » 

3HS^MT I X I C«€ ) m X*(-€ ) -*• A~£e)« 1 ^ - 1 ^ * Toraa npH Bcex 

4*2* Miieeii I L I** ~ (Jtr) f4dX . Oruwa R f IAf ) * 

• II I LNI < oo . 

OĎpaTHo, nycTb $yHKUHa A Taxo Ba, ^TO R ( \ X \) < Co « 

McnOJÍb3y» CBO&CTBO 1IOHOTOHHOCTH HOpMH B Y JieTKO nOJiyHMTb, 

.<oo. 

liTO 

for^a no Teopewe 1 eyiuecTByior L4 «• (Ar )f4d X, L^ 4 s(Ar)f4cL\X\ < 

OnepaTop L peryjiapeH, T . K . L^ aBJíneTca ero MaxopaHToJI 

[7 ;cTp .226] , 

AoKaaaHa 

Teopeiia 8« CooTHomeHiie L4 » (Ar)f4cLX rm 

R f l A l ) < 00 flaeT npeACTaBiieHMe onepaTopos xjiacca 
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H* f 3?^~> Y) . npM aTOM | L\i m CJtr)f4dL \X\ . 
OnpeflejieHKe a> R"VA)~ 4>«/i' S*U*> \\ Z /at. A f € , ) l l l . 

Teope^a 9« IlycTb. L "f • (^f)f-fcL A • £«H TOTO, HTOOH 

onepaTop L npwHa,iyiexaj[ icaaccy H^ (3£ —> Y) HeoCxoAHMo, 

a eCJlM % mm 3? 9 TO H AOCTaTOUHO, HTOOH R ř ^ f A ) < « ? • 

Heo6XQflMMOCTb» IIoCKOJIbKy II JE \oo^X (-e^ )lll á-

rfl£ la.MAl ( ^ ) l , TO R^fA) * R f l A I ) < » . 

^ocTaToqHQCTb* JP^ HBJíneTca KB-npocTpaHCTBOM, noa-

ToMy AJiň AOKaaaTeJibCTBa peryaHpHocTM onepaTopa L AocTaTouHo 

npoBepwTb, *ÍTO cymecTByeT Taicaa nocToaHHaa C , *ÍTO (CM. £7 ; 

CTp«250j} 

i * Jitém, "* j - T * * * * * ^ ; * ' ' ' 

Cnatiaaa npeAnojioxMid, tn»o f^ €• S , ^ *• 2 : a c ^ ^ 

Bo3biieM t m {^JÍ TaK, qToÓH icaswoe MHoxecTBo ^^j^ HBJIH-

^ocb BH coeAMHeHweM HeKOTopax -e^ . Tor/ja $yHKi*ii» -ř^ MOX-

HO npeflcTaBKTb B BM̂ e f^s* Z / 3 ^ ^ ^ „ Tenepb /! >&«yv / L-fj^l I « 

IIoJiŷ HM (5Í , npiweM C * R f A ) * íIocKOJibKy 5 

IIJIOTHO B 3? » 3? , HepaBeHCTBo (5) BKnoJiHaeTca H npw JID-

6 ia . f 4 € # * . MTIUC, L c - H * c a ř * - + y ) * 

OgejicTBKe. ECJIH # * • ÍT* , TO R"VA)-r R f i A I ) , 
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AeflCTBMTeJIbHO, M3BeCTHO,MTO HfiHMeHbinaa 143 nOCTOHHHUX C 

B (5> - 3Tó II .1 I— I II C7;cTp.250j. OaefloBaTejibROj JI l Lili é 

* R w ) f A ) . Ho II I L III » R f | A | ) , BHâ MT R (I A I ) 6 

£ Rí<f C A ) . OÓpaTHoe oMeBMAHo. 

#Be nocyreAHMe TeopenH o6o6ma»r oAHy Teopeuy M8 C6jcTp.310J, 

HcnoJibsyft pesyjibTaTM aToro naparpa$a, AOIIOJIHHII HeKOTopue 

TeopeMM, nojryweHHHe B § 1 , By^ei* paccMaTpKBaTb onepa«rop», fleií-

cTByrame KS 3? B ira, ( T , X ) . 3a Hopiiy f e &0, Čepen 

v ř f , T ) . 
3aMeTMM, HTO ^ c t HaaaeTca K-npocTpaHCTBo*u Tlo cymecr-

By 3TO floKasaHo B C 3 ; C T P « 1 8 0 J . MoflyjieM ^ymojuji f € Jtra cjry-

acMT nojraas Bapwamia: l f l (&) m is ( f, CL ) f Q, € 2£ » IIocKOJib^y 

wa l f, | é | ft.| cjie^yeT v C fa <> T) 4, v ( f % , T J , TO 

Hopiáa B >^a MOHoTOHHa. C^ie^oBaTejibHo, Xra - KB-jiMHeaji* 4a-

Jiee, npM JIIOĎHX fa } fa & 0 BunoJiHaeTcai V (fa + fa > T ) » 

* V Í f , , , T ) + XT ( f^^ T ) (CBOÍÍCTBO a/WHTMBHOCTK HOpMil). 

HO KB-JIMHeaJ!I C aA£MTKBHOÍÍ HOpM0# HBJíaeTCH KB-npOCTpaHCTBOM 

[ 7 ; c T p . 2 1 4 j . MTaK, Xra HBjíHeTca KB-npocTpaHCTBOM K MU MOKBM 

no^o»MTb B TeopeMax aToro naparpa$a Y » JrCL • 

BMHCHMM, qTo npeACTaasaeT coCofó B 8TOM cjiy^ae $yHKima I A 1 • 

OyHKUMa A, MHOXeCTBy «€ 6 A 0 CTaBMT B COOTBeTCTBMe 

aaeMeHT npocTpaHCTBa -í^ď , KOTopuň MU o6o8Hâ MM tjepe8 A č » , • £ ) • 

TaKMM oCpaSOM, BeKTOpMOBHa^HOU $ y H ^ M M A COOTBeTCTByeT CKa-

aapHaa (řymujna A í a . , - € ) / í t € 2 . ; -6 € A 0 . OnepaTop, ye -

TaHaBJíKBarauMií BTO cooTBeTCTBMe, oÓosHaqwM qepes 2: JA* A Y* , * ) • 

MMeeM A + ť«€ ) » sb^ccfi, A č - e ' } • 3TO SHatiMT, vro 

(6) ( 7A + )Ca , - c ) • ,*«^{A ^ , < ) + . , , * A fo*,,, *^> ? 
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rm AUft GepeTca no BOOM /n, f scén -t í c -e' « BCSM no­

napno HenepecetcaDmHiica tft^ c o. £ a;cTp. l80j , OaMe-rniá, MTO B 

[ 3 3 BHSBHHyTo TpeÓoBaHwe, ^TOÓK coeAHHBHHe iraoxecTB <X± Ómo 

paBHo Q* • OAHBKO OHO HasneTCH KSJIHIIIHHM. ) 

^MKcitpyeM 5^ C *E ; « e Â  # IlycTfc A, , - mrače 

Bcex HauepMMHX noAMHoxecTB MHoaujcTBa &i . AHaaonmHHft CIIHCA 

KitaeT M JE^ • PaccMOTpwM AeicapTOBo npOHaseAeHHe (3^ x -é^ , 

2 ^ x A ) • JE,- x -A.. - BTO ajireCpa imoatecTB, npe^cTaBM-

MHX B Bw ê KOHeHHoro coeAMHeHwa nonapHo RepepeceKajo*Kxea irp*Moy-

roJibHHKOB £L X -6 ; Ct € 5 L ; -€ € A ^ £ 3;cTp.203J. CoeAHHe-

HHe JIBÓHX AByx npsiMoyroJibHHKOB MOXHO npeflCTaBMTb nax coeAHHeHMe 

npHuoyroJibHKKOB c nonapHo Renepee«icamiHHiieA •ooBoaaHMHMft11: 

3H8»IMT 2 * x A - - aareópa MHoxecTB, npéACTaBHMHx B BM̂ e KO-

HenHoro coeAHHeHMH npaMoyroJibHKicoB c nonapno Henepecetf&itiiiMMiieft 

"OCHOBaHHHMM". 

*yHKmi» X (• > • ) M03KHO paCCMaTpMBaTb KaK $yHKIÍME OflHO-

ro nepeiíeHHoroi onpeAejieHHy» Ha 5 ^ -x A . Tor\B,a Mi/ieeT CMHCJI 

(7) X+C5,,* 4^) ~ A^ÍA-Ctiy*-.* + *(C«u) } > 

FA© />tcft CepeTcn no Bceii KOHetranii cHCTeiiaM npaiioyrojibHiiKoB 

CJ C, C 2L x H? f c rrorrapHH NénepeceicaijmMiiMCjr "ocHOBaHMaiiH". 

ConocrsíBJísuL (6) c (?) aaicaiwaeii, w o (JX+ ) f 2 f , -5^ ) » 

* A**" CcL x -5? ) • AHaaorM^HHii peayjibTaT no^y^iaeTca w pjim X" . 

CJieAOBaTejibHOi 

(a> c3ia.i)fa1,4)»iA!f5fx^)-^rA,sfx^ř)faftf5r, «ef eA 0 . 

Tenepb Jierico AonoviHHTb peayjibTaTtt § 1. OrpaRMttHiíCfi OAHHM 

npmcepoií. 
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Теорема 10. Пусть функция X (<Х?~е' *9 О* в 2Е , -в € А-0 

удовлетворяет условиям; 1) Л ( а , ' ^ ^онечно-аддитивна 

при каждом а ; 2 ) Я С*; •€ ) € ^ ^ П Р И каждом -5 ; 3) 

Л1*Я11г(Х1Тх.)1<оо. 

Представление операторов класса Н# * **\ ̂ ^ о - ,) дается 

соотношением ( ^^( ) (Си) & Г4Ж X (Д>1 т ' . При этом 

С I ̂  I Я Га) » /чи IXI Га, * >̂  II ь. ш * Л • 
Доказательст во. Заметим, что Л," '&и& К [ 1Г Ц а х • )3 . 

Основные утверждения теоремы, получаются сопоставлением соот­

ношения (8) с теоремами 8 и 2. Подробнее остановимся! на дока- * 

зательстве равенства III ^ III ** Л1 • 

Оператор I ^ I положителен, поэтому 

III Ц | » А а / И Ш * Я - р(*)&1, * * 0 Г 7 ; с т р . г ^ . 

Далее, если $еЛга,(Т9 X >, $ & 0, то У(?7Т)~ /*ши / ^ (а) I . 

Обе нормы в пространстве Лга, совпадают для положительных 

функций. 

Поэтому при вычислении нормы оператора I ^ I можно воспользо­

ваться теоремой 2. Привлекаля соотношение ( 8 ) , получим 

III I Ш • *и4г Я Спг (X, а. х » )} * Л^ . 

§ 3 . Операторы с абстрактной нормой» Пусть У являет­

ся К-пространством (наличие нормы, в У не предполагается). 

Класс аддитивных операторов, действующих из I в У , и та­

ких, что 

I ^ I ш /*ццр> \Ш-\<.+>оо, 
<*> рС + ^*А 

Огбоэначим черев Н а Са?^—* У ) . \ И^ ё У навиваем 

абстрактной нормой оператора ^ С 7;стр.246Д. 
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Teopmi, onepaTopoB KJiacca Hw aHanormuia Teopnn onepa-

TopoB na Hj^ (CM. § 1 ) . PoJib, KOTopyB B § 1 wrpaaa CXOAM-

MOCTb no HopMe, Qňech. urpaeT Taie HasBBaeMaa C/t ) -CXOAHMOCTL. 

HocjíeAOBaTejiBHocTi* n^ e Y (K ) -CXOAMTGJI K n^ e Y f ec -

jm cymecTByDT 0j*o € Y H oc - > í Taioie, trro I / y ^ — ^ / ^ 

-* <**i, ty* ' 
ÁHajiorH^Ho onpeAejieHMKi 1 BHCKaxeM 

OnpeAejieHne 3 . R(a>CA/>* >*a/i> A*ufi> I X ac^ A C ^ ) I • 

ÍTycTB RC2> ( A ) < + O) - Tor.ua A nopoacflaeT onepa-
ňy -

Top KJiacca H a CX —v Y ) . AeiícTBKTejibHo, flJia S ? " 8 ^ ^ - ^ . 

MU MoxeM nojiosMTb, KaK M B .noieaaaTejnbCTBe TeopeMu. 1, L 9 -

- / y c U - J f ^ Af^ ) , nycT* i e X^c&e $, pťt-9^-* °-
Mcnoa&.ayH ( K,) -noJiHOTy K-npocTpaHCTBa £?;cTp. l43j , jierno flo-

KaseM cymecTBOBaHHe in )J,fcLX » C/t ) - Jtinm, f cf^ GL A 9 He 

aaBHcamero OT BHĎopa nocjiefloBaTeJibHocTM 5 ^ • #ajiee, KSK M B 

TeopeMe 1, nojiytiHM K/t)ffdJLl* RCÍ)(X)p C-f ) . Te-
nepb, ecum noJioxMTfa L -f - ín. ) J-f d. A. , TO L £ 

€ H* C9ř^->. Y ) , I L l^ é R " ' f A ) • 
nepe^paawpya TáKMM oCpaaoM #0Ka3aTejibCTB0 TeopeMii 1, nojty-

TeopeMy 11 . OnepaTopa KJiacca H^ C # —* Y ^ HMe»T 

aHaiHTsmaDCKoe npeACTaazieHMe L-f » ť / t ) / * - f c í A , rae R a > CA)< 

< OO . npH 9TOM I L l ^ * R a > C A ) -

JierKo noJiy^KTb aHajiorw H Apymx TeopeM. CfleJiaeM STO AJI$. 

'eopeMK 7. 

IlycTb % -npoMSBOJibHoe HopMupoBaHHoe npocTpaHCTBo. Hop-

MJ B conpsxeHHOM npocTpaHCTBe Z Ďyneu oOosHa^aTb ueppa 
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I l y C T b $yHKIJHH MHOXeCTBa A KOHeiHO-aAAMTMBHO O T O Ó p a -

maeT A f l B Z* • 

QnpeaejteHMe 4 , RC3)CA)« ^a/2, *WM> i X ot̂ . II A C-e. )/l / • 
"*' 'ř7 f>Ccok<\ ** * 

BnoJiHe aHajioriitiHo TOMy, KaK 3TO 6WIO c#ejiaHo B f 1 ; C T P # 8 6 J , 

MoacHo noKaaaTb. UTO RC3?CA)» Axufu A>UJV X /«&. I H A C-e^ )IL * 

= RC3) Car CA )J . 

OocKOJibKy 1/* C A ) - HeoTpímaTejibHaH CKaajipHafl íymcmia, 
TO R ( l , t v C A ) ] « R C v C A ) J . 

IlycTb R í 3 ) ( A ) < £0 . *yHKijíia A Kaa«OMy £. € -AD 

cTaBWT B cooTBeTcTBMe $yHKijí!OHaji z,* € Z . 06o3HaxiMM ero 

qepes A C • , -€ ) . MHâ e roBopsí, A C x , «e )«* %*%• . Tor.ua 

l A C * , ^ e ) l ^ l A C ^ - e ) ^ II z II .Aaaee, nocKoabKy II A C-; € > II* * 

é v (A ? -e ) ; TO IA Cas;-e )l £ ar CA, -e ) íí x, 11 . ECJTM no-

aoaHTb L Z x A í z , • ) , TO L <s H^ £ Z - + C £ * ) * J 7 

\L\0u é v C A , • ) • 

OČpaTHo, pycTb #aH onepaTop L € H^ £ g —y C% ) * J , 

Kaayjoiiy X 6 Z coOTBeTCTByeT X (zf • ) e CSC*')* . IIpM Ka*-

AOM -6 ^ A 0 noJiy^aeM jiMHeíiHHíl $yHKiínoHaJi A f*, € ) C Z • 

TaKMM oĎpeuaoM, MOMCHO CHMTaTb, trro A oToÓpaaaeT A 0 B Z** 

IIo onpeflejieHii® aÓcTpaKTHoft HOPMH \X(Z,*e )l ̂  I L I C€ ) II X D # 

OTciwa II A C • , •« )l^ ̂  i L |^ í-e > a v C A > * I L l a . IIocKOJibKy 

i L U * Í S * ) * , TO R Í 3 ) CA) ^ R C 3 , C I L U ) < «> • 

AoKasaHfti 

TeopeMa 1£« AHa^KTu^ecKoe npeacTaBJíeHKe onepaTopa miacca 

H-C Z - t C9ř^)*J flaeTca cooTHomeHMeM L X «• A Cz , • ) , r^e-

RC3> CA) < CO • Opu 9T0M I L 1^ « OA C A ; * ) * 
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M 9Ta Teopeiia o6o6maeT OAHH pe3yaibTaT KS [6;cTp.329J. Eoa-

HO c$opMyjiíipoBaTir eme pna TeopeM, o6o6maBmwx Apyme pesyjibTaTH 

MS [ e j . 

OnpeAejreHMa 1 - 4 co#epsaT pasjíiiqHNe o6o6iueHna IIOHHTHH: IIOJI-

HOSL BapMauMM $yHKMMii MHoxecTBa. Kajyjoe MS HMX HBJíaeTca noJie3-

HKM. AoKaaaTe^bCTBo 9Toro yTBepsweHKs w HEjineTca OCHOBHOŽ ijeJibB 

paĎoTH. 
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