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Commentationee liathematicae Unﬁersit atis Carolinae
8,2 (1967)

DIE NICHIEXISMENZ STARKREGULARER STANDARDER MODELLE IN DER
MENGERLEHRE VON ZERMLLO-FRAENK:L UND IHREN WIDLRSPRUCHSFREIEN
ERWEIT ERUNGEN '
Kurt HAUSCHILD, Berlin

In [1] beweisen Bukovsky und Héjek unter anderem, dass
es keinm stark reguléires standardes Modell der Godelschen Men~
genlehre 2 1in sich gibt. Die vorliegende Note enthlt ein
Gegenstick zu diesem Resultat in der Mengenlehre von Zermelo~
Freenbel und ihren widerspruchsfreien Erweiterungen.

Im folgenden bezeichne ich als Mengenlehre jede im Pradikaten—
kalkil der ersten Stufe mit Identitdt formalisierte elementare
Theorle T = (S,V), deren Sprache S bestimmt wird durch
eine zweistellige Reiationskomtante € ,deren Satzmenge V
insbesondere die fblichen -Axione (siehe [2] ) der Mengenlehre
enthalt, und die zusatzlich folgender Bedingung (* ) geniigt:
Bedingung (*): Es gibt keine Folge H,(X), H, (x) ...
von Ausdriicken derart, dacs

() VE3!x Hlx) (v =0,1,..),

() VEH (X)AH, (g)vngex (V=0,1..).
Die Bedinéung (%) besagt inhaltlich,dass es keine unendliche
absteigende € -Kette vom definierberen Mengen gibt, Sie ist
starker als des Fundierungsaxiom; men konnte sie Metafumdie-
rungsaxiom neamen. ke ist klar, dess keine elementare Theorie;-
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die die Bedingung (*) verletzt, den Namen Mengenlehre verdienmt,

auch dann nicht, wenn sie widerspruchsfrei ist.

Als definierte Zeichen benutzen wir im folgenden noch den be-
stirmten Artikel L (siehe [3]), sowie die in der Mengenlehre
gangigen Abkirzungen fir leere Menge, geordnetea Paar usw. Ins—
besondere sch-eiben wir
ord a ,
werm a eine Ordinalzahl ist - die Ordinalzahlen werden wie
bei J.v. Neumann definiert, wobel die Ordnungsbeziehung mit der
& -Beziehung zusammenfallt - '

ord (my,R],
wenn R ein zweistelliges Pradikat ist und die Menge m durch
die durch R induzierte Relation geordnet wird,

wohlord [m,R1 ,

wenn sie wohlgeordnet wird,
[m,R]f:’ [mqy R,’J;
weon owd (m, R]  und owd (m,, R,] gilt und ein Ord-

mungsisomorphismus existiert.

Es sel M™ ein einstelliges Pradikat und €* eine zweistelli~
ge Relation; M und &X seien in S definierbar.

Jedem Ausdruck H € S ordnen wir einen Ausdruck H*e S zu
dergestalt, dass in E Jjede gebundene Variable guf das Pradi-
kat M* eingeschrankt und jedes € durch e”* ersetzt wird
(Zuvor missen in H die definierten Zeichen wie B, € usw.
eliminiert werden.). Ist beispielweise ' :

' He (x)(3g)(xey) ,
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80 st
H* =2 (X)(M*x — (A )(M*y A x€* ) .

Ist X eine Menge von Ausdriicken { H, t;¢g vom S, so
verstehen wir unter X* die Menge {H¥};,, - Grundsatz-
lich ist also insbesondere

(1) H eV  genau dann, wenmr. H* ¢ V* ,

Metadefinition J. M* und €* bilden ein syntaktisches
Modell von T in sich, wemn gilt V¥ & V .

Wir wollen einige. terminologische Verabredungen treffen. Ist
o« ein definierbarer Term, o = LXH (x) , 8o soll oc*
derjenige Term sein, der im syntaktischen Modell gensu so de=-
finiert wird wie o in der Ausgangstheorie, alsoc o * =

Lx(M*x A H*(x)) , Der Definition
B = tx(y) (y & x)
entspricht also die Definition i
B* = Lx (M*x A () (MXyrqyp §%x)) &

Wegen (1) ist die Benutzung des bestimmten Artikels im einen
Palle genau dann gerechtfertigt, wenn sie es im andern Falle
ist, und es gilt _

(2) VFx € 3  genau dann, wenn V*F x* ¢* 3% .

(3) Palls VF x € 3, so VFa* e* 3% .

Analog verfahren wir bei definierten Relationen und Funktio-

nen; so bedeutet & &%* 44 beispielweise (z)(M*x —
s(xe*Xxn zery)) .,
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Metadefinition 2. Eindurch M¥ und €* gegebenes
syntaktisches Modell vdn. T in sich heisst etarlcregulﬁr,
wemn gilt VF3m (x em 2 M*x A owd* x ) i die
solchergestalt definierte iienge der Ausgangstheorie moge mit
On* bezeichnet werden.

Metadefinition 3. Ein durch M* und &* gegebemes
starkregulares syntaktisches Modell von T in sieh heisst
standard, wem gilt VF wehlovd [On*, ¢* 1 .

Thegren 1: Es Zibt kein starkregulires standardes No-
dell von T in sich..

Beweig. Wir fihren den Beweis indirekt und nehmen an,
dass M* und g* ein starkregulares standardes syntakti-
sches Modell von T in sich liefern.

Dann gilt
VFE3!la (ovd a Ala,e ] [0n*, €e*]) .

Die solcherweise definierte Ordinalzshl werde mit e, ,der
Isomorphismus von [On*, €*] auf [, , €] mit ¢ be~
seichnet; ¢p ist eindeutig bestimmt und in S definierbar,

Wir definieren munmehr, fir m = 0,1, 2,... , eine. Folge von
Elementen o, , «,, Ky gove durch die Baknrl.ionnvor-
schrift

P(a¥)e « -
Diese Rekursionsvorschrift breucht nicht metwendigerweise in
S einheitlich definiertbar su sein. Dies sehadet aber mishis,
Fir une_genigt u( zu wissen, dass jede einmelme Gleichmmg ix
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S definierbar ist; letzteres ist offembar der Fall.

"Ich behaupte: V F %oy € %, , £ir Jedes n . Das zei-
ge ich induktiv, _

Anfangsschritt: Bs ist VIl a, € &, , da a, nac Defi-
nition zum Wertebereich von & gehort,

Induktionssch:itt. Es sei berelts gezeigt, dass V ko, €
€ X, ., . Daraus folgt, wegen (3), VIt &* <  aus
Isomorphiegriinden weiterhin VF ¢ (x* ) € ¢ ()
dies ist aber niohts anderes als VFk o, , € %, -

Also giit Ve, € &, fir jedes n . Das wider -
spricht aber der Bedingung (* ),q.e.d.

Anm.ez-kung: Wenn es einen Ausdruck H™ (x, 44 ) gibt derart,
dass fir je zwel definierbare Terme, o¢ und 4B , gilt
W) (xR, )= B = * , 1st die Rekursionsvorschrift
einheitlich in S definierbar, und man kenn nicht nur zu
einem Widerspruch gegeniiber der Bedingung (%) gelangen, son-
dern dariberhinaus zu einem Widerspruch gegen das Fundierunga=-

axiom selbst.

Im folgenden seien zwei Systeme, T = (S,V) ud Ty=(S,, \{,)
gegeben; beide seien im anfangs definierten Sinne Mengenlehre,

Metadefinition 4. M* und e* bilden ein syntaktisch=
es Modell von T, in T , wemn gilt Vf s V.
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Metadefinition 5. Ein durch M* ‘und €* gegebenes syn-
taktisches Modell von T, in T heisst starkreguldr, wenn
gilt VF3Im (xem & M¥x ) .

In diesem Falle sei widerum

On*e tm(xem = M*x Aotd*x) .

Metadefinition . Ein durch M* und €* gegebenes
sterkreguldres syntaktisches Modell von T, in T heisat
standard, wenn gilt V Fwohlord [On*, €*1 .

Theorem 2: Ist V & V, , so gibt es kein starkregula-
res standardes syntaktisches Modell von T, in T .

Beweig. Ein derartiges durch M¥ und e¥* gggebenes Mo-
dell ware in diesem Fall auch starkregulares standardes syn=-
taktisches liodell von T., in sich. Das ist aber unmoglich
auf Grund von Theorem 1, Qe.e.de.

Theorem 3: Wenn es in T =(S§,V) ein starkregulares
Modell von T, = (S,,V,) gibt, so ist VNV, + R | und
| fir jedes He VNV, gilt weder V, FH noch V, F~H,
sofern nur T, = (S,A& (VU V,)) widerspruchsfrei
ist.

Beweis. Der erste Teil der Behauptung ist trivial auf
Grund von Theorem 2, Es se4 H € V \ V , Damn kamn V; F H
natirlich nicht gelten. Aus V, F~ H  wiederum wirde fol-
gen V; v Vi~ H , imWiderspruch zu V FH 7, qee.d. '
‘Theoren 3 illustr;.ert drastisch die bekamnte Tatsache, dgss
Jedes Axiomensystem der Mengenlehré unvollstandig ist, fir
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welches man in der naiven Mengenlehre konstruktiv ein semin-
tisches Modell angeben kann, dessen Ordinalzahlen durch die
Elementbeziehung des Modells wohlgeordnet sind. Um sich dies
klarzumachen, braucht man nur das bei der Konstruktion benutz-
te Fragment der naiven Mengenlehre zu formalisieren. Man kamn
dann das semantische Modell als syntaktisches Modell dieses
Fragments auffassen. Dann ergibt‘ sich die Unvollstandigkeit

des Axiomensystems sofort aus Theorem 3.
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