
Commentationes Mathematicae Universitatis Carolinae

Kurt Hauschild
Die Nichtexistenz starkregulärer standarder Modelle in der Mengenlehre von
Zermelo-Fraenkel und ihren widerspruchsfreien Erweiterungen

Commentationes Mathematicae Universitatis Carolinae, Vol. 8 (1967), No. 2, 249--255

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/105108

Terms of use:
© Charles University in Prague, Faculty of Mathematics and Physics, 1967

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/105108
http://project.dml.cz


Caamentationee ivlathematicae Univers i tä t i s Carolinas 

8,2 (1967) 

Dil NICHTEXI3ETLNZ 3Em&mW,&m Ŝ TANDARDER MODELLE IN DUR 

WSmiSmMmM VON ZER1L^LO-FRAENK£J. UND IHREN «VIDEßSPHUCHSFREIEN 

IRWETTERUNGSK 

Kurt HAUSCHILD, Berl in 

In 11] beweisen Bukovsky und Hajek unter anderem, dass 

es kein stark reguläres standardes Modell der G od e i s che n Men­

genlehre 5 , In s ich gibt« Die vorliegende Note enthalt e i n 

Gegenstück zu diesem Resultat in der Mengenlehre von Zeraelo-

Praeatael und ihren widerspruchsfreien Erweiterungen« 

Im folgenden bezeichne ich a l s Mengenlehre jede im Iradikaten-

kalkul der ersten Stufe mit Identität formalisierte elementare 

Theorie T • ( ' S , V ) , deren Sprache S bestimmt wird durch 

eine zweis te l l ig» Relationskonstante € ,deren Satzmenge V 

inabesondere die üblichen Axiome (siehe LZ2 ) der Mengenlehre 

enthalt , und die zusätzl ich folgender Bedingung ( * ) genügt: 

Bedingung ( * ) : Es gibt keine Folge H# (x ) , H, (X ) , . • • 

von Ausdrucken derart, dacs 

(a) \/*3HxHJx) (V * M > " ' ) , 
(b) Vh>Hf(x)A HUi(y)~**t*x (V » ß, V " ?"• 

Die Bedingung (* ) besagt inhaltlich,dass es keine unendliche 

absteigende c-Kette von definier baren Mengen gibt, Sie lat 

starker als das Fuadiermngsaxiom; man konnte sie Metafundie-

Xe Ist klar, daas keine elementare Theorie-r-
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die die Bedingung ( * ) verletzt, den Hamen Mengenlehre verdient, 

auch dann nicht, wenn sie widerspruchsfrei i s t . 

Als definierte Zeichen benutzen wir Im folgenden noch den be-

stiiimten Artikel L (siehe [3]) y sowie die in der Mengenlehre 

gangigen Abkürzungen für leere Menge, geordnetes Paar usw. Ins­

besondere schreiben wir 

ord a , 

wenn a eine Ordinalzahl i s t - die Ordinalzahlen werden wie 

bei J.v. Neumann definiert, wobei die Ordnungsbeziehung mit der 

«. -Beziehung zusammenfallt -

ord Cm,B] , 

wenn H ein zweistelliges Prädikat is t und die Menge m durch 

die durch E induzierte .Relation geordnet wird, 

wohl ord [ m,R 1 , 

wenn sie wohlgeordnet wird, 

[ m , R] <2Z+ im^ R^l , 

wenn oxcL t/m , R } und otcL t^ti , R^ ] gilt und ein Ord­

nungsisomorphismus existiert. 

Es sei M* ein einstelliges Prädikat und c* eine zweistelli­

ge Relation? M* und «.* seien in S definierbar. 

Jedem Ausdruck H € S ordnen wir einen Ausdruck H*& S zu 

dergestalt, dass in H jede gebundene Variable auf das Prädi­

kat M* eingeschränkt und jedes e durch €.* ersetzt wird 

(Zuvor müssen in H die definierten Zeichen wie El, £ usw. 

eliminiert werden.). Ist beispielweise 

H « fx) (3y>) <x « fy) $ 
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so ist 
H*s (x)(M*x-*(Bv,)(M*y, A x ^ y ) ) . 

Ist X eine Menge von Ausdrucken f ^ i U « 7 v o n s t s o 

verstehen wir unter X* die Menge { H* J4 f j • Grundsätz­

l ich ist also insbesondere 

( l) H 6 V genau dann, wenn H* « V* , 

Metadefinition 1« B* und « * bilden ein syntaktisches 

Modell von T in sich, wenn gi l t V* fi V . 

Wir wollen einige terminologische Verabredungen treffen« Ist 

ÖC ein definierbarer Term, oc * L«xHf«x) , so sol l oc* 

derjenige Term sein, der im syntaktischen Modell genau so de­

finiert wird wie oc in der Ausgangstheorie, also oc* * 

u x (M*X A H* (x )) . Der Definition 

IS » c x (fty ) (n+ £ x ) 

entspricht also die Definition 

Bt* * c * (M** A ( ^ H M * / y - » ^ #*.x ) ) . 

Wegen (l) ist die Benutzung des bestimmten Artikels im einen 

Falle genau dann gerechtfertigt, wenn sie es im andern Fälle 

i s t , und es gi l t 

(2) V H oc € ß genau dann, wenn V* h <x* c * /3* . 

(3) Fall« V h 00 € /S , so V t -oC* e * / S * • 

Analog verfahren wir bei definierten Relationen und Funktio­

nen? so bedeutet X Si* nfr beispielweise (x)(M*& - • 

-+ (10 e* x m X fi* /y-)) » 
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Me„ta4,efWtim2« Sin durch M* und m* gegebene« 

syntaktisches Modell von T in sich heisst atarkregular, 

wenn gi l t Vr*3m, ix €. <rn w M*x A mä,* x ) / die 

solchergestalt definierte Menge der Ausgangstheorie möge mit 

On* bezeichnet werden. 

Metadefinition 3 . Ein durch M* und m* a*»tbe»te 

starkregularea syntaktisches Modell von T in sieh heieet 

Standard, wenn gi l t V h wvhi&uL t 0n*f ** 2 . 

Theorem 1: Es gibt kein starkregularea «taMardes Mo­

dell von T in sich« 

Beweis. Wir fuhren den Beweis indirekt uai neheen es, 

dass M* und c * ein starkregularea standardee syntakti­

sche» Modell von T in sich liefern. 

Bann gi l t 

VtaitGuCcnd OL A U f
y € J A CQn*, **J > . 

Me solcherweise definierte OrdlnalssM werde mit «c# ,dtr 

Isomorphismus von l On*, i * J auf [ c , , £ ] alt ^ be­

zeichnet; 9? ist eindeutig bestiiaert vad in S definierbar. 

Wir definieren nwüeshr, für m, * 094f 1,**. f eine. Folge von 

llenenten <üA , ÖC2 , Ä f , • # • duroh die Rekursionevor-

schrift 

Diese Rekursionevorschrift kreucht nicht »e*wendigerwei#e in 

$ einheitlich definiert bar zu sei«. Me« eehadet aber miente,. 

Für uns genügt es zu wiesen, dess jede sinatliee GltlelNNftf i» 
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S definierbar i s t ; letzteres is t offenbar der Fall. 

Ich behaupte: VI- ^ ^ 6 ÖC^ , für Jede» n # .Das zei­

ge ich induktiv. 

Anfangsschritt: Es i s t V h ^ € ÖC0 f da ÖĈ  nach Defi­

nition zum Wertebereich von & gehört« 

Indulrtiönaecnritt, Es sei bereits gezeigt, dass V r-oc^ 6 

€ X**,^ • Daraus folgt , wegen (3) , Vhcc* m* cc*mi f aus 

Isomorphiegründen weiterhin W ty CöCjJ ) c y (°°£-i * i 

dies ist aber nichts anderes als V h <^ +̂.t * « ^ # 

Also g i l t V \r X^+4 € oc^ , für jede« n • Das wider -

sprioht aber der Bedingung (*) ,q«e.d. 

Anmerkung: Wenn es einen Ausdruck H ' (x7n^) gibt derart, 

dass für je zwei definierbare Terms, oc und ß , g i l t 

HC4° fat, ß) m ß m oi* 9 i s t die Rekursionsvorschrift 

einheitlich in S definierbar, und man kann nicht nur zu 

einem Widerspruch gegenüber der Bedingung ( # 0 gelangen, son-* 

dern darüberhinaus zu einem Widerspruch gegen das Fundierungs-

axiom selbst. 

Im folgenden seien zwei Systeme, T'm (S9V) und T\m (S^, VJ) 

gegeben; beide seien im anfangs definierten Sinne Mengenlehre« 

Metadefinition 4. M* und * * bilden ein syntaktisch­

es Modell von T^ in T , wenn gi l t V* & V . 
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Metadefinition 5. Ein durch M* und eingegebenes syn­

taktisches Modell von T̂  in T heisst starkregulär, wenn 

g i l t V b 3<m, (x e mv m M* x ) . 

In diesem Falle sei widerum 

On* m i m (x € m m M*x A oxd*x > • 

Metadef ini t ion 6. Ein durch M* und € * gegebenes 

starkregular es syntaktisches Modell von Tf in T heisät 

Standard, wenn g i l t VbwvhJUyccL £ Ott*, €* 1 • 

Theorem 2; I s t V -5 Vi, , so gibt es kein starkregulS-

res standardes syntaktisches Modell von T̂  in T • 

Beweis. Ein derartiges durch M* und €.* gegebenes Mo­

del l wäre in diesem Fall auch starkregulares standardes syn­

taktisches Modell von T,, in sich. Das i s t aber unmöglich 

auf Grund von Theorem 1, q.e.d. 

Theorem 3: Wenn es in T -*CS ,V) ein starkregular es 

Modell von TJ » CSj i V} ) gibt , so is t V\ V, * & f und 

für jedes H € V \ Vi, g i l t weder ^ b H noch ty J - ~ H , 

sofern nur T% » ( S, A& ( V v V^ )) widerspruchsfrei 

i s t . 

Beweis. Der erste Teil der Behauptung i s t t r i v i a l auf 

Grund von Theorem 2 . Es sei H m V \ V . Dann kann Vf b H 

naturlich nicht gelten. Aus VJ h ^ H wiederum wurde fo l ­

gen Vi w/ Vl-^v H ^ im Widerspruch zu V b H , q.e.d. 

Theorem 3 i l l u s t r i e r t drastisch die bekannte Tatsache, dass 

jedes Axiomensystem der Mengenlehre unvollständig i s t , für 
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welches man in der naiven Mengenlehre konstruktiv e i n seman-

t iaches Modell angeben kann, dessen Ordinalzahlen durch d ie 

ElementbeZiehung dea Modells wohlgeordnet s ind . Um s ich d i e s 

klarzumachen, braucht man nur das bei der Konstruktion benutz­

t e Fragment der naiven Mengenlehre zu formalisieren. Man kann 

dann das semantische Modell a l s syntakt isches Modell d ieses 

Fragments auffassen., Dann ergib t e ich d ie Unv o l l s t and igkei t 

des Axiomensystems sofort aus Theorem 3» 
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