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SUR LA METHODE VARIATIONNELLE POUR LES EQUATIONS AUX DfRI-
VEES PARTIELLES NON LINEAIRES DU TYPE ELLIPTIQUE; L EXIS-
TENCE ET LA REGULARITE DES SOLUTIONS

Jind¥ich NECGAS, Praha )
1. Introduction On résout un probléme aux limites dans

un domaine {) borné de EN pour l'équation

Kini
Q. Z 1D, x,D )= £(x),

. . 9!
ou la notation usuelle D*= S it N est utilisée,
1 L o ”

et on cherche une solution faible dans W™ (f1). On aésig-
ne par W,,f:" 1°espace des fonctions dont les dérivées jus-
quf‘a 1’ordre & sont de m -eme puissance sommable dans _Q.;

1 <m <00. Cette solution rend minimum le potentiel corres-

pondant, dont 1 existence suit p.ex. des conditions:
da; Oay
(1.2) gz “5ple. ou sens des distributions,lil,lilk,

d’une des conditions

(1.3 a) (§;,-1)[a5 (X,§5)-a, (x,730]1 >0,

2
Kigh

(1.3b) > 0,

LAPCTIY 2
de la condition

dai
(1.3¢) , = ;5?%‘ §s §5 20 s8i Q; sont différentiables,
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L) 2 fo e (Z By elf, ™Y

" et des hypotheses naturelles pour la croissance polynomia-
le des a, ; les hypotheses convenables sont faites pour £
et les conditions aux limites.

Notre résultat se rattache étroitement au travail de
F.E. Browder [1), M.M. Vajnberg, R.I. Kalurovskij [9] et
des autres. On retrouve les résultats basés sur la notion
de monotonie, ¢f. F.E. Browder [2], M.I. Vi3ikx [10], mais
de plus, la solution rend minimum une certaine fonctionnel=
le.

Sous certaines conditions sur la régularité des a;(x,
Diul ), £ , on applique la méthode des differences (qui sem-
ble &tre applicable seulement une fois) et obtient un énon-
cé sur la régularité de la solution dans 1 intérieur du do-
mainej pour ch‘que 0'c 1, la solution 4 du probléme
appartient dans W™ (.}).'), N> 3 Si N=2,1la solu-

'm NAN-2) ,
tion appartient dans W,":") (L{’) pour chaque 1<f2<00 .

2. Exigtence de la sélution. Pour simplifier les consi-
\déritiono! supposons L & frontisére JAL lipschitzienne.
On désigne par € ({1) 1 espace des fonctions réelles, inm—
définiment contindment différentiables dans AL et par D(A)
le sous-espaces de &£ (1) des fonctions & support compact.
On introduit comme d’habitude bl Ch)=(Z [ D% ™

W.m Kishe
'“““«,m' On désigne encore par W::’ (L) la fermeture

1) On désigne dens la suite la pluspart des constantes posi-

tives par le méme symbole ¢ .
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de J(N) dans W::" (). Au cas clairs, on écrira seule-
ment W™ ¢.t, c. On désigne encore par C*(11) 1 eg~
pace des fonctions k -fols gontinﬁment différentiables dans

o , muni de la norme habituelle.

On a, cf. p.ex. E. Cagliardo [3): £()= W™ (QL), 14m<

<.5i am <N, (2.1) w™. Ly algébriquement

et topologiquement avec 1/q =1/m-k/N.Pour 1/g > Ym-K/N
la transformation identique de W,,‘:” dans L'L est compac~
te. S1 Rm = N, (2.1) est vrai pour chaque 1/¢ > 0 et la
transformation iden-tique est compacte. Si fm > N (2,2)
W,f:) c Cm(ﬁ_)_ algébriquement et topologiquement et la
transformation identique est compacte.

On aéfinit q, (X, §,' ) , des fonctions réelles pour
X € £, ~c0 <5‘é<ao,_l_g'lé,k, continues pour presque tous X €fL
en Qj » Mesurables en X pour Q}- fixés. Une condition suf-
fisante pour la suite concernant la croissance des “"L(‘x’ §3)
en §,’ est '

(2.3) oy x,$)1 € e (4= 14, |m1), 1<m < oo .

On peut affaiblir (2.3) de la manidre suivante: On définit
1/%’,“ = 1/m-Ch-1)/N si (- I1il)m <N, 1/4,,>

>0 si (h-1il) m=N, 4/g,, =0 si C(h=1iDm=>N.

(2'4)

Si1%q €00, soit @ =g/(g - 1). Posons 941,131 Rigt /2;,-,'
Soit ¢ (4) une fonction continue dans < 0,00), > 0. On
supposera

) | fe(s, . '
(2.5) a,,‘(x,g)léciga'%_ls‘,i)(g‘&)z%mfw“léél )
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avec é,‘-'e L%'m ), .911 (x)>» 0.

L opérateur a;(X,D%w) (dit de Némyckij) résulte conti-
nue de W’ aans L%'m , ¢f. M.M, Vajnberg [8].

On se dome encoré @, un espace de Banach tel que ()=
=0 et tel que W,::” e @ algébriquement et topologique-
ment. Soit %) un ensemble linéaire, tel que D(N)c Yc
cE(HL) et déeignons par V=7 dans W,_f:”) . On se don-
ne encore 4, € W% | encendrant la condition aux limites
"stable” (type de Dirichlet), g.&€ V' (dans le dual de V)
tel que g =0 pour ve ng*’ , engendrant la condition
aux limites “non stable" (type de Neumann) et finalement f&
€ 0/ . On adsigne gv=<v;3 Y%, , fzr-;<1r,f2‘,_ . Le proble-
me aux limites: on cherche & € Wm‘v" de sorte que
(2.6) w-u, eV,

(2.7) pour chaque veV:/ '.,Zm.l')‘v q(x,%u)dx-<wfﬁ+<w9%a'
o 4

Si $() est une fonctionmelle sur W,f:') , on désigne

par D&(v, ¥ ) 1la aifférentielle de Gateaux au point v dé-

. GextF) - )
£y T

finie comme = D®(v; 7).0n supposera

toujours que D& (1, +) est une fonctionnelle linéaire et
continue dans W’ .

Nous supposerons toujours dans la section 2: soit q@j_)
une fonetion & support compacte dane Eg , ou d est le nom-
bre des indices |7 | £ 4 . Alors presque partout dems L

(2.8) /g, ,?;:3— a; (%4)dd= g—f’: ay (x,§ )d¢ -
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Ihéoreéme 1. Les conditions (2,5),(2,8) solent satisfai-

tes. Alors
(2‘9)“”)—0'/&% Eh D7 a, (x,D’%v-t_D’v)dx-(z;Q-ﬁ;%eet une
fonctionnelle continue sur ¥ et

(2.10) D, Wif“ ‘f‘_‘hb“a‘; a (x,l?’ig +DPp X (T $ Y~ T 2y,

Dépongtration. Soit 2¢ le nombre fixé par
(1/0e 1Y '/!;k haqn"élz/(lﬁlﬂ-h"))ds‘s'l et posons pour pres-
que tout X de S, O0<Ah <1,

(2.10) @ §)= 1o b0, eop (I8-ZF/CIR- ZPK VaulX, )l

I1 suit de (2.11) et de <(2.5) que Q.. satisfait ausei
(2.5) avec les autres ¢ (4), §; , indépendamment de ..
Définissons a 1aide de (2.9) @y (). En utilisent 2.8,
nous obtenons le théoréme 1 pour Py, (), ¥ e %7 , & plus

. d o ; b o
forte raison 7= &, ('W-'t'v)-_f{%‘“b’# Gy, (%, D2ty + D?v 4+
+e ) ’dx’ﬁﬁrﬁ’f;ggn_.n en suit que pour ¥e fv,_.

&, (r+ ) - éﬁ! (v) A o ;

= =t )Jdu ST DB e, (Dt

+DrreD¥F)dx - (Fy £ ~<Fp g 94
a’o (2.11) powr 176 V, a0k le théoréme 1 pour &y (v).
Buant (2.5) pour a, indépendamment de 4 et Lm @, (x,
Vi + Pwpe DoF) = Q; (% D2+ Dyt 2 D25 ) presque par—
tout dans {0, on obtient (2.11) powr &(v), a'ok le théo-
.1‘;“.

W,f.,» étant un espace de Banach réfléxif comme jum

(2.11)
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sousespace fermé d un espace réfléxif, chaque boule fermée
est faiblemsnt compacte (théoreme de Gantmacher, 3muljan,
Eberlein). -

Nous utiliserons encore un énoncé facile, cf. M.M,
Vajnberg[8]:
li_pour‘ chaque v;, Y € 4

(2,12) ) -d)> DO (v, , v; - v; ), alors & (v)

est continue faiblement inférieurement:
(2.13) 2,=> v  (convergence faible) =» Loy G2 B).
N M~ o0
On a évidemment, cf. M.M. Vajnberg [8]: si ()=~

;‘ﬂ'&ﬁfv),alora D@y, v) =0 . Encore: une fonction-
nelle satisfaisant (2.13) atteinmt son minimum dans chaque
boule fermée. )

Nous dirons que la différentielle (2.10) est totale-
ment monotone (strictement totalement monotone) si pour
chaque v, weV, v+ w,

i o DO - v )Ly (%, Dy + Dour) - Ay (X, Dkt
+Dép)ldx 20, (2.14b)> 0 -
Nous dirons que la différentielle (2.10) est coerciti-

(2.14 a)

ve, si pour chaque e V
(2.15) nf“;“»‘vm (x,.D"a.hD’.v)dxa.&Cﬂv",u,m ),

ou A(A)/» est sommable sur chaque (0,R), R >0 et

. ‘ - )
(2.16) &(1/sz —17?-)—;{4 = 00 -
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Ihéoréme 2 Les conditions (2.5),(2.8),(2.14),(2.15)
(2.16) soient satisfaites. Alors il existe un minimum de
(2.9) dens V soit v v+, est une solution du problé-
me aux limites. Si la différentielle est strictement mono-
tone, la solution est unique. Dans ce cas,@% é(‘l;,’,_)-
=® W)=> y =V,

Dégopstration Il suit facilement de (2.14) 1 inéga-
11té (2.12), a“ou (2.13).
On a - . .
J dt
d(vr> /’actuv—u,,, -l =tk (
(2.17)

TR Y ik L 2D s s

do\.xlum, g(v)aao. Alors mm d’(v)-mmé(v),
1 lg m>oo g 'A,m‘g

pour R asses grand, d’oli 1 existence de minimum. L unici-
té est claire. Dans ce cas, soit 7 minimum et‘% S )=

= @ (v). En vertu, de (2.17), N, My ,, £ R. S1 2 ne
convergait pas faiblement vers v, 1l existerait une sous-
suite Vs, telle que 4 — V¥4 v F@N=P() ce

qui n’est pas possible.
Remarqua .l La conditien (2,15),(2.16) est évidemment

satisfafe si
Garigm | /WL, J T D2 @y (3, Pty + D)l = 20 «
T Lad

La condition (2.15),(2.16) est satisfaite pour 4, = s8i
(1.4) est valable. (Pour le probléeme de Dirichlet, il suf-
fit ¢ > 0 adans (1.4).) Si encore (2.3) a lieu, (1.4) en-
traine (2.15),(2,16) en général. ¢
Remargue 2 La condition (1.3 a),(1.3b) entraine la mo-
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notonie totale et la monotonie totale stricte, respective-
ment, (1.3 ¢) entraine (1.3 a), (1.3 c) avee > 0 en~

traine (1.3 b).

Remarque 3 Si @;(X,$; ) sont continfiment différen—
tiesbles en ?7' , la condition (2.8) équivaut a f—?—"— =
. Say 033

8¢i

ferivons les opérateurs a; (.x,.D"u ) sous la for-
me @, (x,D*w,DPu ), ol le symbole " D*u " signifie
le vecteur des dérivées avec lcl=/HR et le symbole ” D"
celui des dérivées aveo B3] < .

On appele la différentielle (2.10) principalement mono-
tone ai pour chaque %7, W, & € V.
af’ﬁh Di(w-v)fa, (J(,:D"ao+17cu}; D'g.u, +D%)-
@y (%, Dty + D, DPuty+ DA » 0,
cf. aussi J. Leray, JolL. Lions [4].

Une condition suffisante pour le théoreme suivant, en ce

(2.18)

qui concernce ls croissance des a;(x,ﬁc , éﬁ) en S:(, S;:

(2.'19) Hl-'—k-)a-;(X,Sx.‘, 'é,, ). ne dépend pas de
m-1
Srlagcxil, §1é iz 18.1™7),

o 12: Cx, &es 4016 ¢ (e T 14,1™77 ).

Les conditions (2.19),(2.20) peuvent 8tre remplacées par les

oonditions plus faibles: Soiénit ¢c(5), () des fonctions

®continues dans <0,8),30,avec (0) = 0 . On supposera .

)
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il = e lay (X, &, 640~ ay (X, &%, 016 ¢ (max ¢

3
(ot 6015 Zot i I LA CE g -
(2.21)

i A
=D EN D Z o msimen |16

-al Ml , 1 _
ot 0< ey <@y 5 - Pour [{/< 4, on supposera

(2.22) a; (X, S, $s Yo 2 SR (X, 80+ (X,84)

avec a; (X, $p)r Ay (X, Q/L) comtinues pour presque tous
X de £ en S5 , mesurables en X pour Sy fixés. Puis
soit o, o O seulement 81 @, > m /(m-1) .

On suppose

18
(2.22)" 10 (%, 8501 £ € (2= o i ! 83170430, L 1a1cal$y)™™)

m-~1g,yy —m 2 2)
me i P

avec 0 & ¥, < et

(2,23) lai &%, S\P’ I4e Cu‘snziu-u/m' S (@ (X)) +

3‘*
‘fk%/m.él,M“. I8, 125,081y

ol g;(x)>0,g;€ Les,,» 2%, > 20 2 ot k-N/m<lil,
Q= 1, 81 lil< e -N/m, *ae’:‘“,w < s T
Théoreme 3 Les wconditions (2.5),(2.8),(2.15),(2.16),
(2.18),(2,21),(2,22),(2,28) soient satisfaites. Alors il ex-
iste un minimum de (2.9) dans V soit 2. v+ u‘ est une
solution du probleme aux limites. ,
Démopstratiop. Soit 15 > 7. On a “%’!u,-'ré R et en ‘

2) s1 @, = oo, onieuppose 0 s 3}y < (m-4)/m)gl,m'
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vertu de (2,21) _
Lim [arf, & Dy [a;Ox,D%+t2%, Dye tDPy ) -

ey g

- @y (%, Ry + tDv,, , DPut+ tDPv)1dx = 0.
La condition (2.18) entraine comme sudessus (2.13) powr w~

1 .
et Jd i_/';‘l‘.:.hb‘wa.; (%, D%, + tD%uw, D%y + D) i .

9 -
] J <
Il suit maintenant des (2.22)",(2,23) qu.“%',/ai_/,‘uz PT{'Q‘/
(%, D%+t D™, , D, + tDPy;, Yl - fdz_/"g:‘:b‘va,- (x,

D%, + tD%v; D, + t DAy )dx . Le reste de

la démonstration est comme pour le_théoriu 2.
Ramarque 4. La condition

2.26) | F (§-72,)[as(x, €cr 80 -ay (0,7,,8,0020

entraine (2.18), Cf. sussi remarque 2.

3. Régularité de la solution, » > 2 .0n se bornera au
cas m > 2. Le cas 1< m< 2 sera considéré entre outre
dens un autre travail de 1‘auteur. Remarquons que la condi-
tion (2.8) n”est plus nécéssaire dans cette section. On sup-
posera dans cette section la dérivabilité contimue des
u¢Cu,§j)cn X, 9,- et on désigne a‘-,.(x,g;).-gsji;l(x,g‘).
: Les conditions d& oroissance et de ellipticité des <., se-
ront de deux types: _ :

lagg €%, 801l (P18 pour 1512 171 = 4,
1@y (x, &) 1€ 18191 (14,3 | | & 10437y,
tlcde, 7] = 4 ~ (analoguenent pour

(3.1) 't‘ 'M-&)’

Yuida

!il-h, l7l<&), laié (X, 8,714 c(1
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£,
i< b 131€
a;.: (\x,ga:)gcg >Q; I8 ,*"2€3 l}—"‘*(x &)Ié
(1o iz1ete

Lolds ,(m/Z)-4[4+Z 1™y e &,

igi‘i‘—c-"&.)"”*u%a’tl""), lil< 4,

e
la, (o\,c;‘))éc(d“mv—;& )("”’2"’ 1i1= 131k, 430,
(‘x Q‘)l"c(d"'z & )m/"'ﬂlx["'t‘% g‘ )”/4-4/@ ,1 "b,bi'k

(et gpaloguepent pour ""le e, lI7l< ), la,,; (x4 )|«

/21
c(1+£$ )M ,Pour I"’l(k, '1I<4k},4‘ '* t,(xﬁ

Lish =
(m/2)- ‘
a.0))&)E 2@ i £ uu.g‘ ’
(m/2)-1/2
’g_a_"_)éc('f u,“i:) , pour |3l <,

l
foe1/4 2m
’g-el‘a‘c("“'a )ﬂ "(1 z&)#’/l’poln‘ ’@’-k,

En ce qui concerne 1 ‘affaiblissement des conditions (3. 1),
(3.2) respectivement, correspondant aux conditions (2.9) de
la gection précédente, nous le reservons au Lecteur.

£l  étant un domaine 3 frontiire lipschitzienne, il est
démontré aux travaux de 1‘auteur [ 5}, [6] 1’éxistence d’une
fonction 6 de EC(N)A C(J1), équivalente a la
dat (x, 00, telle que

(3.3) 1D%¢) & ¢ 671!

et d'une suite croissante des sous-domaines Jl,,“c-ﬁ,» cd2,
telle que ;fg’g L1, = AL et telle que pour les 6, correa-
pondant, 1 1négglité (3.3) est valable avec une constante ne

dépendant pas de m ,
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Pour le tem"‘s‘droit" 4 , On supposera au sens des dis-
tributions:

N ot
(3.4) ‘.24 ] m’h"“’.":\f"" <C

Si on s intéressera des énoncés sur la régularité locale

de la solution, il suffira de supb‘g‘ier que pour chaque
V‘ 3(.0.) y Y P 0 9

N ot
G5 Z 0 gyl myr <Y

Soit My =(0,.0e b1, 0, ...0)€ Ey avee
|| sur £ -éme place, tel quelRi<t#/2dint (Q',An), qelf'{f‘”(ﬂ),
distouppg,00) 3) < 179 dist (0!, ), T e L. .
Désignons par @, (X) = @(X-~h), par £, la aistribu-
tion telle que <¢g,f 4 >=<Gy, £ et 4y wmli, )bl
Nous utiliserons cette propriété bien connue des espa~

ces Wﬂf‘u 5 ©fepeex. L. Nirenberg [7]: pour un domaine )
borné, S 2 1, n21,0cH c 11 est

(3.6) « & W) A;,ulw;’""m'as clul u;f"m),

od lhl<dat(n,00), ¢  iniépendamt de A ot on
a onem& A us a;a;“‘- dens Wﬁ""""(n") .

Théorsme 4. Soit “ € W;” (L) , une solution du

1

problime (2.6),(2.7), e I’ ¢ n .
N . : ‘

3) Le mupp & eignifie le support de 'y & savolr L4
fermeture de 1 ensemble oi (X )* 0. '

ooy
W
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Supposons (3.1),(3.5). Alors
f N 3 ,D‘l: m/2 2 P
(3.7)&'[}::1 %_k(a-‘;; wl™ Y dx=ec (0,

a’ou

(3.8 a) fu;h Dl ™V M2 e (Q7) pour N2> 3,

< " 2 4 =
(3.8 bg’/'“%klb“l dx%e () n arbitraire >1 et N= 2.

P_e'mm:.tmﬁnL nsuii de (2.7)
(/w (X + th, (1-1) D + D%, , )dlt)

.D.
(3.9)

'%“_/9_; (x+th, (1-t) - Do+t Du 4 )d2]
dx =<, f %f:ﬂh' dt > -

Soit ¥ e D), wc.x)) 0, w(.x)- sur (L, dist (hapr ¥,
I« (1/2).dést(Q/, Q) et posons g.; zr”‘zku.l’re‘-
misrement, il suit des hypothéses (3.1) que toutes les fone-
tions a intégrer dans (3.9) sont sommables. Il suit de (3.1),

(3.5),(3.6),(3.9) avec la notation J= j”ﬁ:* (f(1 -t.)p“,,.

++D%, 1™ 2t (DA Y y e alx s

e, Jdge, (y)lu ﬂ‘, mt c,,(qr) lla.ll"” PALTS
(3.10)

d ou
(3.11) 3 £ ely).

Nous avons (1/IAXID ety 1™ 1% r"‘")‘(m’m(f m-m‘“up‘ -t
4'ou en vertu de (3.6),(3.11) suit 1 .uu‘tiﬂ. 4‘“"
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W‘i Soit we W m’(_ﬂ.) une solution du probleme

(2.6),(2. 7). Supposons (3.1),(3.4). Alors /’62&:4"

(,.__.-lj)‘al""”) dx < ¢ ’ a’ot pour N=2 3 :

- ’ -2,
6.‘;1”/(” 2)‘D1_“ ’mrl/nv )d.’(£ e,

(3.12) _u.flgun.

pour N- 2 :
24 <
(3.13) af‘ifl_“d PIDw!IPdx ¢, ,

o 1< <ao,d’ailleurs arbitraire.
Démopetratjon. Pour le voir, il suffit de remarquer qu’
. - J -
on peut utiliser dans la démonstration précédente 6, défi-
nie par 0 hors de .Q.n au lieu de ¥~ En vertu du théo-
réme précédent, on peut faire tendre [fL|-> O dsns (3.9)

svee ( = 6';2"'11* AL . 11 en suit

fe"zhiz:h I Dlu lwz(D’—g—;—": Ydx<c avee ¢ indépendant de
rw a’ ou 1‘assertion.

mu Soit u e W Y0.) une solution du problsme
(2.6),(2.7) et supposons (3.2),(3.5). Alors pour Nec'cn),

XN _ 3
& & e Z, Dy )™ fseqa) avi(3.8a), 3.80).
mm. On part de (3.9) aves g = -y’“"A&,a- 5 on
voit que toutes les fonctions a intégrer dans (3.9) sont som-

mables. Désignons
I/ E LS 3/1 [d+ X (+-80FurtTu, Pyt XD Yoy ex

I1 suit de (3.2),(3.5),(3.6),(3.9) de nouveau (3.10), d"ou

=314 -



(3.11). Nous avons o2
AR E (P ) I™ L T, U T™ " ey,

2 M/ﬂ"fdf) - (Di4u)?,
(fcmg“cm D% +1 D, Jufaa (D487 5

(3.6),(3.11) suit 1 ‘assertion.
On obtient de la méme maniére comme le théoréeme 5:
Ig_é_grjm_z. Soit € W: ? ) une solution du
probleme (2.6),(2.7).
Supposon. (3.2),(3.5). Alors f6’ Z (5—— [d+ ;'h
w214y s e, o (3 12) (3.13).
o« /-1
Remarque 5 Nous obtenons pour (3.4)&._’/' [d-fwz.*(.b 4«9)2!

.

l:tl-hhv (D'w )Qd“ & c -et pour (3.5) -

24 (m/2)-1 Pudx& e -
JoHlde = (D s, DM

Remarque 6 Les théoremes 6,7 sont valabks, si 1 on rem-
Place dans (3.2) toutes les expressions (l +n [ ]

par (4 +E’* {f ).

kwn.]* Soit Q={x e Ey> Ixl< 1}, k=1 yon=b,ap (X, §,)=
sm"" $0% ,_w . e @, tymt, = 16’/2?)N <1r,¢>=( 16 723 fvdlx.
Le -théoreme 1 est applicable. d(v) .rtf ['Z C )zlzd'x*

2
+(16°727) N‘[‘V dx . Les conditionms "(1_._3:),(1.4)
étant satisfaites, 11 existe une solution unique

'“"‘:,_(,,% Xs y2/3 . Les conditions (3.2),(3.4) sont satis-
faites, alors le théoréme 5 @ lieu. Néanmoins quoique 4, , ,qp
sont analytiques, la solution n’w pas les d_louxi‘ene- dé:.,‘-_!:_
vées continues dans 1 origine, tant moins est analytique
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dans (L. Pour la régularité plus élévée de la solution, il

est alors nécéssaire que & > 0 dans (3.2).

Probléme est de savoir la régularité précise correspon-
dant su cas (3.2) avec d =0. C’est le théoréme 57 Si

d > 0,1a solution est~elle r_éguliére dans borne en dépen-

dence des données et analytique si telles sont les données?

(Probléme de Hilbert.)
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