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СоштвпгаЗДопев Ма-ЬпетатЛсае Ипалгегв 1*8*18 СагоНпав 

7, 3 (1966) 

С® ОДНОЙ ЗАДАЧЕ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ 

А.Л. КУЗЬМИНА, Каеань 

В этой заметке мы исследуем оптимальную а ад а чу для ги­

перболических сметем, которая рассматривалась А.И. Егоровым 

СМ. 

Пусть управляемый процесс описывается системой уравнения 

где функция {± имеют в области 6(0 * X т\Х9 0 --* у» т) У) 

непрерывные прои вводные первого порядка по «х и у ж дваж­

ды непрерывно дифференцируемы по остальным аргументам. Упра-

вляшщий параметр лг т лг Сх , *р ) 7 определенный в областя (г, 

принимает значения не некоторой выпуклой (открытой или 8амк-

нутой) области V % -мерного евклидова пространства* 

Предположим! что функция В.± Сх7 у.) 9 ь т1$чп,, опреде­

ляемые системой ( 1 ) , удовлетворяют условиям: 

(г) ш^(0,^)т с% (у, ж, (0^),...,ш^ С09у,\ +* ) , 

я 

(31 ж±(0,0)~ш1, V т %^к , 

где функции у+ * Щ непрерывны по /у я -х я дважды 

непрерывно дифференцируемы по остальным аргументам, а 

1Г* т чт*1 Су>) ш ТГ т 1ГЖ Сх ) - управляющие параметры, 

принимающие значения соответственно не выпуклых (открытых 

или замкнутых) областей V* и Vх 5 - я Ь • мерных 

евклидовых пространств. 
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Под допустимым управлением в краевой задаче (1) - (3) 

будем понимать функцию &э(щ*у.)ж (V (х9<ц>)91?*(у*), 1Гг(х)), 

компоненты которой являются кусочно-непрерывными функция­

ми со значениями в V $ V 

Известно (ИЗ, стр. 1218-19), что каждому допустимому 

управлению О) Г х , ^ ) соответствует единственное реше­

ние краевой задачи (1) - (3), удовлетворяющее некоторым 

условиям гладкости* 

Рассмотрим функционал 

(4) 5-ДА,г<гл,у), 
где А4, § % * 47

/пъ - заданные действительные числа, 

Ш± (э<1<у.),4а* 49чП' - решение вадачи (1) - (3), соответ­

ствующее произвольному допустимому управлению со (х^^у.)* 

Допустимое' управление, реаливующее минимум (максимум) 

функционала 5 , называется птхт, -оптимальным ( <пиис -

оптимальным) по 5 * 

Условия оптимальности управления в вадаче (1) - (3) бы­

ли найдены А.И. Егоровым [13 при дополнительных предположе­

ниях относительно функций ^ ; Ф% и Ч1* (см.стр»1219). 

Тем же методом мы получим здесь условия оптимальности 

управления в краевой задаче (1) - (3) в общем случае. Для 

этого введем вспомогательные функции лл^(х9п^)г %* 4,**г 9с 

помощью уравнений 

3 * 4 ~"<&х * ёж*,* /"* 

- щ I ""%•$?")• *•**• 
к условий: 

(6) 



^ , х Г х , У ) - _ дНСх,У,^,у) 
9ггу, 

(6) ^ у а , ^ ) - . _ энсх,<у.,1ь,у>) 7 
д**х 

•«ч (X, У) - - А± , -ь - -Г, -т. , 

где /4^ - постоянные, входящие в 5 , 

р - (Гн,чб,2ж,жу)» Сг1,...,жт,4хч,...}иы,щ1х,...,щ1аа(^7.^з^} 

Н(х,п^ф,,^)ш^^% Сх,<у.,2,гх,ж^, V). 

Введен еще функции -иг? Су.) и -иг* Сх)} -V» 7,-т. удо- • 

влетворяпцие соответственно систеиан уравнений 

< ^>- *ч "^?+д н ъ*»^"**»-
(?) - ^ т у , е У » > , ^ ; 

Ч x 

«4ř*)-^,f*.W+ *»<*A+<«*0>>r<*, 
_ dHz(x,<LzCx), v2) **" 

0)) 

и условиям: 

(в) «^ с у) = ^ ел у), -и-/ ш = ^ 4 .-л, о), * . *7ад, 

где 

« ^ > - С^(0,у.),:..,*пп(0,ф, ^Су.),..., « ^ <-*.» , 

<3(,Чх) - св., сх, 0),...,а<ад Гх, 0>, „?сх ) , . . . , -и&Сх )), 

Н*С*,<еСх),»*).%^Сх)цг4 Сх,жСх, 0), г*-Сх)) . 

Предположин, что функции ^ , % , у < _ д о п у с т ) ц < о в 

Управление *> (Гх,^> таковн, ч - 0 „ „ , . в а д а ч 1 1 ( 5 ) _ ( в ) 
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н (?) - (8) одноеначно раврешимн при каждом допустимом управ­

лении* 

Вудем говорить, что допустимое управление со(х7<у*) в 

краевой задаче (1) - (3) удовлетворяет условиям максимума, 

если 

Н(#,^,^С* |/и) |1г*Г*,^)Н-^ 

Н%(х^Сх)глг%Сх )) ( « ) ^ ^ Н^Сх^Сх ), V 1 ) , 

где жСх,^) и АА,СХ7<Ц,) а также -аг*Гу) и -иг %Сх) -

соответственно решения задач (1) - (3), (б) - (6) и (7) - (8), 

соответствующие управлению 

с*Сх,<ц,) ш СЛУСХ^), ^Су), т^Сх)) , 

символ (*» ) оеначает равенство почти всвду. Условия мини­

мума определяются аналогично. 

Имеет место 

Теорема 1* Для того чтобы допустимое управление со Сх,<у.) 

в краевой задаче (1) - (3) было ^ГЛАЛГУ -оптимальным ( тьсис -

оптимальным) по 5 ^ необходимо, чтобы оно удовлетворяло ус­

ловиям максимума (минимума). 
ш 

Доказательство теоремы проведем по той же схеме, что и 

доказательство теоремы 3 в 112 • 

Сначала получим формулу приращения функционала 3 . Пусть 

со Сх ,<%,) допустимое управление, ж Сх^<^> к АЛ, Г Х , ^ ) 

а также <ш* (<Ц>) и <%*г (Ъс) соответствующие ему решения 

краевых задач Ш - (3), (5) - (6) и (Г) - (8) . Тогда имеет 

место равенство 
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y <*»ti> Z*,» )-fftg, "iZixyr H C*>V>P> v)ldxdy., 

* -a-+IC.Z wf (T.x)2<4( cx, 0)- Ĥ  (x,<f(x ), v-)J dx +• 

+/L.Z *?(<+)*+ (0,y.)- H. cV,<ť<V), -y^Jcťy. - 0 . 
0 

Обозначим черев Д(1> проиэвольное допустимое приращение 

управления Со(х,у>) * черев Д2., АО-, Лиг* ж Лигх -

соответствующие ему приращения функций ж(х9у„)9<и(х,'1фУ9'Ш'бу*) 

и 'Ш^'Сх) . Очевидно, что функция Д х ^ .и Д-и^* удовле­

творяют уравнениям 

л _-*Н-

и условиям 
Д н ^ СО,-у,)- Ас% (у>,ж(0,у.), -V1) , 

Д н ^ <х, 0) - Л Г* <**>н <*> ^ ^ } » 

а функции Л ф1 и Д*иг* удовлетворяют уравнениям 

л знл (Ч-,Я!СЪ),У'') 
(и) - -» — Эж- —~" ' 

йщ*Сх)= Л*** С*,0)+ д д>н (х, <?, т.,**, о),у(к,ОУ) _ 
, IX ---•- гт %ш1ш71%9 

и условиям #.2^ 
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Д-иг?СУ) ~ Д«,€СО, У) , 
(12) - , 

Дмг?СХ) = 4 ^ СХ,0), г*1~^1 . 

Так как У - 0 , то 

АУ* У(р+ДЪг1+А&<г?+А<12,со+Аш)-УС11>,д,1,<1а,<»)ш 

-к/^{Д-"Д*<4Дг**у-«- ^Дг**^ + А<игг4.Ху,2 -
- [ НСх,у-,1ъ+А1ъ,1Г+А'и')- НСх,у-,-1ъ,лг)]}с±хо1у.4-

(13) + / ( Д Г Д ^ Д % ж С х , . ? ) + « ^ Д - . ^ С . х , 0 ^ и г ^ 6 < ^ Д -

- Г НаСх,.Х,4+Д«г\ Л А*1)- НлСх,%\ V- ) ] ]с1х + 

+ / { Д Е Д«г? Д г ^ С0,у)+ « 5 ^ 2 ^ С0,у >+Д«5Ч./4У>--

- Г Н,Су.,̂ + Дг», у\ АV1)- Н, Су,,г

1, у-Ь] }4у. - 0 . 

Преобрааувм равенство (13). Учтивая (9) - (12), „осле 

•-•«иитарнюс преобразований получим: 

{'Л^*йж™*и**У'+/,Ж1 Аиг^Аж^Сх,0)<1х ч-

*/Ж &«2&Ъу,С0,у.)с1у. -

- / / Д Г Д ^ - Д в ^ Д ^ Д ^ + Д ^ Д ^ Л ^ х ^ -

-/&,{и^с^уий6^**^*'^ ^ 2АЖ<с*,у)-

л ЭНС*,0,-р.С».,0),у) д , *'* - А -^г—-—-— Дж* Сх, 0) + 

+ Г Д*Ц Сх, 0) - Диг^С*)) Д.г,„ Си, 0)}о1к -

г/Л*и&«4„<Х,*)*Д МХ'^СХ'УЬгЪАщСХу)-
. д ансо?ут1гС(??у^)д с ^ ; + 

•+Г Д«ч СЛ^-Д-и^ Су)И Д* 4 > СО, <у)$ .к.у » 
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->?£ 4 IţkŚЩŚŚÛiJÙ Ья. CO,<џ.)cL<џ . 

С другой стороны , 

^ Ж ^ ****** ̂ "5-4Й **4*
л
 **« '*' <»*** + 

+ЗР.2 Ади^^>^г) л^их -н 

9 * * 1 ОЧАГ? 
1 » 

Ив этих двух равенств будем иметь; 

4Ж * ММЯЬ&А^Ъ,^ . 

далее, мспольеу* формулу Грима Ссм*Ш, стр.1212) х с 

яошсммж (б) " Сб) и (?) - (8), находим: 
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Jf^àшiжџdxdџ+ўҖwl'àж4i((x, 0)dx .> 

+í'j£'шÍAшi%<Otv)dџш 

» - . £ \ àж.i(X,Y) + 

+ - / £ *H».C*,<Z*Cx̂ *> _.». íx,0)dx -ь 
fҐ *••» č>B4 

+ *f> <?H. C^qVv-), v̂ > Ą.^ r-лy^y . . 
»•' łT . j < 9 Ж І 

Oчввқдиo, 

-'/j-* Дм,4җixүdxdy.+ýj? áwfж^íx, 0)dx + 

t Л f t A « * ж*» COty~)dџ -

Vччiшmж (14) - (lв), „ ( 1 8 ) t ^ , ^ p ^ y ц p и p a щ в _ 

шш фyн.tщюкa.ia: 

4 S ш -f/t HteЊtbtV+Axrí-HЫsџЉvЫxď .-

(17) -ЃW*'^*>>^-гЬ-*)-. HдC*,£V*),t^J4*.. 

ўc н, <*, *%>,*.-ч_t,<>~ ^ f ¥ л V ^ ^ ^ ţ ̂  
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r я в г' ч< * Чx 

&гЗ*HC*,'Џ>,fь+ Дii,,ir+Av) лHCv,,u^-fь+ 1A ,v+àv>л_ 
ЇW- ~~T~ч~ ~ łÿӯií дfuк

 J X 

x. Дfi^ -*"/-.< ì ^ * ^ťЏ- » 

Зшетим. что формула |17) - (17 ) отличается от соответ­

ствующей формули (1.44) - (1.44 ) (I1]9стр.1222) тем, что в 

нее входят функции %ц$ С%) ш члг^ Сх ) вместо 4А.^С0,1р 

Ж 4-Ц С*, 0) . 

По атому для оценки остаточного члена 7) , которая может 

быть произведена так же, как в Г1](стр.1216,1223-24), необ­

ходимо получить оценку Д-иг*. С<у>) ж Д-иг^Сх ) , %ч%т,* 

Ив (И) - (12) находим: 
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+ У/А а*%*(^у*> Ыу., « - 1, т . . 

йспельеуя оценки \Аж€(0,у,)1, |Д% Л (09у,)\, I Д-^у (ГО, <у*)1 

и 1Д-&-; (Хг/Ц>)\ ( Ш , (1.45) - (1.47) и свойства функ-

Ч** ** » 9-* * V» получим: 

+ м!у.Ё. \&*г1с+)1<*ч>> д * * 2 - * Д - / , 
X * * 1 * 

где М-| ̂  М^, /И^ ж М^ - определенные положительные посто­

янные. 

Отсюда следует, что 
Д \йм$Су)\&М?Х/'АкСх,у.>4х4<у.+ 

+ М* }&г*СхМх+ М*У*А<*Чъ) <*У» э ® 

и, следовательно, 
1 А « ^ ^ Н ^ М * ^ ^ ^ , ^ ) ^ ^ ^ +• 

+ М* ^Лг^Сх)^** М^У'А^Су.УЫу. . 
а ° 

Аналогично найдем: ^ 

\ А-ш$Сх )1 6 М, $*А V С*,у->*** ^У- + 

Теперь доказательство георемы можно ее кончить дословно 
Ф Так как -РС^) * М е * " У есля *С<у.)-* М С1 •*• 
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«так же, как доказательство теоремы 3 (С 13, стр . 1225-26). 

Покажем, что формула (1?) позволяет получит.-* более оСщий 

результат для линейной краевой задачи* 

В самом деле, пусть управляемый процесс описывается сис­

темой уравнений 

г<**'к% С С*к ( * ' » ) 2 К » + и+к<*>У->гк+ * 

Uв) 
+ q, (x,< .)ж Э + ^ C v ) , i - 1 ,<iтv , 

с дополнительными условиями: 

***•*,
 (0>+)m£i c^K(y-)mt((0,^) + % Cv"), 

Ш) ъiџ(*>0)- Җ*íкCx)якCx,0)+ w.C*Ł), 

Жs(0,0)шzî , i - V ^ v . 

В этом случае 

»(^^^^'&^^Ч^к^^к^4%\\%^*С^ 
где ^ ^ 9

/
У ' ^ 9 *ь * *1, >»и>, — 

решение краевой задачи: 

•̂х*- *% 1%^«-зЬ Сскг "к)" 4- '** ̂  } Л
 ' 

^
у
 СХ,^>-- Д %. (Х,у.)^К СХ,^) , 

(го) ^ СХ, У) - - А4 , ** -* '?>«* . 

К, (Ч,<С,^) -Х^с^п^кс^)жк(о,^%(^П, 



где 14^ Г ^ ) и -иг̂  ^ * ) , * * 4-*!,*, - решения .сис­

тем линейных уравнений 

<^>4лк%

со'^*к%
 ск,- «>>*>> <*'*>-

«&<*)- ^ „ ^ , ^ + Д ^ С . х , ^ ) ^ С*, О) -

"Ж-*««<*>«Ч?<*>' *--V*--, 
удовлетворяющие условиям: 

-иг/СУ) - ^ СО, У ) , 
(81) 

*у*СХ)-* <<С4 СХ, 0) , г •--•/,-т.. 

Вели учесть, что Д-С6,-С.Х,^.) а .7. * *- 4 , тп,, 

([1] ,стр.1217), то ив (21) получим: 

Д*$уСу.)« - . Ж а м ^ > 4 ^ ^ > ' 
Д*& Сх)'~Ж-Лы <*> Л ^ < * >» * - V»» 

и 

(гг) Д«/? СУ) - 0 , Д-иг/СХ)- .7, г - 4,*п, • 

В сяду единственности решения задачи (82) А-иг^С^З О 

ж Д«^Сл)аО, * •» 1,-т. . 
Найден 1-.'- ^ , + <г.г + ^э ' 
Очевидно, что *"., «г 0 (С 1],стр. 1218к 

Таи ках Д « - ^ С*) ш О , -С * •/, ->п. , 

" 4 ^ " в .Д^..-*>«-* <*»->>+Г* С*-* >, 

| ^ % ? ^ * > П * < * > ' 

$%и$ 3*г* дх+ <?** 

•/*-Ч • «в;* Сх>, *, Л - 1,-т, , 

Шfê -



то 

Э-ЬС*,*.*,***^**) ЭНгС*,ъ*,у*)х ^ 

<?«л- с?2к 5«52 « Ч * 

Отсюда следует, что У[% *? О . Аналогично находим, что 

^2з «* ^« Следовательно, ^ •* 0 и 

А 5 -̂  -1/1Н С"*,^,^,-^* Д*0- Н Ы&р>*У'1Ш4у-
6г 

( 2 3 ) ^ с н / # , ^ 
о 

С по мощью- этой формулы легко доказывается 

Теорема %* Для того чтобы допустимое управление 

аэСм*,/^,) в краевой задаче (18) - (19) было локально 

птилг -оптимальным ( *талс -оптимальным) по функционалу 

5 - х 2 1 А$ З-ЦСХ., У ) необходимо и достаточно, чтобы оно 
•Ь ш1 

удовлетворяло условиям максимума (минимума)* 

Л и т е р а т у р а 

[1] А.И. ЕГОРОВ: Оптимальные процессы в системах с рас* 

пределенными параметрами и некоторые 

вадачи теории инвариантности* Лев.АН 

СССР,сер*мат.,т.89(1965)1 6,стр.1205-

1260* 
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