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Соттеп'Ьа-Ыопев Ма-ЬЬета"Ысае 11п1*егв:иа*1а СагоНпае 

7, 1 (196€>) 

О ПРЕДСТАВЛЕНИИ КШЕЧНО-АДДИТИВНОЙ ФУНКЦИИ МНОЖЕСТВА 

И.И. Александров, Арзамас 

«7. Р1а1а [ 1 ] указал теорему о представлении мер» черев 

интеграл от функции и8 пространства Орлича. Ниже этот ре­

зультат обобщается на банаховы функциональные пространства 

[ 2 ] , [ э ] . Приведем необходимые определения, следуя Г&.7* 

( Л , А,/О, ) - пространство с вполне б" -конечной полной 

мерой. Фиксирована последовательность Д ^ , 0< (ии (&„)<• оо$ 

Множество -В € УК. называется ограниченным, если е с Д-^ 

при некотором <п, • На множестве измеримых комплексных функ­

ций -Р (х ) 9 X е Д задана монотонная норма р С4 ) ? 

О & <р (-$-) 4: со . Дополнительно предполагается следую­

щее. Если - е - ограниченное множество, то (р^Х2 < °° л 

Для каждого ограниченного множества -е существует конечная 

постоянная Л^ такая, что /141 Али $ Л€ (О С4 ) 

Аля любой ? . Если 0 ̂  $ ^ 4 почти всюду, то рС-^)Т 

! ( о ( 1 ) , Ж - множество всех функций с <рС4) «с оо • 

ЭЕ - В - пространство с нормой р(4) • Это простран­

ство и называется банаховым функциональным пространством. 

Рассмотрим множество комплексных измеримых функций 4 Сх) 

таких, что 4 ограничена на некотором ограниченном мно­

жестве и обращается в нуль вне его. Замыкание множества 
А. 

таких функций в Ж обозначается через X . / 
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35 - подпространство Ж > состоящее из таких функций 

$ . что € <1> & / & -пустое множество / влечет 

рС-р.Т.^ ) А 0 • Ассоциированное пространство 3?' по­

рождается нормой 

р'(+) * -бо-г/1т\> 1 &(*. 1 р(&)** 1 * 

Пусть Щ В - пространство или же пространство скаля­

ров. Если п&. е *У ? то I ^ I означает норму /и, или 

модуль соответственно. Пусть V - конечно-аддитивная 

функция, отображающая А в *У , причем лл (-е) » 0 вле­

чет г^Г-е) » 0 * Пусть г ~ {€^ } произвольный конеч­

ный класс измеримых попарно не пересекающихся множеств. 

Ьоложим Я (V) - у>ши ъир \ 21 ос. V (<4 ) I , где 

<*, « оС (х ) » 2 . ^ ^ к'х)9 осг - скаляры. Пусть ос <Гх) 

такова, что при некотором ь » т. , р (х^ ) *? со * 

Поскольку р(<^тьХ€ ) ^ рСсс) 9 то р(оС)^ 1 вле­

чет сС^^ « 0 * 

Поэтому, определяя К*Сг>) } м ы можем считать, что если 

С^ € X , то р(\г. ) < ос . Пусть 1/-(г>) -полнаы 

вариация функции у> [ 4 ] , стр. 1 Ц # 

Лемма 1» Если функция V скалярна, то К С V (\> > 11 « 

« Я СУ) -

Доказательство. Пусть в^п (г е4,0 ) равно - е ^ , если 

* Ф ° ' * Р^ВК° Н У Д Ю П р м % в ° ' Поскольку |© Г * 

Обратное неравенство очевидно. Еще раз учитывая, что 
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р Ссс) ** р С1*с\ ) з получим 

Ясно, что Я (\>) -$* Я С 1г С-Р ) 1 * если К(Ч>)-* «> > 

то лемма верна. 

Пусть Я(у>)<. со . Возьмем Т-^-Г-е^Ь *> с ^^(*>(•*)> 0$ 

р Ссс) ш 1 , IV Г* )\/р(%€ )<*>(•»>> 

IV и) I ^ к <ч>) р с^о > < со . 

Это значит, что V ограничена на €-0 , а тогда 

V Сг>} -ео ) < оо . 

Фиксируем теперь "С в {^ 1 ? <*, ** ос Сх ) = 2Е. ос^ ^€<, Сх ) ^ 

р СсС) & Л 9 и В >• 0 . Для каждого ^ существует конеч­

ный класс множеств { л ^ к } такой, что а^ с -е^ ., 

к * 1 , 2.? . .,, к ( Ч ) и 1Г <%>,<*)< .2 ^ с ^ Л + е / : Е < * . . 

-п. **>' 

Далее, 51 ос,. ягСч>, -е+ ) < Д 21^ с*^ /V Га^ )) + Е -*.. ЯС*>)+ В . 

Поскольку В произвольно, & Ст>* Съ> )1 -& К ("V ) • 

Пусть 5 множество функций -РГх) вида -р» 21 ос-Т^, % 

€>4 € А и ограничены. 5 плотно в # .По существу 

это доказано в [ 3 ] , стр. 155, хотя явно и не сформулировано* 

Лемма 2. Если $ $ Ж** % то / К О О 1 Ы ъЫ ) *.<© Гт1 ) Я 1уСг> ) 3 . 

Доказательство» Обозначим V -» 1/- (V ) . Если! Я (V) -» оо . 

то лемма верна* 

Пусть & (V ) < оо • Сначала примем, что ^ € 6 , Iе « 

- 1 ^ ^ • ПОСКОЛЬКУ р^* /р($)1 т 4 , то 
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Пусть теперь т̂  € Э? . Возьмем 4^ е 3 9 1 ~ 1,2.,... * 

/лт, р ^ - ^ ) - 0 , Для & > 0 положим -е^ Сет) » 

* ^ Р Г;Цг<*> } > поэтому -#ет, РСК€^С<Г) ) - 0 . Но 

ог[еЛС<г)]-» р ^ ^ С < Г ) ) , а тогда Цт, V Ы^ «г) ] - 0 . 

Поскольку т* и т^ измеримы, то -е^ Со~) € .Л . Б этом 

случае V * С-е̂  Со")] • ^ Г€^ Л") ] [ определение V* 

см. в [ 4 ] , стр. 114]; следовательно, -р̂  сходится к -г" 

по мере V >[4], стр. 11а. Кроме того, по первой части до­

казательства, 

Тогда существует Лит/14!^ Iс^V*/№ I 4V [ 4 ] , стр.1^7. 

Теперь осталось перейти х пределу в неравенстве 

//Т^(С*1Г * р(^) К С ^ ) , 

которое верно по первой части доказательства. 

Следствие» Если V скалярна, то / 1-Р \<±&(У>) -е р(-Р) Я(>* ) • 

Теорема 1. Соотношение 7 С*) • /4>с1 1> , где &6>.)<: аа , 

дает аналитическое представление линейного функционала вХ 9 

причем 1 У В - Я (V ) • 

Доказательство» Ие леммы 2 и 1{+сСу> I *» / / * I еСгг сЧ> ) 

следует, что ${С1У> является линейным функционалом вХ . 

Пусть теперь УС+) -линейный функционал в # , Введем 

функцию множества, полагал у> (-е ) » 7 С ^ 4 ' ; е с л и 

Я ^ * > < ^ о , и V Се> -» со в противном случае. Ьусть 

- 88 -



| е З , * *- 21 ос4г 7^ , т°гда 3 С4) *> 

» 51 осг V С-е.^ ) » / 4 с1 V . 

Учитывая лемму 2, получим IЗП - <*«-/ь I УС4)\, *€ 5 ,рГ*) * 1 * 

Теперь 

ЯЫ-^ил лилЛХос. уСе. )1 - « Х ^ | / - М г > 1 « 1 Л • 
* }Ш1 г * < 4*5,1рС+)*1 ' 

Пусть * - Ж * , возьмемте 5 , п . 4, I,..., Л/трС^-*)- #< 

Как в лемме 2, можно получить / $с1%> « &%*г' !^п, * 

Но [^сСт* « З^ц, ) —V 2С+) при /Л, -» а? , значит 

;ГС-г) - / * 4 г > .' 

Теорема 2. Пусть V - конечно-аддитивная функция, опреде­

ленная на А . Если для любого ограниченного множества € 

V С-е) = ^сС(и , %, б %' , то К С-*>) < <х? . 

Если ЗЕ -* Ж 9 то верно и обратное: ЯГ*р)< О0 влечет 

существование ф нкции ^ е &' такой, что VС€) « /ф~сС(Сь 

для любого ограниченного -в С и даже такого, что рСт(^ ) < 

< оо 2 . При этом К Г * » ) » (&' Сд^) • 

Доказательство» Пусть V С-е) « СС^ЖАА» 9 а. ш Ж . Известно, 

[ 3 ] , стр. 158,- что 

Поскольку 5 плотно в Ж , то р ' ф ) яг 

т р'Сф) < ОО . 

Пусть теперь К С*>) < оо . По теореме 1, ЗГ#) ж$-4<1ч> 

является аналитическим представлением линейного функционала 
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в X . Для случая X * # вГ23, стр. 16, дано пред­

ставление У(Ф) « ^Чд,с1(и , д. ш X ' л Отсюда, если 

Х€ * Х*' 9 то Р(€) » /Х4 <*%> ш / д,<±(и * 

В частности, это верно для ограниченного € *• 

Следствие. Если рл вполне конечна, то представление 

\)(-С) ж $суЖ м> имеет место для всех измеримых •€ * 

Действительно, если мы примем Д^ ш А ? ъ, =» 4 , 17... ? 

то каждое измеримое множство будет ограниченным. 

Если V счетно-аддитивна, т .е . является обобщенной мерой, 

то можно получить представление для ее полной вариации 1гСг>). 

Теорема 3. Для того, чтобы полная вариация обобщенной мерн 

л) допускала представление V (г), -е ) - § \д,\скрл 9 д. в X ., 

€ € А 9 необходимо, а если X в X ,то и достаточно, что­

бы Я (г>) < РО . 

Необходимость. Пусть 1Г'(г>1-е)^^\дг\с1(ци . Интеграл мо­

жет быть равен оо , но он существует [ 4 ] , стр. 107. Как в 

теореме 2, можно получить Я И V (г> )11 « (о (д>) < оо 0 Оста­

лось применить лемму 1. 

достаточность. Пусть Я (%> ) < оо , А^ А , 0< (и, С А^) <: оо , 

О <. р ( ^ д ) < оо . Положим -г̂  - Ал } -е^ » Д ^ -

"" Ац--1 * лг»2,3 ;... .По следствию теоремы 2, существуют 

^ 6 ^ ' 6 е ^ ,(«Л, ^ « 4, 2, .- . ; такие, что V (%>,*) ~ 

• Г 9 % ^ > < е с " € ' П , ' Фп, * 0 , ^ ^ 1 , 2 , . . . .Теперь пусть 

•в € А . Тогда пг(г>,4) 51 ^ ^ Ч * * * > в 2- « / ^ ^ ^ # 

О0 

Положим о- в 2 ! ^ # При любом «е̂ п , - ^ А 6 ^ ' ^ ' ^ ^ 

тогда р'С Ц* %*) * КсЧ»)< л? , поэтому 
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fY^.) < oo . Иа 9. a 0 следует ^ « 1 ^ . 1 и 

г г Г г з ? €)« fq*d(U> • 

Автор благодарен Ю#И. Грибанову, который прочитал рукопись 

и сделал ряд полезных замечаний. 
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