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Commentationes Mathematicae Universitatis Carolinae 

6f 4 (1965) 

FREIE ERWEITERUNGEN VON SCHEMEN N-TEN (STABES 

Vaclav HAVEL, Brno 

J. Kolä# hat in [3] nichtdegenerierte Schemen vierten 

Grodea zur Konstruktion gewisser abgeschwächter affiner Räu­

me verwendet, wobei er im wesentlichen eine Analogie der be­

kannten freien Erweiterungen von Inzidenzstrukturen ([2]fC4J) 

ausgenützt hat. Ich mochte nun diese Analogie ausführlicher 

untersuchen. Dabei soll die Erörterung von Herrn Professor 

Pickert in [4], S. 12-18 als Vorbild dienen. 

Im weiteren sei n eine feste naturliche Zahl, n Z. 4 • 

Unter einem Schema (n-ten Grades) verstehen wir ein Paar if » 

* ( P , E ) , wo P eine Menge mit card P e n ist, deren Ele­

mente Punkte heissen sollen, und E eine Menge von n -punkt­

iger Untermengen von P , der sog. Ebenen, wobei zwei verschie­

dene Ebenen stets höchstens n - 2 gemeinsame Punkte haben. 

Wenn dabei E aus samtliehen n-punktigen Untermengen von P 

besteht, so nennen wir tf vollständig. 

Ist insbesondere Card P « n f Card £ * 1 f so soll if dege­

nerierend heissen, in den übrigen Fallen soll tf nichtdegene-

gjert heissen. 

Sind if * (P,E) f f * (P',E#) zwei Schemen, für wel­

che P S P' f E £ E' gilt, so heisst tf ein Unterachema von 

tf' (t/ S y') • Ist ( &r)rmp eine Familie von Schemen 

Jf * (Py f B r) f dann achreiben w * * ^ ^ * (P r?f}P&
rh 
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n if m(mi>*r)!L)> bei geeigneten Bedingungen sind U )f , 

O tf-r wieder Schemen. 
fe T» * _ 

Es s e i if s (P,E) e in vol lständ iges Schema mit einem 

Unterschema )f s (P,E) • Der Durchschnitt von samtlichen Un-

terschemen $* » tf £ $* & W i s t ein Schema, das Zfl 

bezeichnet wird; wir sagen auch, dass ft^J in if durch !f 

erzeugt wird, if J kann man folgendermassen rekursiv konstrui­

eren: Es s e i E * die Menge von samtlichen Ebenen aus if , 

welc"he mindestens n - 1 nicht in derselben Ebene von )f 

liegenden Punkte von )f enthalten, wahrend P a l l e nicht 

in if liegenden Punkte samtlicher Ebenen von E* enthalten 

s o l l . Dann i s t if * (Pu P1* , E u E* ) wider e in Schema, 

tf -^ tf * -£ ?" . Wir b i lden eine Folge ( ^ ) ~ m ü , wo 

% * if und ^ ^ * i^4* i s t ( i » 0 , 1 , 2 , . . . ) und be­

kommen y0{%
 m C ^ J • 

Es s e i rf -* (P,E) e in nichtdegeneriertes Schema. Wir un­

tersuchen das System S von samtlichen (n-l)-punktigen Un-

' termengen von tf , welche nicht in derselben Ebene von f 

l i egen . Weiter bezeichnen wir mit P* eine mit P fremde Men­

ge, für welche eine Bijekt ioa ^ 2 S —* P* e x i s t i e r t , und 

mit E* die Menge von sämtlichen n-punktigen Untermengen 

X u{o~X? „ X e $ . Offensicht l ich i s t if# » (P u P*, E u E*) 

e in Schema, $' z tf . Weiter setzen wir i£ » tf und ^ » 

• % ( i * 0 , 1 , 2 , . . . ) und bekommen ein vol lständ iges Schema 

frb % m ^ ( Ĵ  ) , das wir eine vol lständ ige f r e i e Erweiterung 

von tf nennen wollen. 

Unter einer surjektiven Abbildung zwischen den Schemen 

tf « (P»E) , if' « ( P ' , E ' ) verstehen wir ein Paar 
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p £ f> , 

6~ s ( C , ff ) von surjektiven Abbildungen 6 : P —> P , 

ÖT£ : E —V E' . Gilt dabei für x e y , x e P , y € E atete 

G x e t f y , 90 he i s s t t^ e in Epimorphismus zwischen tf , 

tf' • Wenn bei einem solchen Epimorphismus beide Schemen e in 

gerneineamea Unterschema if" haben und wenn & auf &" e i ­

nen identischen Automorphismus hervorruft, so sagt man, dasa 

C s f —> $' e i n Epimorphiamus bezüglich &* i s t . 

Satz 1. Ea 3ei tf a (P,E) e in nichtdegeneriertes Schema und 

iT 3 (P,E) ein vol lständiges Schema, das durch tf erzeugt 

wird. ? und & ( tf ) * fl?fE) entsprechen einander in einem 

Isomorphismus bezuglich <f genau dann, wenn zu jedem durch !f 

erzeugten vollständ igen Schema) tf* * ( P * , E * ) e in Epimorph­

ismus 6" : $ —• .tf * bezuglich )f e x i s t i e r t . 

Beweis, a) Die Bedingung i s t notwendig: Dazu genügt es zu 

zeigen, dasa zu jedem von if erzeugten vol lständ igen Schema 

y * «in Epimorphismus cp t 9 ( tf ) —* i f * bezüglich if 

vorhanden i s t . Ea s e i 9* ( tf ) bzw. tf durch zugehörige 

Polgen ( ^ ) ^ « 0 bzw. ( tf* )?*. ^ geb i lde t . Vir erklaren 

rekursiv d ie surjekt iven Abbildungen ^ : ^ —> f* ( i * 

- 0 , 1 , 2 , . . . ) . E9 3ei erste'na % d i e identische Abbildung 

auf *f * i£ a i £ * . Zweitena 3etzen wir vorau3, dasa 

cjj. 2 ^ -—* tf^* für e in gewi39e9 i 9Chon vorhanden i s t ; 

i3t für eine (n-l)-punkt ige nicht in derselben Ebene von ü̂ ' 

l iegende Punktmenge X auch 9^ * X (n- l ) -punk t ig , so zuord­

nen wir für 9t+4*A d a 8 B i l d d e r Ebene X 3 X von ^ ' - w 

a l s d ie Ebene l * D C ^ 1 , I von ^ . n f wahrend wir für 

9^ dem neuen Punkte von X den neuen Punkt von X 
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p. 
zuordnen. I s t aber %% * nicht (n- l ) -punk t ig , so s o l l der 

Ebene X eine wi l lkürl iche durch 9?. * X gehende Ebene 

von $t'+i entsprechen. Die gemeinsame Fortsetzung & 

a l l e r c/. i s t eindeutig bestimmt; cp i s t der gewünschte 

Epimorphismus zwischen & ( ^ ) und ff* bezüglich if • 

b) Die Bedingung i s t hinreichend , äs s e i if e in s o l ­

ches vol ls tänd iges Schema, für welches e in Lpimorphismus 

y l J - y f ( tf ) e x i s t i e r t . Nach a) g ib t es einen l p i ­

morphismus g 1 & ( )f ) - * .7 . Durch vollständige Induk­

t ion f o l g t nun, dass y auf i?j[ bzw. <f auf ^* einen 

Enimorphismus Ift bzw. ^ bezuglich t^ hervorruft, wo­

bei Y4 ° % m *?4 ° Y% e i n e identische Abbildung i s t . 

Daraus fo lg t dann, das3 sämtliche if^ , 9£ Isomorphismen 

s ind . Für i » 0 i s t die vorangehende Behauptung r i c h t i g . 

Gi l t s i e für e in gewisses i , so untersuchen wir eine Ebene 

y , welche zu &i + i > nicht aber zu )f4 gehört. Dann g ib t 

es in i£ eine (n-l)-punktige foenge X c l und nach den 

Voraussetzungen i s t auch w * X (n-l)-punktig, so dass 

F r E 
Y * durch die Menge yr X a yr X eindeutig bestimmt 
i s t . Die Ebene Cp ( y X) i s t also durch d ie Menge* 

ö S c P" 

i | ( y I ) c f ( y X) , d.h* durch d ie Menge X eindeu­

t i g bestimmt, so dass sfE (yr K X) * X i s t . Ein ahnlicher 

Schluss fo lgt beim Austausch von <f , yr • Das Ende des Be­

weises unserer Hilfsbehauptung i s t o f fens ich t l i ch . Ls i s t a l ­

so yr **** Isomorphismus zwischen 5f und & ( *f ) bezüg­

l i c h tf , w»z.b.w. 

Ein Schema $' « (* ' ,£ ' ) , ^ £ j f -S & ( *̂  ) h e i s s t 

eine f re i e Erweiterung eines gegebenen Schemas: tf * ( F , E ) , 

wenn mit jeder nicht zu i£ gehSrenden Ebene von *£«. f 
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auch ihre zu j£ gehörenden Punkte sämtlich in u liegen. 

Satz 2. Es aeien if « (P,E) , if' » ( P % E ' ) , if" * (P*,6") 

drei Schemen, if £ if' & if'&P'iif) f wobei if' die freie 

Erweiterung von if iat. if" ist eine freie Erweiterung von 

tf dann und nur dann, wann sie eine freie Erweiterung von 

if' ist. 

Beweis, a) Es seien f itf ) % & ( sf') duroh entspre­

chende Folgen ( i£ \m0 , {$)** gebildet. Offensichtlich 

ist ^' = if0 £ 5" (1/ ) . Gilt if/ £ f ( / ) ; so folgt 

auch J^'^ -= #" ( if ) , denn bedeutet k die kleinste Zahl, 

für welche die in if! liegenden Punkte einer Ebene von ^f^i 

samtlich zu ^ gehören, so liegt diese Ebene auch in if^i.i • 

Nach vollständiger Induktion gilt also if^ £ 9 i ff ) 

(1*0,1,2,...) und damit S* ( if') * 9* ( if ) . Es sei if" 

eine freie Erweiterung von if • Wenn aber eine Ebene X von 

if" nicht in if' liegt, so gibt es eine Zahl h so, dass 

n - 1 Punkte von I zu fcß gehören und der übriggebliebene 

nicht, so dass die Bbene xu *f& + i gehört. Daraus folgt 

dann, dass diese n - 1 Punkte schon in if" liegen müssen. 

Also ist if" eine freie Lrweiterung von if' » 

b) Es sei nun if" eine freie Erweiterung von if' * Wir» 

wählen eine Ebene von if" , welche in tfm + 4 nicht aber an 

ifm liegt. Gehort diese Ebene nicht zu if' , so gibt es 

eine Zahl t so, dass n - 1 Punkte dieser Ebene in if lie­

gen und der übriggebliebene nicht, ao das» die Ebene zu if^^^ 

gehört. Nach den Voraussetzungen über if und if liegen 

dann die betreffenden n - 1 Punkte ebenfalls in if* und 
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jf* eгwei t ich al eine f re ie Erweiterung von У . 
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