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FREIE ERWEIT ERUNGEN VON SCHEMEN N-TEN GI'ADES
Véclav HAVEL, Brno

J. Kolé¥ hat in [3] nichtdegenerierte Schemen vierten
Grades zur Konstruktion gewisser abgeschwachter affiner RSuI-
me Verwendet, wobei er im wesentlichen eine Analogie der be-
kannten freien Erweiterungen von Inzidenzstrukturen ([2],[4])
susgeniit zt hat. Ich mochte nun diese Analogie ausfihrlicher
untersuchen. Dabei soll die Lrorterung von Herrn Professor
Pickert in [4], S. 12-18 als Vorbild dienen.

Im weiteren sei n eine feste natlrliche Zahl, n 24 .
Unter einem Schema (n-ten Gradeg) verstehen wir ein Paar Y =
= (P,E), wo P eine Menge mit card P2 n ist, deren Ele-
mente Pupkte heissen sollen, und E eine Menge von n =-punkt-
iger Untermengen von P , der sog. Bbenen, wobei zweiverschie-
dene Ebenen stets hochstens n - 2 gemeinsame Punkte haben.
Wenn dabei E aus samtlichen n-punktigen Untermengen von P
besteht, so nennen wir  vollgtandig.

Ist insbesondere card P=n, card E=1 , so soll ¥ dege-
pepierend heissen, in den brigen Fallen soll ¥ nichtdegene-
riert heissen.

Sinda f = (P,E) , ¥ = (P',E’) zwei Schemen, fir wel-
che PSP, EG K’ gilt, so heisst & ein Unterachema von

¥ (fs¥) . Ist (%)y,p eine Pamilie von Schemen
3’7 = (P‘X » B, ) , dann schreiben virr% b’r-:- QGL,I_,»Pf,’%’/'E’.),
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Q' :fisg‘/‘\raﬁ%); bei geeigneten Bedingungen sind 2'3' :j;’_ B

TQ‘ tff wie:i_er Scklefen.

Es sei ¥ = (P,E) ein vollstandiges Schema mit einem
Unterschema ¥ = (P,E) . Der Durchschnitt von samtlichen Un.
terschemen ¥*, & $* < F 1ist ein Schema, das [¥]
bezeichnet wird; wir sagen auch, dass [¥] in’ ¥ durch SF
erzeugt wird. {¥] kenn man folgendermassen rekursiv konstrui-
eren: Es sei E* die Menge von samtlichen Ebenen aus F ,
welche mindestens n - 1 nicht in derselben Ebene von
liegenden Punkte von ¥ enthalten, wahrend PV alle nicht
in ¥  1liegenden Punkte samtlicher Ebenen von E* enthalten
soll. Dann ist S = (Pu PT, Eu E*) wider ein Schenma,

< Y = F . Wir bilden eine Folge (¥ )., , wo

f, =¥ uwa ¥, =" et (120,1,2,...) und be-
o — .

kommen L/ o, = [¥].

Es sei ¢ = (P,E) ein nichtdegeneriertes Schema. Wir un-
tersuchen das System % von samtlichen (n-1)-punktigen Un-
termengen von ¥ » welche nicht in derselben Ebene von b”
liegen. Weiter bezeichnen wir mit P° eine mit P fremde Men-
ge, fUr welche eine Bijektion 6 : $ — P’ existiert, und
mit E° die Menge vorn samtlichen n-punktigen Untermengen
X v{ex}, Xe $ . Offensichtlich ist ¥ = (Pu P*, Eu E")
ein Schema, ¥* = Y ., Weiter setzen wir ¥ = ¥ und .‘ﬁﬁ =
= ‘.‘f:; (1 =0,1,2,...) und bekommen ein vollstandiges Schema

5% = F (#), ane wir eine yolletindise freie Erweiterun
von Y nemnen wollen.

Unter einer surjektiven Abbildung zwischen den Schemen
Y =(p,E), ¥ = (P,E”) verstehen wir ein Paar
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£
& = G‘P, & ) von surjektiven Abbildungen 6P= P—p’ ,
65 : E— E" . Gilt dabei fiir xey, xe P, y€ E stets

6Px 665y, s0 heisst 6 ein Epimorphismus zwischen ¥ ,
¥’ . Wenn bei einem solchen Epimorphismus beide Schemen ein
gemeinsames Unterschema ¥ haben und wenn 6 auf ¥ ei-
nen identischen Automorphismus hervorruft, so sagt man, dass
6 : ¥ — ¥  ein Epimorphismus beziiglich &7 ist.

Satz 1. Es sei J = (P,E) ein nichtdegeneriertes Schema und

¥ = (P,E) ein vollstandiges Schema, das durch J erzeugt
wirde ¥ und F (Y ) = (P,E) entsprechen einander in einem
Isomorphismus bezlglich L genau dann, wenn zu Jedem durch S
erzeugten vollstandigen Schema Y¥* = (P*,E*) ein Epimorph-
temus 6 : F — ¥*  beziglich ¥ existiert. ,
Beweis. a) Die Bedingung ist notwendig: Dazu genigt es zu
zeigen, dass zu Jedem von 4 erzeugten vollstandigen Schema
S* ein Epimorphismus ¢ t F (S ) — #* beziiglich ¥
vorhanden ist. Es se1 % () bzw. ¥* durch zugehdrige
Folgen (¥ )7 ., bzw. (¥¥)F , gebildet. Wir erkldren
rekursiv die surjektiven Abbildungen ¢ : F; — ¥ (1=
= 0,1,2,...) . Es sei erstens ¢ die identische Abbildung
ar ¥ = ff = $£* . Zweitens setzen wir voraus, dass
g; S — $¥* f£ir ein gewisses 1 schon vorhanden ist;
ist fir eine (n-1)-punktige nicht in derselben Ebene von C A
liegende Punktmenge X auch %Pi X (n-1)-punktig, so zuord-

nen wir fir g, E<41  4as B11d der Ebene Y2 X von .4

+1
als die Ebene I* :q‘R‘ X von ¥, , wahrend wir fir
Piga
;,:’ dem neuen Punkte von Y den neuen Punkt von >

- 445 -



suordnen. Ist aber qu" X nicht (n=1)-punktig, so soll der
Ebene Y eine willkirliche durch g, Pi ¥ gehende Lbeme

von 9',-,, entsprechen. Die gemeinsame Fortsetzung ¢

aller & 1st eindeutig bestimmt; g ist der gewunschte
Epimorphismus zwischen % (¥ ) una $* besiglich ¥ .
b) Die Bedingung ist hinreichend: s sei ¥  ein sol-
ches vollstandiges Schema, fir welches ein Epimorphismus
¥ 2 F —» & () existiert. Nach a) gibt es einen Lpi-
morphismus ¢ : & (¥ ) —» F . Durch vollstdndige Induk-
tion folgt nun, dass Y auf 7‘ bzwe ¢ auf ¥  einen
Epimorphisms % bzw. o; beziglich  hervorruft, wo-
bei Yo% = @ © Y, eine identische Abbildung ist.
Daraus folgt dann, dass samtliche ¥; » &; Isomorphismen
sind. Fur 1 = 0 ist die ;orangehende Behauptung richtig.
Gilt sie fir ein gewisses i , so untersuchen wir eine Ebene
Y, welche zu J;,, , nicht aber zu ¥, gehért. Dann gibt
e8 in Z eine (n-1) -punktige lienge X< Y und nach den
Voraussetzungen ist auch yq"’ X _(n-l)-punktig, s0 dass
yE X durgh die Menge zr’ X c Wsi eindeutig bestimmt
ist. Die Ebene 95 (3~ Y) 1st also durch die Menge*

gf (v?P o :VE(VE Y) , d.h. durch die Menge X eindeu-
tig bestimmt, so dass 95 (er Y) = Y ist. Ein ahnlicher
Schluss folgt beim Austausch von @ , ¥ . Das Ende des Be-
weises unserer Hilfsbehauptung ist offensichtlich. ks ist al-
ao‘ ¥ ein Isomorphismus zwischen ? und F(Y) '.bez"g-
lich ¥ , wez.bow.

Ein Schema ' = (P)E°) ,¥ < ¥'< £ (Y ) heisst

eine freje Erweiterung eines gegebenen Schemas ¥ = (P,E),

wenn mit Jeder nicht zu Y gehdrenden Ebene von £,
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auch ihre zu ¥ gehBrenden Punkte sértlich in J' liegen.

Satz 2. Es seien ¥ = (P,E) , ¥’ = (P',E8") , ¥” = (P',E")
drei Schemen, ¥ s ¥' < P<F(F) , wobei ¥’ aie freie
Eﬁeiterm von ¥ ist. $¥ 1ist eine freie Erweiterung von
Y dann und nur denn, wenn sie eine freie Erweiterung von
¥y’ ist. ]

beweis. a) Es seien £ (¥), & (&) durch entspre-
chende Folgen ( ):'a_a , (.f)‘p gebildet. Offensichtlich
st ' =4, F(SL) .6t 9’_;' € F (L) ; so folst
auch ¥/, € & (¥ ), denn bedeutet k die kleinste Zahl,
fur welche die in :f:' liegenden Punktie einer Lbene von t{;,,
sémtlich zu 13'; gehoren, 80 liegt diese Ebene auch in %, ,°
Nach vollstandiger Induktion gilt also :f;’ = F (¥)
(1 =0,1,2,00.) und damit F (¥’) = F (S ) . Es sei ¥’
eine freie irweiterung von ¥ . Wenn aber eine Ebene Y von
YY" nicht in ¥’ 1liegt, so gibt es eine Zahl h so, dass
n -1 Punkte von Y 2zu bﬁ» gehoren und der ubriggebliebene
nicht, so dass die Ebene zu Y _,  gehort. Daraus folgt
dann, dass diese n - 1 Punkte schon in Y¥” 1liegen miissen.
Also ist ¥ eine frele iLrweiterung von ¥’ .

b) Es sei nun " eine freie Erweiterung von ¢ . Wir
wahlen eine Ebene von " , welche in ¥, .4 nicht aber in
,, ~1liegt. Gehdort diese Ebene nicht zu o’ , so gibt es
eine Zahl t 80, dass n - 1 Punkte dieser Ebene in tfé' lie-
gen und der Gbriggebliebene nicht, so dass: die Ebene zu ¥,
gehort. Nach den Voraussetzungen uber Y uwd &’ liegen

dann die betreffenden n = 1 Punkte ebenfalls in ¥ und
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¥* erweist sich als eine freie Erweiterung von ¥ .

[a]
[2]
[3]

(4]
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