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Commentationes Mathematicae Universitatis Carolinae 

6, 4 (1965) 

DÉFORMATION PONCTUELLE DES CONGRUENCES DE DROITES DANS DES 

ESPACES SB4PLECTIQUES À TROIS DIMENSIONS 

Karel SVOBO.uA, Brno 

Dans ce travail on étudie la déformation ponctuelle des 

congruences non-paraboliques de droites dans des espaces sym-

plectiques a trois dimensions. On prend pour base des consi

dérations suivantes la notion de la déformation ponctuelle 

au sens de M. £. Cech [1], 

1« Soit Sp^ un espace symplectique à trois dimensions 

et L une congruence non-parabolique de droites, qui n'ap

partient pas au complexe absolu K de cet espace» Simultané

ment avec L il convient de considérer une autre congruence 

non-parabolique L* qui correspond à L dans la corrélation 

nulle N , déterminée parfaitement par K • 

Il a été démontré dans le mémoire [2] de R.M. Gejdel man 

que 1 on peut associer, à une droite quelconque p de L , 

un repère mobile de manière a choisir le9 points At, À^ pour 

foyers sur la droite p de la congruence L et les points 

À , A. pour foyers sur la droite correspondante p* » Np 

de la congruence conjuguée L* • Cela étant, la congruence L 

peut être définie par le sy3tème d équations différentielles 

(1.1) dAi » co\ ki (i»«* * l f - f *iï , 

les formes de Pfaff ù& satisfaisant, d'après [23, aux é-

quat ions 
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(1.2) *> í f»0 , Cú\mQ, G>\m O, COI* O, 
cS\ +Gó\*0, CÓ* + CJ*-0, 

*>$ * - ^ 2 9 *>\ * - ^ f > 

"î" *ч " 1 - «Ч -Чt» « ; • •A, ^г 

«î- <*î « 1 - <>*> ** - Ą "л 

dлnв leвque l le s 

(X.З) <~>ł « <u3 

ш i > 
-*» 2. 

.Dans ce qui suit, nous ne considérons que le ces général ou 

toutes les fonctions <£.,/&* (i » 0,1,2) sont différentes 
i> v 

de zéro. 

Outre la congruence L envisageons une autre congruence 

L d un espace symplectique 3p' • Nous introduirons pour 

L les notations analogues à celles employées pour L en in

diquant avec des accents toutes les expressions relatives à 

L • Pour les considérations suivantes il est commode de po

ser 

(1.4) * \ - *>'( - û>? (i,j - 1,..., 4) 

de sorte que 1 on a, d après (1.2), 

(i.5) «,>. 0, r{~0, *\-0, rl-0 , 

< * < - 0, T» + r * .0 . 
Supposons que les droites des congruences L et L ' se 

correspondent dans une correspondance biunivoque C portant 

chaque surface développable de L dans une développable con

tenue dans L'. Sans restreindre la généralité, on peut ad

mettre que cette correspondance développable soit donnée par 

les équations a)i « Cû^ , CÛ% « o)^ . Cn a alors, d'après 

(1.2),(1*3),(1.4), les équations 

(1.6) <t\ m 0, x \ » 0 , *È
¥ - 0f 1?4

%. Q 
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qui entraînent par un calcul facile les relations (v.DJ) 

(1.7) t \ - - r/ « x\ » - T>1 • 

2. Cela étant, rappelons la définition de la déformation 

ponctuelle des congruences de droites suivant E. fiech [lJ# 

Une correspondance développable C entre deux congruen

ces L et L s appelle déformation ponctuelle s'il est 

possible d étendre la correspondance C en une correspon

dance ponctuelle C de manière que, pour un couple quel

conque de droites p et p'=* Cp qui se correspondent dans 

la correspondance C , il existe au moins une transforma

tion symplectique 1 entre les e3pacea Sp8 et Spl 

jouissant de la propriété suivante: Si y est une courbe 

quelconque décrite par un point A de p et contenue dans 

L , les courbes C y et H y ont au point CA * HA sur 

1® droite p' un contact analytique du premier ordre. 

Les congruBnces L et L' étant en déformation ponc

tuelle, 1 extension ponctuelle ? de la correspondance C 

définie entre les droites correspondantes p et p une 

transformation linéaire qui porte les foyers A... , A^ de 

L aux foyers A1 , A^ de L • Sans restreindre la géné

ralité, nous pouvons supposer que la notation des foyers 

soit choisie de manière que 

(2.1) CiV, = J D A ; , CAâ =- fnk\ , 

où ç> 4* 0 • 

Là correspondance C , étendue par (2.1), en une cor

respondance ponctuelle, est une déformation ponctuelle si 

et seulement si, pour un couple quelconque de droites cor

respondantes p et p' , il existe une transformation 
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symplectique M entre l e s espaces Spf et Spj et une 

forme de Pfaff 0 de manière que l e s équations 

(2.2) H(xt A1 • x£ A£ ) » X f f A; • x £ f^ k\ , 

HcUx,, A1 + x £ A2 ) » d(x, p A j • xÈ f1 A£ ) • 

* e <xt p A^ • x £ tp-1 kl ) 

ont l i e u pour chaque x^ , x£ , CÙ^ , cù^ . En vertu de 

( 2 . 1 ) , l e s équations de l a transformation symplectique H , 

qui réa l i s e la déformation ponctuelle des congruences L et 

L , ont nécessairement la forme 

(2.3) HA1 » f k\ , HA£ * f<k'z , HA3 * •} A» * â i A * > 

m*m a î k$ * at K > al at ~ aj a l " l # 

On a, d'après ( l . l ) , ( 1 . 2 ) , ( 1 . 3 ) , ( 1 . 5 ) et ( 2 . 3 ) , 

(2.4) d (x 1 A<J • x£ A£ ) -

* (dx,, * xi a>\ • x2 ^ )ki + (dx l • Xl ajf + ^ «y*)^ * 

+ x l H A 3 * x 2 < u l A * > 
H d ( X l A,, • x £ kz ) « 

a ^(àX, • X ^ J • X£ ^ )A, • <fA (dX£ * Xf CJ** 

* ** *>*w • <*j *,*>,• 4 x 2 ^ w • 
* <4 xt o^ • a£ x£ o>£ )Â  , 

a(xlf A; * x £ f r u ; ) « 

(fdX1 • X^f • X7p^>7 * X2f1cJ'l)A1 * 
* (jp**fdx£ • x£ d p f • X fP^2 * x*P"fû>2)Ai * 

En substituant lea expressions (2.4) dans la seconde équa

tion (2.2) et en comparant les coefficients de x At- et 
xiAv (i a 1»..., 4) on obtient les relations 

(2 .5) df/f> + V4+Q *0, df4/f>4+ r f + © « 0 , 

(2 .S) &>'/ ** f%<x>* , &>* m $>%co\ 

et en outre 
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(2.7) a* • f , a* * 0 , a\ » 0 , a* » p~1 . 

Or, i l résulte facilement de (1.5) et (2 .5) que © » 0 et 

(2.8) d p / p • tr* » 0 . 

Cela étant, l e s calculs précédents fournissent l e résu l 

tat suivant : 

Pour qu'une correspondance fléveioppafrle C eirtre t e s 

congruenoea L et L" so i t une déformation ponctuelle i l 

faut et i l suf f i t que la forme 0 s o i t identiquement nulle 

et q u ' i l ex is te une fonction p -# 0 qui s a t i s f a i t aux 

équations (2 f6) eï (2„Q). 

Remarquons que l a transformation symplectique H qui 

r éa l i s e la déformation ponctuelle est déterminée univoque-

ment et qu e l l e est donnée, d 'après ( 2 . 3 ) e t (2.7)» par l e s 

équat ions 

(2.9) Hài » f At' , Bà1 » p"1 k[ , m 3 « p k'$ , 

B ^ - p - 1 * ; , 

l a fonction p étant soumise à remplir l e s cond it ions 

(2.6) et ( 2 . 8 ) . 

3 . Bn éliminant p des équations (2.6) on obtient 

cu'/û^-» &* CJ\ • Or, on vér i f i e sans d i f f i c u l t é que 

Co\ CÛ^ est une forme invariante qui joue l e rôle de l a 

forme ponctuelle de l a congruence L . On voit alors que 

lW çon/aniençeg L et. L ' en fléf oriaaUon poQçtue,Ue, 

possèdent l a même forme ponctuelle . 

Inversement, 1 éga l i t é des formes ponctuelles des con-

gruences envisagées L et L ' entraîne l ' ex i s tence d une 

quantité p sat i s fa i sant à ( 2 . 6 ) . Or, on en déduit, par 
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l a di f férent iat ion extérieure, l e s re lat ions que l ' on peut 

mettre, faisant usage de ( 1 . 5 ) , sous l a forme 

icj\ Cdp/p + v\ )]m 0, tcJz Cdp/p + r / )J * 0 -

Mais l e s re lat ions en question n'entraînent pas toutefo is 

l 'équation (2.8) et par sui te 

J.68 çpnflruences L et l / quj. pnt T.Q m$m,e forme ponc-

IW-Ue ne $9n% pas ep général en défprmatjpn ponctuelle a^ 

sens consiflérj*. 

Les considérations précédentes montrent que 1 éga l i té 

des formes ponctuelles de deux congruencea n'est pas en gé

néral une cond ition nécessaire et suff isante pour la défor

mation ponctuelle . Nous nous proposons de démontrer une t e l 

l e cond it ion sou3 la forme géométrique suivante: 

VW correspondance fléveloppabJLe C entre l e s cor^ruen-

ces L et L est une déformation ponctuelle au sens de la 

déf in i t ion précédente s i et seulement s i f pour un couple 

quelconque qe flroi^es correspondantes fle L «gi L ' , i l er 

fliate, une transfprm^tjlpn, sypplectique H , qui r éa l i s e m 

ÇpntaÇt analytique flu. premier ordr,$ entre l e s surfaces (Â  ) 

et (A ,̂ ) , (A^ ) e i (A^ ) , ce contact étant du second 

prflre re.lfltiYemçr|t; aux çpurfrea, oj, = 0 traçégs 3ur la sur-

£&££ (A1) e t r en même temps, relativement aux courbes 

4>2 « 0 sur la surface (A2 ) . 

Pour démontrer la proposition précédente, considérons 

une transformation symplectique H la plus générale qui por

t e k<i en A, et A£ en A^ . Les équations d'une t e l l e 

transformation H ont nécessairement l a forme ( 2 . 3 ) . Cela 

étant , on obtient, sans aucune espèce de d i f f i c u l t é , l e s r e 

la t ions 
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(3 .1) HtU,, = d(f A' ) - (dp /p * Tf*)p k'i * 

* (p^* -p v? )k't * (a» - p )a)1 A/ * a* .a, Af' , 

HdA1 » d(jt>"' Aj ) • (p <U* - j .»"^* )A^ • (d/> / , * • 

•«^p'^-i * -i«i-î + (a* - ^ - - . t A; • 
Il résulte de (3.1) que les équations (2.6) expriment les con

ditions nécessaires et suffisantes pour l'existence d'une 

transformation H qui réalise un contact analytique du pre

mier ordre des correspondences ponctuelles A. —* A , . 

4 — > A ' • Les équations (3.1) montrent aussi que la trans

formation H réalisant des contacts mentionnée se trouve dé

finie par (2.9). 

On a de plus 

d* At » (.)A1 • d ^ A j • ( d f i > t ^ ^ # 4 ^ * û ^ ) A 5 • 

• <«, « * + <%*$)* + 

et on en déduit 

(3.2) Ha* Af « a1 (p Â  ) - 2(ûp/p • r j )d(jz> AJ ) • 

• (.)A f • 2 <y*(d jO/jO • r / >p"f ^ • . 

• CU>f < p ! > * - /© ̂ * )A J. . 

Faisant usage de (1.2) et ( 2 . 6 ) , on a cC^ -* p o\,. , /i^ ** p1flj 

( i * 0,1) et par sui te l a forme p*6>* - p*0!* n e dépend 

que de OJ1 • 

Cela étant, i l découle de (3*2) que la* transformation H r é 

a l i s e un.contact analytique du second ordre k^ —* À^ r e l a 

tivement aux courbes CÔ^ » 0 dans ce cas seulement s i 

[CJ^ (d p/p • t \ )3 a 0 , car CÔ* ne s'évanouit pas en ver

tu de fy « 0 • Un raisonnement analogue re la t ive à l a surfa

ce lkx ) conduit à la re la t ion ta>z {dp /p • t r J ) J » 0 

399 



et i l en résulte en effet l 'égalité (2,8), qui exprime ainsi 

la condition nécessaire et suffisante pour les contacts du 

second ordre en question* 

4» .D'une manière corrélative, on peut étudier la défor

mation planaire de deux congruences L et L en partant 

d une extension planaire de la correspondance développable 

C entre L et L' • Les recherches correspondantes exi

gent, en substance, de regarder une droite quelconque p de 

L comme l'axe du faisceau de plans passant par p • Or, ce 

faisceau se transforme, par la corrélation nulle N , dans 

la ponctuelle située sur la droite correspondante p* de 

la congruence conjuguée L • Le problème de la déformation 

planaire des congruences de droites est ainsi ramené à l ' é 

tude de la déformation ponctuelle des congruences conjugué

es* 

Sans entrer dans les détails, on obtient, au lieu de 

(2*5),(2*6), les relations 

(4.1) û 0/6 • *:£ • 0*= 0 , d &-*/*"* • r j • &** ( 

*>'î **-'«>? , <3 -***\ • 
qui expriment la condition nécessaire et suffisante pour la 

déformation planaire des congruences L et L * Les condi

tions (4 .1), (4*2) peuvent être interprétées comme suit: 

Une correspondance développable C en,trg Xeg coftqrugn-

£&& L a t L ' S§% yffle fléfprmaUpn. p l a n a i s Pi S* ?t*4tfltfl.fc 

s i . pour un couple Quelconque de droites correspondantes de 

L ejt L' , jl existe ufle tran f̂orma-fripyi «mpAtQtlqut H , 

Wl r W l t t m contact anal.Ytfrma fti praratar ordre antrfi Inu 
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WfffftgSff (<S } Si U j ) , (A^ ) ej. (A^ ) , ce ço i t t^t 

étant du second ordre relativement aux courbes «u, = 0 

^racées sur j.a, surface (A .̂ ) rtt en mfofle t;emps, r e l a t i v e 

ment aux, ftourtreg #* s ° sur la, surface, (A3 ) • 

Les conditions nécessaires et suff i santes pour que l e s 

congruences L et L soient en même temps en déformation 

ponctuelle et planaire s'expriment par l e s re lat ions ( 2 . 5 ) , 

( 2 . 6 ) , ( 4 . 1 ) , ( 4 . 2 ) et par l ' é g a l i t é des fonctions p et 6 . 

I l en résul te que 

l e s congruences L eji. i / quj. 3e trouvent 3imq.ltaném^;pft 

en déformation ponctuelle et en déformation planaire sont 

syrqpleçtiqueaent équj.valentff.». 

L i t é r a t u r e : 

[ i j 9. UJSX, 0 ToieiMux H8rn6aHHiix KOHrpyeHUH.8 npaMiix. Uex. 

MaT.JcypHa* 5(80),1955,234-273. 

[ 2 ] P. M. VeftAejibMaM, CHMnjieKTH êcKoe M8rn6aHHe KOHrpyeH-
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