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DEFORMATION PONCTUELLL DLS CONGRUENCLS DE DROITES DANS DES
ESPACLS SYMPLECTIQUES A TROIS DIMENSIONS
Karel SVOBODA, Brno

Dans ce travail on étudie la déformation ponctuelle des
congruences non-paraboliques de droites dans des espaces sym-
plectiques & trois dimensions. On prend pour base des consi-
dérations suivantes la notion de la déformation ponctuelle
au sens de M. E. Cech [1].

1. Soit Sp, un espace symplectique & trois dimensions
et L une congruence non-parabolique de droites, qui n'ap-
partient pas au complexe absolu K de cet espace. Simultané-
ment avec L il convient de considérer une autre congruence
non-parabolique L* qui correspond a L dens la corrélation
nulle N , déterminée parfaitement par K .

Il a été démontré dans le mémoire [2] de R.M. Gejdel ‘man
que 1’on peut associer, & une droite quelconque p de L,
un repere mobile de maniére a choisir les points A,, A, pour
foyers sur la droite p de la congruence L et les points
A3 ’ A» pour foyers sur la droite correspondante p* = Np
de la congruence conjuguée L* . Cela étant, la congruence L
peut &tre définie par le systeme d’équations différentielles
(1.1) a; = fa (Li=1., 0,
les formes de Pfaff a% satisfaisant, d aprés [2], aux é~-

quations
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(1.2) @i=0, wl=0, wj=0, wf=0,
w:-‘-a):'sa, witwt =0,
m;:—wz,aaf-—w., ;

":'“'1“’1-”".“1’m;'ﬂ1wz—/&°w1’

‘): G TR R OPRC Y R AR

dans lesquelles
(1.3) w, = @), w0t
Dans ce qui suit, nous ne considérons que le ces général ou
toutes les fonctions o , /31: (i = 0,1,2) sont différentes
de z€ro.

Outre la congruence L envisageons une autre congruence
L° d’un espace symplectique Sp; . Nous introduirons pour
L’ les notations analogues a celles employées pour L en in-
diquant avec des accents toutes les expressions relatives A
L . Pour les considérations suivantes il est commode de po-
ser

1 ’
(1.4) v] - wf - w

M (1, = Ly000, 4)

de sorte que 1°on a, d apres (1.2),

s ata0, vda0, wle0, -0,
_ tj+ ¥ =0, ¥+t =0,

Supposons que les droites des congruences L et L’ se
correspondent dans une correspondance biunivoque C portant
chaque asurface développable de L dans une développable con-
tenue dans L’. Sans restreindre la généralité, on peut ad-
mettre que cette correspondance développeble soit donnée par
les équations w: =aw,, w; = @& . Onaalors, d'aprés
(1.2),(1.3),(1.4), les équations

(1.6) =0, *}=0, %, =0, % -0
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qQui entralnent par un caleul facile les relations (v.[3])

1

(1.7) T,

-—‘V:-‘t‘:-—z: .

2, Cela $tant, rappelons la définition de la déformation
ponctuelle des congruences de droites suivant L. Zech [1].

Une correspondance développable C entre deux congruen-
ces L et L 8 appelle déformation ponctuelle s il est
possible d’étendre la correspondance C en une correspon-
dance ponctuelle C de maniére que, pour un couple quei-
conque de droites p et p'= Cp qui se correspondent dans
la correspondance C , il existe au moins une transforma-
tion symplectique H entre les espaces Sp, et Sp';
Jjouissant de la propriété suivante: Si » est une courbe
quelconque décrite par un point A de p et contenue dans
L , les courbes 57 et Hy ont au point Ca = HA sur
la droite p’ un contact analytique du premier ordre.

Les congruences L et L’ étant en déformation ponc=-
tuelle, 1 extension ponctuelle T de la correspondance C
définie entre les droites correspondantes p et p’ une
transformation linéaire qui porte les foyers A, , A, de
L aux foyers A7 , A, de L’ . Sans restreindre la géné-
ralité, nous pouvons supposer que la notation dea foyers
soit choisie de maniére que
(2.1) Ga, =pa,, G, = o'a
o @ % 0,

La correspondance C , étendue par (2.1), en une cor-
respondance ponctuelle, est une déformation ponctuelle si
et seulement si, pour un couple quelconque de droites cor=-

respondantes p et p° , il existe une transfofmation
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symplectique B entre les espaces Sp, et Spy et une
forme de Pfaff @ de maniére que les équations
(2.2) Hlx, A *+x, 4, )=2x pA; +x,¢" ,

Ha(x, A, + x, 4, ) = alx ¢ A; +x, p"A; )+

+ O (xp A; +x, ;o""A; )
ont lieu pour chaque Xy 9 Xy @,
(2.1), les équations de la transformation symplectique H ,

s @, .« En vertu de

qui réalise la d4formation ponctuelle des congruences L et
L’ s ont nécessairement la forme
(2.3) HA, = @A/, HA = @ A ) HAg =a’A +ar AL,
m*sa*As +a“:‘ Aq. , al a:‘-a;*ai-l .
On a, d’spres (1.1),(1.2),(1.3),(1.5) et (2.3),
(2.4) alx, & +x, A, )=
= (ax, + x, @] + x, @] A + (ax, +x @] + x, wia,
* x, & A3+xza)2 Ay,
Hadlx, A  +x, A, ) =
= p(dx *xwf e x, @] a) + o' (ax, + x s
+x, @ )A + (33 X, * a: x, &, )A; -+
+ (aj x w_,*a‘,:xw)A,;,
alx, @ A, +x p
= (pdx1 *xdp *x,,pw" + x 9"&")%\'
+ (glax, +x, ag + x x, e *x, pw’z)A +
*PIG)A *PXIGJA".
En substituant les: expressions (2.4) dans la seconde équa=-
tion (2,2) et en comparant les coefficients de x A; et
x, &, (1 =1,.0., 4) on obtient les relations
2.5)  dp/lp + ¢! +@-0,dp 7 v, +@ =0,

(2.6) o) =plat, o) = plaf

et en outre
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(2.7) a: =9, a:=0, °?r =0, a:*’p".

Or, il résulte facilement de (1.5) et (2.5) que ® =0 et
12

(2.8) ap/p + T, =0,

Cela étant, les calculs précédents fournissent le rdésul-
tat suivant:

Pour gu'gx_e correspondance développable C gentre les
congruenges L et L’ un for jon t
faut ot 1) suffit que le forme © psoit identiguement pulle
et qu’il existe une fonction @ # 0 gqui satigfait aux
équations (2,6) et (2.8).

Remarquons que la transformation symplectique H qui
réalise la déformation ponctuelle est déterminée univoque-
ment et qu’elle est donnée, d apres (2.3) et (2.7), par les
équations
(2.9) HA,= @ a7, mzago"m;, B, = oA,

m, =g 'al,
la fonction (@ étant soumise a remplir les conditions
(2.,6) et (2.8).

3. En éliminant ‘o‘ des équations (2.6) on obtient

';- @} @} . Or, on vérifie sans difficulté que

7}

w, @
Wy @} est une forme invariante qui joue le rdle de la
forme ponctuelle de la congruence L . On voit alors que

les congruences L gt L° en déformation ponctuelle
seden g o 0 .
Inversement, l'égalité des g‘ormes ponctuelles des con=-
gruefices envisagées L et L’ entratne 1’existence d une

quantité sot satisfaisant a (2.6). Or, on en déduit, par
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la différentiation extérieure, les relations que 1 on peut
mettre, faisant usage de (1.5), sous la forme
() (de/p + T1)I=0, [} dp/lp +T[)1=0 .
Mais les relations en question n’entratnent pas toutefois
1 équation (2.8) et par suite
les congruences L et L’ qui ont la méme forme pong=
as énér déformat ponctuell
consi o
Les considérations précédentes montrent que l'égalité
des formes ponctuellea de deux congruences n’est pas en gé=-
néral une condition nécessaire et suffisante pour la défor-
mation ponctuelle. Nous nous proposons de démontrer une tel-

le condition sous la forme géométrique suivante:

Une_corregpondance développable C entre les congruen-
ges L et L’ est une déformation ponctuelle au sens de la
définition précédente s seulement si our un couple

orrespondantes de L gt L',_ii_g_—_
igt rans ati lgetique H , qui péalise un

contact analytique du premier ordre entre leg gurfaces (4,)
et (A:, ), (A,) gt (A; ) , ce contact étant du second
ordre relativement gux courbes &), = O tracées sur la sur-
face (A,) et, en mdme temps, relativement aux courbes

@, =0 gur la surface (4, ) .

Pour démontrer la proposition précédente, considérons
une transformation symplectique H 1la plus générale qui por=-
te A, en A; et ‘z en A; . Les équations d ‘une telle
transformation H ont nécessairement la forme -(2.3). Cela

étant, on obtient, ssns aucune espéce de difficulté, les re-

lations
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(3.1) HA, =alp a’)-(p/p +2])pa; +
+ (gl —payiia, + (8} -p)la, s, +atay 4,
HaA, = a(p™ 4] )+ (pw] -gun; + (ap/p+
rx])pta; +adaya; + (e ~gNay al .
Il résulte de (3.1) que les équations (2.6) expriment les con-
ditions nécessaires et suffisantes pour 1 existence 4 une
transformation H qui réalise un contact analytique du pre=
mier ordre des correspondencgs ponctuelles A,, - A; y
A, — A; « Les équations (3.1) montrent aussi que la trans-
formation H réalisant des contacts mentionnés se trouve dé=-

finie par (2.9).

On a de plus
I = 2 1 3
at A (,)A1 *aw A+ (da),-rq.a.; #a")As +
4 2
+ (a.v1 @ +Q, @ )A,'_

et on en déduit
(3.2) Ha? a,

at (@ 4; ) -2(ap/p +T;l)alpas)+
(a; +2af@p/p +z!)gia; +
a @hy- paytIay .

+

L4

Faisant usage de (1.2) et (2.6), on a ac::- p'za(,‘,/Z; =*f3;
(1 = 0,1) et par suite la forme So"w:‘ - pw,“' ne dépend
que de @, .

Cela étant, il découle de (3.2) que la transformation H ré-
alise un.contact analytique du second ordre A, —? A; rela-
tivement aux courbes @, = O dans ce cas seulement si
[w,(ap/p +77)) =0, car @ ne s’évanoult pas en ver-
tu de &, = 0 . Un raisonnement analogue relative a la surfa-

ce (A, ) conduit & la relation [aj(ap/p +7})]=0
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et 11 en résulte en effet 1°égalité (2.8), qui exprime ainsi
la condition nécessaire et suffisante pour les contacts du

second ordre en question.

4. D’une maniére corrélative, on peut étudier la défor-
mation planaire de deux congruences L et L’ en partant
d une extension planaire de la correspondance.développable
C entre L et L’ . Les recherches correspondantes exi=-
gent, en substance, de regarder une droite quelconque p de
L comme 1 axe du faisceau de plans passant par p . Or, ce
faisceau se transforme, par la corrélation nulle N , dans
la ponctuelle située sur la droite correspondente p* de
la congruence conjuguée L . Le probléme de la déformation
planaire des congruences de droites est ainsi ramené a1~
tude de la déformation ponctuelle des congruences conjugué-

es,
Sans entrer dans les détails, on obtient, au lieu de

(2,5),(2.6), les relations

(4.1) a6/6 +ti+0%=0, a67"/6™" + ¥y +O*%=0
cv:' 6":3: , @y = stad ,

qui expriment la condition nécessaire et suffisante pour la

déformation planaire des congruences L et L’ . Les condi-

tions (4.1), (4.2) peuvent &tre interprétées comme suit:

mmmgmmcmw
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surfaces (A4 ) gt (Ag), (A, ) gt (A}) , ge contact
étant du second ordre relativement aux courbes @y =0
iracées sur la gurface (A, ) et, en méme temps, relative-
pent_gux courbes @, = O gur lg supface (44 ) .

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que les
congruences L et L’ soient en méme temps en déformation
ponctuelle et planaire s expriment par les relations (2,5),
(2.6),(4.1),(4,2) et par 1°6galité des fonctions P et 6 .
Il en résulte que

les copgruenceg L gt L’ qui se trouvent sigultgnément
en déformation ponctuelle et en déformation planaire sont

1 i t équiv ntes.
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