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Commentationes Mathematicae Universitatis Carolinae
6, 2 (1965)

ZUR FRAGE DER HAUFIGKEITSVERTLILUNG DER WORTE I.
Milod MATULA, Praha.

Unter den funktionalen Beziehungen, die in der quantita~
tiven Linguistik untersucht werden, spielen die Gesetsmissig~
keiten, die sich auf die Haufigkeitsverteilung der Worte be-
ziehen, eine wichtige Rolle. Zur Beschreibung dieser Vertei-
lung werden verschiedene Formeln vorgeschlagen, z.B. die
Zipfsche F?rmel

P maE o
bzw. die Mandelbrotsche Formel

1
(mx + n)®

(wobei © > 1 vorausgesetzt wird), wo p = p(x) die Wahr—
scheinlichkeit des Vorkommens des x-ten Wortes ist (wenn aie
Worte nach sinkender Wahrscheinlichkeit geordnet werden). In
den eben angefthrten Formeln wird p durch einen sehr ein-
fachen analytischen Ausdruck dargestellt, allerdings ergibt
sich eine befriedigende Ubereinstimmung mit empirischen Er-
gebnissen mur in Teilintervallen von einer ziemlich begrenz-
ten Lange.

In diesem Artikel (und in seiner Fortsetzung) werden wir
uns mit bestimmten allgemeineren Ausdricken befassen, die als
Spezialfalle auch Formeln enthalten, die den Haufigkeitsver-
lauf verhaltnismaesig gut charakterisieren; andererseits ent-
halten sie als Spezialfdlle einige aus der Literatur bekannte
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Formeln. -

Das Verlangen, zu einer mathematiach moglichst einfachen
Gesetzmissigkeit zu gelangen, fihrt dazu, dass man bei diesen
Betrachtungen p(x) theoretisch als eine Funktion stetigen
Argumente zulésst (oder gar voraussetzt); wir werden auch die
Existenz ihrer Ableitungen (insoweit gie gebrsucht werden)
voraussetzen. Sonst wird naturlich O < p = pp< 1 (so dase
log p existiert und es gilt logp < 0 ) und = p(i) =1
vorausgesetzt . Schliegslich muse {p(i)} eine nichtwachsen-
de Folge sein; wir machen die etwas starkere Voraussetzung
p’ix)<o0.

Es ist bekannt, dass haufigere Worte im Durchschnitt kur-
zer sind. Wenn man eine kunstliche Sprache voreuaui?zt, f£ar
die die Wortlange @ eine monotone (nichtwachsende) Funktion
der Haufigkeit p ( d.h. eine nichtfallende Funktion des Ran-
ge8 x ) ist und dabei alle "Buchataben" - Kombinationen zur

S
Wortbildung susgenutzt werden, damnn ist % k' die Anzanl

der Worte mit einer Ldnge = @ (wo k die Anzahl von ver-
schiedenen "Buchstaben® bedeutet); daraus folgt, dass man den
Verlauf von 8(x) - in einem leicht zu erklarenden Sinne durch
eine Formel 8(x) = a log (bx + ¢) darstellen kann (bei ge-
eigneten Konstanten a, b, ¢ ). (Statt der Ausnutzung aller

*Buchstaben"~Kombinationen konnte men offenbar annehmen, dass
g.B. nur alle Kombinationen benutzt werden, die durch regel-
missiges Wechseln der "Konsonanten" und "Vokale" entstehen.)
Wenn wir dabei voraussetzen, dass die Haufigkeitaverteilung

der Worte in dieser kunetlichen Sprache der Mandelbrotachen

Formel genugt, dann gilt fur genigend grosse x (wo man die

Koeffizienten n, ¢ vernachlassigen kann) a(x) = a log bx ,
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logplx)= - © log mx , 80 dass & linear von log p abhingt.
In einer natirlichen Sprache sind die Verhaltnisse natir-

lich nicht so einfach. Fiihren wir aber eine Funktion q(x)

als die durchschnittliche Lange der Worte, deren Rang sich

verhaltnismisaig wenig von x unterscheidet, ein, und betrach=

ten wir die Ableitung %ﬁ- + Hier ist dx, grob gesagt, der

Zuwachs der Anzahl der verachiedenen Worte, wenn die "lokale”

durchechnittliche Wortldnge um dq wachst, also iset -ﬂlg— ’

grob gesagt, ungefahr proportional der Anzahl W der neu

hinzukommenden verschiedenen Worte. Nach vorlaufigen empirisch-
en Untersuchungen scheint es, dass die Formel q = a logllog pi+
+b(a>0, b konstant) verhﬁltninmﬁse%g gut mit der Wirklich=-

keit Ubereinstimmt. Dann ist q° = a —B— , go dass
p log p

SR IRD ger pbleitung :x proportional ist. (Man beachte
P qQ

auch die informationstheoretische Bedeutung des Ausdruckes
- p log p .) Mit Ricksicht darauf (und auch auf die rein analy-
tische Wichtigkeit des Ausdrucks —R- fir die Beschreibung

P
des Verlaufs von p ) werden wir uns zunachst mit dem Ausdruck
SDUOZD. poy, mit dem Ausdruck —B~  befassen.
P D
Bezeichnen wir
g = B
p
w8 gllt ¢ =1—-‘QI,L;'. _p_‘:_.; —£-(1 -, also
p - P P

log lp'laf—]'—"-2 dp . Ls ist zweckndesig, die Funktion ¢
p

als Tunktion von q oder als Funktion von log p zu betrach=~

ten. Schreiben wir
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1-¢ =2 (logp) .

Es sei nun P eine Zahl mit O0<p; <1, und £(log p)
eine Funktion. Sei M die Menge der Zahlen 7 * > o,
r*< p; mit der sigenschaft, dass f els Punktion von p
in (7% p) > otetig ist. Sei M & 0. Sei 2 = min 4 *

T"«M
(80 dags £ eine stetige Funktion von p in (p, Py > ist).
Bezeichnen wir mit F(z) eine Stammfunktion zu f£(z) (d.h.
F'(z) = £(2) ).

Setzen wir voraus, dass es eine Funktion p(x) gibt, die
tir x <1, d),w 1< Jd & oco, definiert ist, mit de:
folgenden Eigenschaften: p(l) = Py pix) » 9y fir x> d&
in <1, J° ) existiert stetige zweite Ableitung p"(x) ; in
<1, &) gilt p’(x) < 0; p(x) erfillt die Gleichung

--2“7 2B £ (log p) .

(1) P D
Damn iet log Ip’l=F(log p) + C ( ¢ konstant), also
(2) p° = - kef (108 P) (k >0 Xkonstant),

(3) X o - b oFllogp)
ap k

und schliesslich
]
(4) x(p) = L / o~F(10g p) dp+1 .
k 3
Wenn umgekehrt x(p) durch (4) definiert ist und wenn
.Y

O nde 11a f o T(108 P) 4 o) gotst 1< S g@ um

kp>7 >

es g1t (3); =x(p) ist eine fallende Funktion in ( 77, P1 7
und fir die inverse Punktion p(x) gilt (2), also
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ar(log p) p° 1
p" =~ l:el"(""c'8 pp 2P 2. p'z £(log p) —— , so dass
d log p p P

(1) erfullt ist.
Auf die Funktion £ setellen wir noch die folgende Forde-

rung:

oo
(A)Sei d=o00 , _:Z, p(i) <00 , ¢ > p, konstant.
Die Funktion £* =f[log (c p)] ist stetigfliir 4 9" < p =
= % py i es gilt I*= 00 , wo J* eine analogische

=

* 1
Bedeutung hinsichtlich £, g—r ’ rAR %1 hat wie O
hinsichtlich f , 2~ , p;

Wir werden sagen, dass das Paar < f, » > den Typ (A)
besitzt oder dass es einem endlichen Worterbuch entspricht,
wenn J < oo ; dass < £, ¥ > den Typ (B) besitzt oder
einem unendlichen Worterbuch entepricht, wenn 0~ = c© und:
wenn dabei i% p(i) konvergiert; dass < £, > den
Typ (C) besitzt oder einem erzwungen endlichen Worterbuch ent-
spricht, wenn d = oo und dabei 1‘% p({i) = c0o , Wir
sagen dann auch, dess die betreffenden Funktionen p vom Typ
(A) bzw. (B) bzw., (C) eind usw.

Wenn < f, y > vom Typ (B) ist und wenn fir p(x) die
Beziehung ig p(i) = ¢ gilt (so dass c¢ > pl) , setzen
wir  p* (x) == p(x) ; die Funktion p* erfillt demn
auch noch die Forderung i:zz pF(u) =1,

Die anschauliche Bedeutung ist klar: im Falle des Types (A)
bewegt sich der Rang x in endlichen Grenzen, so dass wir ein
"endliches Worterbuch” voraussetzen (wobei die Wahrscheinlich-
keit p 1in einer entsprechenden Formel durch eine positive
untere Grenze beschrankt werden kann, oder es kann auch O theo-
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retisch die untere Grenze fir p sein); im Falle des Types
(B) setzen wir ein theoretisch "unendliches Worterbuch" vo-
raus (wobei man, wenn wir eine Anderung der Zahl Py zulae-
sen, durch Multiplizieren von p mit einer geeigneten Kon-
stante auch die Forderung S p(i) = 1 erfullen kann); im
Falle des Types (C) wird p durch die Formel fiir béliebig
grosse x definiert, aber die Endlichkeit des Worterbuches
wird durch die Divergenz der Reihe S p(i) erzwungen.

Im allgemeinen kann man grosste Chanzen fur das Finden
einer mit empirischen Ergebnissen gut libereinstimmenden For-
mel unter den Fallen vom Typ (A) erwasrten, kleinste Chanzen
unter den Fallen vom Typ (C).

In waiteren werden wir uns mit dem einfachen Falle

az + b

£(z) =
- ez + d

p 4
befasgen, also mit dem Falle, wo ( — )  entweder linear
P

von log p ‘abhangt oder konstant bleibt, bzw. fir kleine p
: 1
fast konstant (mit einer Differenz von der Form =—————————
¢y log p *+ e

bleibt. Diese Formel enthdlt als Spezialfalle such einige
gelaufig zitierte Formeln.

Im Falle ¢ # O werden wir voraussetzen, dass gleichzei-

a be = ad
tig bc - ad+ O ; wir setzen damn o = = — , 8 2 ——ap—
c ¢

Im Falle ¢ = 0 (und natirlich d = O ) setzen wir

1 a b
Ag--- N B‘——- .
2 d d
: a _d
Wemn c 0, ;— > 0, bezeichnen wir  =e ¢ (s0

dass c log y +da=0) .
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Es gilt:
I. Sei ¢ % 0O, ¢ > 0.Dannist <f, ) vomTyp (A)e

II., Sei c=00

Wenn A >0 oder wemn A =0,B < 1, dann ist < £, 0 > vom
Wern A =0, 1£B< 2, dannist < £, 0 > vom Typ (B).
Wenn A =0, B 2 2 ,4er wenn A< 0, dann ist < £, O > vom
Typ(C). N
III. Sei c% 0.

Wenn o0 > -1 oder wenpn =-1, fB< -1, dann ist < f, 0>
vom Typ (A).

Wern € = =1, B 2 -1 oderwnn -2 <o < -1 oder
wenn & = =2, A< -1, dann ist (£, O > vom Typ (B).
Wemh £ = =2, A 2 -1 oder wemn o« < -2 , dann iat

<f, 0> vom Typ (C),

Beweis. 1) Sei ¢ =0 ,s0dass £ =24z +B (algo g =
= (1 - B) - 2 A log p) ,Dann ist F(z) = Az° + Bz +C (C kon-

stant), so dass
log (= p°) =A1032p+Blogp+C ,
9z oL ,-Algp-Bigp (x>0,
dp k
1 1
—_— f e~ AL PBIEP 45 41,
ko
Dabei durchlauft p das Intervall (0, P>
Aus den bekannten Satzen uber die Konvergenz uneigentlicher
Integrale folgt, dass ’E’igx x(p) < a0 gensu dann, wenn A =
=0, B<1l oder A>0.,.ImnFalle A=0,B=1 ist p =

= =-kx -2
me (m > 0 xonetant), so dass ; p{i) < 0 ; im Falle
m a0

A=0,B>1 ist ptm , 80 dass <:.' p(1) < oo



genau dann, wenn B < 2 ; im Falle A< O gilt, wie man eich
leicht Uberzeugt, :Z p(i) =0 ,

2) Sei ¢ #* 0, g0da88 F(z) = = otz - B logloz +dl+
+C, d.h,

log (= p“) == xx 1ogp~- Bloglclogp+adj+C,
—k.g—l-— ‘lclogp*dlﬁ

dp
1 &
x*:— fp"lclogp*dl” dp+1 .
P

Aus den Satzen liber die Konvergensz uneigentlicher Integrale
folgt nun, dass pl_'h% x (p) < c0 genau dann, wenn o > =1
oder € ==-]1, A< ~1.UnimFalle o = o0 (d.h,
< =1 oder o m-1 y /3 & =1) Uber die Konvergensz
von i p(1) , d.h. zwigchen den Typen (B) und (C), zu ent-
scheiden, genugt es (da p e:lne fallende F\mktion ist), die

ax
Konvergens des Integrals / pix) ax = / p—dp =
1 % 1
= ol ./ Y lclogp+al? ap =z unternuchen, es konver-
(]

giert damn und nur dann, wean oK > =2 oder « ==-2,
ﬂ < = 1 e
3) Es bleibt noch {ibrig, festzustellen, dase unsere Funktio-
nen £ Aie Bedingung (A ) erfillen. Es sei zuerst ¢ + O . Es
a loglmp) + b alogp*(b+alogn)
“1st £ [log (mp)) = .
clog(np)+d clogp+* (da+clogm

Beseiohnen wir f [log (mp)] = £* (log p) , b+ a logm = b* ,

*
d+clogm=a*, c=a",e=c*,e‘? = ¥, 8o ist

b* o®- af a* = bc ~ ad, 7= &- ¥ o+ Fir £* gelten also

alle angefihrten Konvergenzkriterien. Der Fall ¢ = 0 ist tri-
vial, da der Typ (B) nach dem obigen nur bei a = 0 in Frage

konmt.
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Beispiele:
l, Sei ¢c=a=20,B>1. Schreiben wir B~-1 =k , so
erhalten wir .
@ =~k (x > 0)

und schliesslich 1

(5) p= (>0, m+n>0).
(o + ) ¥

Das 8ind die Mandelbrotschen Formeln, speziell im Falle k =
= 1 die Zipfsche Formel, Fir k < 1 ist die Formel vom Typ
(B), fir k21 vom Typ (C).

2, Sei c=a=0,B=1, so dass

# =0,

Dann erhalten wir die Formel

(6) p = g~mxtT) (m>0,m+n>0),
die freilich den Typ (B) besitzt. b

3. Sei ¢+« 0,a=0,a=¢c,k=*=— > «1, Dann
a

az + b k
iet f£(z) = 2] «— , d.h.
az 2
x
= N L]
log p

Da in unserem Falle o« = =1, B =k ist, erhalten wir p’ =
= - a*p|log pi~k , d.h.

(7) 22— jiogpl*=~a* *> 0),
P

1 :
also -——lllospl“‘ =2« (a*x+0%), so dess
X+

|lo¢pl=(u+n)‘1*'! ,

d.h. i";
3

- )
(8) p=e il (>0, m¢n >0) .,

Es geht freilich wieder um den Typ (B).
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b
4., Es sel wieder ¢+ 0 ,d=0,a=c, aber k = = — =

a
= -1 , 80 dass
1l

log p
In diesem Falle fuhrt (7) zu

log | log pl = m* x + n¥* |

d.h. e
(9) p=e* (m¥ > 0)

(praktisch keann man auch hier m* + n* > O voraussetzen, da
man auf Grund von empirischen Daten ruhig p(l) < e"'1 voraus-
setzen kann). Es handelt sich offenbar wieder um den Typ (B).
5. Sei ¢=0,A > 0 = go dass man den Typ (A) erhalt -,
d.h.
¥ ==-2Alogp+C

(wo C=1~B), Damn 1st

X ek Al Blgp (k >0) .

dp
Man findet leicht, dass wir hier den als sog. lognormalle Hau-
figkeit"erteilung’bekannten Fall haben (wo die kumulative
Haufigkeit Verteilungefunktion einer normalen Verteilung mit
der Veranderlichen 1log(np), n > O , ist). Diese lognormalle

Verteilung kann man namlich im wesentlichen durch eine Formel
5 * N -t

f plx) ax = fMO‘ n- dy darstellen, wo N > O,

X -0

N = log (op), § = 1lim x(p) . Schreiben wir diese Beziehung
Py =
-a)r p’
in der Form / p(x) ax = / ue-N“"C’P"‘“"“ a _;_ dx ,
*

erhalten wir durch Differenszieren

ax ~Nlogt p - Rlo
3 eke Tt P TP

- dp - 222 -




wo k>0, R=22[N(logn=-Q) +1] .

Die Betrachtungen werden manchmal durﬁheichtiger, wenn man
-plogp

P
angtatt des Ausdrucks -—; den Ausdruck — =

P P’
-plogp ., "
untersucht. Es ist y = ( ————— )" =
- p"2(1 + log p) + pp” log p :
= = 2~ (1+ ¢ logp) , also
P

g==-1=-y = @ logp . Es ist dann:

g=-klogp (k>0) ¢fir die Funktionen (5), )

g=0 fUr die Funktionen (6),

g=k (k > =1) fir die Funktionen (8),

g==-1 fur die Funktionen (9),

g=-=-2A 1032 p+Clogp (A>0) fir die Funktionen.im
Beigpiel 5 .

In diesem ersten Teile des Artikels werden wir uns etwas
ausfuhrlicher mit der Formel (8) befassen, die empirisch befrie-
digendere Ergebnisse als die Mandelbrotsche Formel liefert, wo=
bel sie mit ihr den gemeinsamenm Vorteil einer analytisch einfa-
chen expliziten Darstellung vom p(x) besitzt.

Bemerken wir, dass zur Formel (8) auch die folgende Betrach-
tung fGhrt. Die MandelbrotschenFunktionen sind durch die Bezie-
hung ¢ = = k charakterisiert; die Erfahrung zeigt, dass diese

Formeln (bei einer geeigneten Wahl des Exponenten T , der aber

nicht Uberall > 1 sgein muss) den HAufigkeitsverlauf gewisser-
massen befriedigend nur in ziemlich beschrankten Intervallen cha-
rakterioie{en und dass maen mit wachsendem x immer grossere Ex-
ponente -—k— braucht. Eine einfache Moglichkeit besteht nun

darin, die Bedingung & = - k durch die Bedingung ¢ =
k#

zu ergetzen. E6 mss allerdings gesagt werden, dass
I1log pl
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Tur sehr grosse Werte von x auch die Formel (8) immer noch
ein noch zu langsames Sinken von p liefert (was auch damit
zugammenhangt, dass sie vom Typ (B) ist); in einer Fortsetzung
dieges Artikels werden wir (8) durch eine Formel vom Typ (A)
ersetzen, die als eine verhaltnismaseig befriedigende Losung
der Frage der Haufigkeitsverteilung der Worte betrachtet wer-
den kann.

Von den Haufigkeit@statistiken, an den ich die Formel (8)
verifizierte, mochte ich hier diejenigen zitieren, wo ich das
vollstandigste Material zur Verfugung hatte:

1) Die unter Leitung von J. Jelinek, J.V. Belka und M.
T&3itelovd bearbeitete Statistik der Worte als lexikaler Ein;
heiten, aus Texten mit Gesamtumfang von uber 1 600 000 Worten.
Vercffentlicht in der Arbeit [1] .

Die Statistiken 2) und 3), die ich weiter zitiere, wurden
zu stenographischen Zwecken bearbeitet, wie denn uberhaupt die
Haufigkeitsuntersuchungen ihre &lteste Tradition und auch die
vielseitigste Anwendung bisher auf dem stenographischen Gebie-
te besitzen. Die in diesen Statistiken verwendeten Begriffe des
Wortes usw, sind freilich den stenographischen Zwecken ange-
passt (dag Material wird sogzusagen nicht vom Standpunkt des
Worterbuches der Sprache, sondern mehr vom Standpunkt des Wor-
terbuches stenographischer Kurzungen bearbeitet). Der Begriff
des Wortes wird dabei nmum wenig modifiziert, jedoch deckt sich
s.B., der fﬁr stenographische Zwecke verwendete Begriff des
Wortstammes nur zum fail mit dem in der Sprachwissenschaft
iblichen; vom Standpunkt der Untersuchung der quantitativen Ge-
setzmigsigkeiten des Haufigkeitsverlaufs spielen aber diese Un-
terschiede keine wesentliche Rolle.

2) Die unter Leitung von F.W. Kaeding bearbeitete Statistik
- 224 -



der einzelnen Wortformen (und mancher anderer sprachlichen
Erscheinungen) in der deutaschen Sprache, aus Text?n mit Ge=-
samtumfang von fast 11 Millionen Worten. Veroffentlicht in
der Arbeit (2],

3) Die im Staatlichen stmographischen Institut in Prag,
(in Zusammenarbeit mit der Mathematisch-physikalischen Fa-
kultat der KU) bearbeitete Statistik aus Texten mit Gesamt=-
unfang von 120 000 Worten, geteilt in zwei thematische Grup-
pen A und B zu je 60 000 Worten; es wurde vor allem bearbei-
tet:

3,1) die Statistik der Worte als lexikaler Linheiten
(Teil A von K. MatouSek und M. Matula, Teil B von J. &4p und
J. Petrések);

3,2) die Statistik der einzelnen Wortformen (Teil A von
K. MatouSek und M. Matula, Teil B von J. Jép und J. Petré-
sek);

3,3) die Statistik der Wortgruppen, vor allem zweiglied-
riger Gruppen von Worten als lexikaler kinheiten (nur im Teil
A, von K. MatouSek und M. Matula);

3,4) die Statistik der Wortstamme (einschlieasslich Vor-
silben) (Teil A und B , von M. Matula).

Die Lrgebnisse von 3,1), 3,2) wurden veroffentlicht in
der Arbeit [3 a] , die irgebnisse von 3,4) in der Arbeit {3 bJl.
Andere Angaben fur 3) habe ich aug meinen handschriftlichen
Materialen geschopft. Alle in diesem Artikel enthaltenen Anga-
ben fur 3) beziehen sich nur auf den Teil A .

Die Konfrontation der Formeln mit empirischem Material
werde ich hier an zwei Beispielen - der Statistiken 1) unq
3,2) = illustrieren.

Ls sei r > O . Vorausgesetzt, dass die Formel (5) rich=-
- 225 =



tig ist, muss das Verhaltnis
pirx)

plx)
f£Ur nicht zu kleine x , wo man die Konstante n nicht mehr
zu berucksichtigen braucht, konstant sein; demgegeniber muss
das Verhaltnis
log p (rx)

log p(x)
konstant sein, wenn die Formel (8) gilt. Diese Tatsache er-
moglicht eine bequeme Verifikation beider Formeln.

Ich mochte hier zuerst eine Tafel anfiihren, die sich auf
die Haufigkeit der Worte als lexikaler Einheiten bezieht, und
zwar auf Grund der Statistik von Jelinek-Belka-T&3itelovd; es
warde r = 2 gewahlt und die Zahlen p in der Tafel werden
natirlich relative Haufigkeiten in der Statistik bedeuten. Um
wenigstens die grobsten Falle von zufalligen Schwankungen der
Haufigkeit zu beschranken, habe ich die Werte von p(x) durch
die Durchschnitte px - D)+ z(X) teplx v D) fir x & 200

p(x =2) + p(x = 1) + p(x) + p(x + 1) +p (x + 2)
5
fir 200 <« x < 1600 ersetzt. Fir x & 1600 , wo in der

Statistik immer schon mehrere Worte mit derselben Haufigkeit

und durch

vorkommen, habe ich statt p{(x) die folgendermassen berechne-
ten Werte genommen: wenn £(x) die absolute Haufigkeit des

x ~ten Wortes in der Statistik bedeutet und wemn f£(x) kon-
stant bleibt fir x; < x £ X, , habe ich anstatt f(x) d;n

durch lineare Interpolation zWischew den Werten f(x)) = —— ,
2
1l 1 1l
£(x,) + 5= im Intervall <{x = 3 ' % * 5 > erhaltenen
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Wert genommen. Die Tafel lautet:

x log p{2x):log p(x) p(x):p(2x)
10 1,082 1,492
25 : 1,127 2,010
50 1,108 1,946
75 ° 1,120 2,193
100 1,110 2,120.
125 1,102 2,059
150 1,087 1,892
175 1,082 1,849
200 1,077 1,790
225 1,080 1,844
250 1,077 1,822
300 1,075 1,816
350 1,075 1,835
400 1,077 1,886
450 1,076 1,876
500 1,075 1,873
600 1,077 1,936
700 1,076 1,928
800 1,075 1,931
900 1,076 1,971
1000 1,079 2,033
1200 1,078 2,060
1400 1,080 2,116
1600 1,082 2,179
1800 1,082 2,207
2000 1,082 2,214
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2400 - 1,082 2,263

2800 1,083 2,320
3200 1,082 2,308
3600 1,082 2,340
4000 1,082 2,376
4800 1,084 2,464

Zweitens mochte ich eine Tafel anfiihren, die eich auf
die Haufigkeit der einzelnen Wortformen bdiieht, auf Grund der
Statistik von MatouSek und Matula. E8 wurde wieder r = 2 ge-
wahlt und die Zahlen p(x) wurden wieder durch ahnlich modi-
figierte Zahlen ersetzt (die oben beschriebene lineare Inter-
polation wurde hier aber - in Hinsicht auf den kleineren Um-
fang der Statistik - fir x 2 300 angewandt). Die Tafel
lautet:

x log p(2x):log p(x) p(x):p(2x)

10 1,139 2,007
25 1,068 1,489
50 1,073 1,583
75 ' 1,097 1,882

100 1,099 1,947

125 1,090 1,868

150 1,082 1,800

175 1,084 1,843

200 1,081 1,828

225 ' 1,079 1,816

250 1,080 1,836

300 1,076 1,800

350 1,075 1,813
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400 1,076 1,846

450 1,077 1,863

500 1,077 1,883

600 1,078 1,926

700 1,077 1,924

800 1,077 1,939

900 1,076 1,947
1000 1,077 1,968
1200 1,078 2,025
1400 1,076 2,003
1600 1,077 2,053

Da ich hier die empirischen Zahlen nur zu einer informa-
tiven Orientierung anfihre, habe ich mich hier nur auf einen
anschaulichen Vergleich empirischer Werte.in den obigen Ta=
feln beschrankt. Das genigt , um einzusehen, dass die Formel
(8) befriedigende irgebnisse in einem wesentlich breiteren
Intervall liefert.

Man kann naturlich nicht erwarten, dass eine Formel mit
eigentlich nur einem wesentlichen Parameter, wie es die For-
mel (8) oder (5) ist (mit dem wesentlichen Parameter Xk ),den
Haufigkeitsverlauf in den konkreten Statistiken in allen Ein-
zelheiten treu wiedergibt. Namentlich aber kann man bei kei-
ner Formel eine zu gute allgemeine Ubereinstimmung mit empi-
rischen Daten erwarten fir die kleinsten Werte von x , d.h.
fir grosste Haufigkeiten, da die empiriachen Zahlen fur die
grossten Haufigkeiten stark von der Struktur der Sprache ab-
hangen (vor allem kommen hier die mit den sogenannten forma=-

len Worten zusammenhangenden Unregelmassigkeiten in Betracht)
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und naturlich auch verschiedene zufallige Momente aufweiseni

Ich mochte noch einiges uber den Wert des ixponenten ——
k+1

bemerken, wenn man versucht, den Haufigkeitaverlauf einiger
sprachlichen Einheiten - wie der Wortformen, der Worte als le-
xikaler Linheiten, der Wortgruppen, der Wortstamme u.a. -

dureh unsere Formel darzustellen. Das ist allerdings immer nur
in einem (praktisch verhaltnismassig breiten) Intervall moglich;
im Gebiete der "mittelgrossen" Haufigkeiten kann man folgende
ungefahre Zahlen anfihren :

1
Statistik Einheiten
k+1
3,3) zweigliedrige Wortgruppen
(der Worte als lexikaler 0,08
Einheiten)
3,2) einzelne Wortformen 0,11
3,1) Worte als lexikale
0,14
Einheiten .
3,4) Wortstamme tiber 0,20
1) _ Worte als lexikale .
uber 0,11
Einheiten

Es scheint, dass der Wert des Lxponenten vor allem von der
durchschnittlichen Laénge der verwendeten Linheiten abhangt;
diese Vermutung wird auch in einer Fortsetzung dieses Artikels
bestatigt. Man kann diesen Wert auch mit dem Umfang des bearbei-
teten Materials, mit dem Reichtum des in ihm enthaltenen Worter-
buches und mit dem Grad der Zerlegung des Textes auf verschie-
dene Einheiten in Zusammenhang bringen. Was den letzteren Um-
stand betrifft, so bedenke man, dass man einen Wortstamm in
einem gewissen Sinne als die Menge der Worte auffassen kann,

die den Stamm enthalten, dass man ein Wort A (im Sinne einer
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lexikalen Einheit) als die Menge seiner einzelnen Wortformen
A1 auffaseen kann, und dass die Anzahl zweigliedriéer Wort-
gruppen <A, X > und <X, A >, die das Wort A (im Sinne
einer lexikalen Einheit) enthalten, offenbar im allgemeinen
grosser ist als die Anzahl sgeiner einzelnen Wortformen A1 o
In einem (praktisch ziemlich breiten) Intervall, wo die
Formel (8) empirisch befriedigende Lrgebnisse liefert, kann
man wahrecheinlich eine verhdltnismdssig befriedigende Appro-
ximation dealﬂﬁufigkeitsverlaufs durch Mandelbrotseche Funk-

tionen in der Nahe von den x erwarten, fur
(mx + n) #
k k
die¢ =@ =— , d.he o = gilt. Andererseits

log p flog p!

ist es ersichtlich, dass men grossere, bzw. kleinere Werte
fur den iLxponenten —;,- bei den Statigtiken erwarten kann,
1l
k+1

denen grossere, bzw. kleinere Werte des Exponenten

entgprechen.

Im weiteren erwahnen wir noch einige einfache Ligenschaf-
ten der Funktionen (8) (bzw. verwandte Ligenschaften anderer
Funktionen). In den Formulationen dieser rigenschaften werden
wir die Funktionen p(x) als zulassig bezeihnen, die fiir
l£ x < o0 definiert sind und stetige zweite Ableitung be~-
l:.’tzen und fir die 0<p<1l, pi(x) < 0, .‘Zl_.’ix;p(x) =0,
% p({1) < o0 gilt (so dass es sich um den Typ (B) mit ¥ =

= 0 handelt).
Es sei h = h(x) = - p log p (wo das Symbol log stets
*
den naturlichen Logarithmus bedeutet), H = H{x) = §_‘ h,

xMe

*x
P = P(x) = %: p ; es sei weiter H* = H* (x) =2 h,

o0
P*=2p*(x) = > p, h*ah*(x) = - P*¥1log P*.
= - 231 -




s ist ersichtlich, dass man, grob gesagt, die Summen 2;_'

(bei den Forderungen auf Genauigkeit, die fur die quantitative

Linguietik noch einen pfaktinehen Sinn haben) fir nicht zu klei-
o0

ne x durch Integrale f approximieren kann; ich mochte den
x

Unfang des Artikels nicht durch eine genauere Prazisierung sol-
cher Umsténde belasten.

1) Die Funktionen (5),(6) werden unter den zulassigen

Funktionen durch die Ligenschaft charakterisiert, dass ( 2))

. p
konstant ist,

2) Die Funktionen (8),(9) werden durch die Ligenschaft

charakterisiert, dass ( h') konstant ist.
P

Das haben wir schon oben gesehen.

3) Die Funktionen (5) (bei k< 1 ) und (6) besitzen die
rigenachaft

(10) qQH* - n*acp* ,

wo ¢ konstant ist und q = 1 fir Funktionen (6), q=1 -k
fir Funktionen (5) gilt.

v PP
ke gilt namlich offenbar @ =1+ @ =2 = —— , Hier-
pz ‘ p? X
aus folgt ( —,) = qp und daher —; = q p+A (A kon-
P P 1
stant). Fur die F\kationen (6) und die Funktionen (5) (bei
o
¥k < 1) gilt 2 — 0 fir x — o0 und daher A--q/ p.
P 1
Be gilt alsgo q R-=

-/5- . Durch Integration erhalten wir
P
P

4 x
qQ log p = log f p + B (B konstant) . Hieraus folgt
*

o
9plogp-plog [ p-p=(B-1p;da -pleg / p-~
L4 » o d *
“-p=( f p . log f p ) , erhalten wir durch Integration
r 3
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d g P paa-m S
- . lo + e 1l = - B + D
q}/ p log p ,:/ P oz/ P ;/' p

(D konstant); es gilt offenbar D = 0 . Werm wir noch 1 - B =
= ¢ setzen, genugt es, von den Integralen zu den entsprechen-
den Summen zu ubergehen, um (10) zu erhalten.

E8 sel hier nur kurz bemerkt, dass man in der Praxias
B< 0, dohe ¢ >1 voraussetzen kann.

Man sieht leicht, dass umgekehrt die rigenschaft (10) (ge-
nauer gesagt, die fur Integrale geltende Eigenschaft) fur die
Funktionen (5) und (6) charakteristisch ist.

Man kann diese Ligenschaft (nur ziemlich annahernd) auch
folgendermassen interpretieren. s ldsst sich feststellen (was
hier nur bemerkt sei), dass die Gliltigkeit der Beziehung (10)
auch fir die kleinsten Werte von x praktisch nicht zu viel
gestort wird, so dass sich q é% h nicht viel von ¢ é; p=
= ¢ unterscheidet. Daher unteracheidet sich q H(x) + h* (x + 1)

nicht viel von ¢ P(x) , Fir die Punktionen (6), d.h. q =1 ,
kann man das ungefahr folgendermassen ausdriicken: wenn wir vom
ganzen Text nur die ersten x haufigsten Worte behalten und
den Rest durch ein "leeres Symbol" ersetzen, dann ist die Gesamt~-
information eines solchen “"unvollgtandigen Textes" dem Umfang
des "bekannten Teiles" des Textes annahernd proportional. Fir
Mandelbrotsche Funktionen konnte man die Ligenschaft auf eine
ahnliche Weise inferpretieren, wenn man annehnen wollte, dass
"dem leeren Symbol eine modifiziefte Information zugesprochen
wird, die msn aus der "normalen" durch Multiplizieren mit.einem
konstanten Faktor erhalt".

4) Die Zipfschen Funktionen besitzen die iigenschaft, dass
das Produkt (mx + n) p (bei geeigneten m, n ) konstant

bleibt., Fir die Funktionen (8),(9) gilt demgegeniber
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(11) H* - (k + 1) P*2 ((k + 1) x + q) p (q konstant).
Fur die Funktionen (8) kann man. diese Eigenschaft so formulieren,
dass das Brodukt (‘;nx + n) p (bei geeigneten m, n ) annahernd
gleich ist der Dif'f,erenz zwischen der Gesamtinformation und der
Gesamthaufigkeit fir die Menge der Worte, die hinter dem x~ten
Worte liegen; bei einer geeigneten Wahl der Informationseinheit
ist dann nAmlich offenbar

H¥=-P¥ 3 (x + 8) p (s konstant) .

Fir die Funktionen (9) ist Xk + 1 =
tation klar 1ist.

0, 8o dass eine Interpre-

Um (11) abzuleiten, gehen wir davon aus, dass nach der Li-
genschaft 2)

h p log p

Ipl p’

= (k+1) x+q (q konstant) ist, also

plogp=(k+l)xp +qp’ =((k+1)xp)'-(k+1)p+qp'

und daher f plogp+(k+l)/ p-qp=(k+ 1) xp+A
1
(A konstant). Fir x —» oo  ist p — O, so dass

4
A= / p log p + (k + l)f P . Nun genligt es zu bemerken,
1 K]
dass man die Integrale /’w als Approximationen der Summen

- H*, bzw. P* betrachten kann, um (11) zu erhalten.

Man sieht leicht, dass umgekehrt die Ligenschaft (11) (ge-
nauer gesagt, die fur Integrale geltende Ligenschaft) fur die
Funktionen (8),(9) charakteristisch ist.

h
Wir haben oben gesehen, dass der Bruch = ungefahr pro-

’

p
portional ist der Anzahl W der neuen verschiedenen Worte,

wenn die "lokale" durchschnittliche Wortlange q(x) um einen
konstanten Zuwachs dq wachst. Da man offenbar p als die

durchschnittliche relative Haufigkeit dieser neuen Worte be=~
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h
trachten kann, ist —=— p ungefahr proportional dem Zuwachs

.’

p
des Textumfanges. Diese Tatsache liefert eine Interpretation

fur die rechte Seite der Beziehung
. h
H¥ - (k + 1) P¥ a —_— D
Ipl
die gemass 2),4) fur die Funktionen (8),(9) gilt.
us sei noch dne Bemerkung angefuhrt, die manchmal nutzlich

pp" .
sein kann. Bezeichnen wir wieder logp =2 , —3— = £
P
Bezeichnen wir weiter
hhn
fh = —;—,5- .

Da h =« plog p , errechnet man leicht, dass
z z

* )
l+z 1+ 2)

(12) fh. =f .

und umgekehrt

(13) £=f£ . - .

Beispiele:
6. Die Funktionen (6) besitzen, wie man leicht verifiziert,
die higenschaft, dess fir 8 > O gilt

a9 4
p(x) = a ( § O '

wo a = -—L—7 « Daraug folgt trivial, dass die Eigen~
(1 = e™s) € ’ £le

schaft
hx) =a( $ ) ¥

-fmawn’

fur die Funktionen p gilt, fir die h= -=p logp = e
Fur diese Funktionen ist f, =1, s0 dass nach (13) diese

Funktionen die 2u
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r4

£ +z+1 1 1l
f:—-—z—————alﬁ——- - —
z- + 2 z z +1

gehorenden Losungen sind.
7. Das vorhergehende Beispiel fihrt zu der Frage, fur
welche p die Beziehung

£

4
nx) 5 q (£ 0%
. > .3
erfiillt wird; gensuer gesagt, die Beziehung h = q (Jf p*)
-

wo q, 8 positive Konstanten sind. Durch Differenziation er-

o ‘ -1 8
halt man =R=(1 + log p) | log pl° a -4-  (wir setzen
P s
voraua, dass 1 +.1og p < O ); hieraus folgt
1 s+1 1 s Q'

—— | log p | - = |logpl == x+e¢

s +1 8 8
( ¢ konstant) .

Man verifiziert leicht, dass solche Funktionen p die zu

22 - (8-1)z-(s=1) 8 -1 1
f = 5 =] - —
2+ z z z + 1

gehorenden Losungen sind. Nach (12) errechnet man

Z->($-l) s
=z ] - .
z +1 z +1
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