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Commentationee Mathematicae Univcrsitatia Carolinas 

6, 2 (1965) 

ZUR FRAGE DER HlüFI(3^ITSV.SlTLlLÜNG DßR WOKTE I* 

Miloft MlTULAf Fraha« 

Unter den funktionalen Beziehungen! die in der quantita­

tiven Linguistik untersucht werden, spielen die GesetsaSsaig-

keiten, die sich auf die Häufigkeitsverteilung der Worte be­

ziehen, eine wichtige Rolle« Zur Beschreibung dieser Tertei-

lung werden verschiedene Formeln vorgeschlagen, z«B« die 

Zlpfsche Formel 

F mx • n 

bzw. die Mandelbrotsche Formel 

(mx • n)*° 

(wobei p > 1 vorausgesetzt wird), wo p * p(x) die Wahr­

scheinlichkeit des Vorkommens des x-ten Wortes ist (wenn die 

Worte nach sinkender Wahrscheinlichkeit geordnet werden) • In 

den eben angeführten Formeln wird p durch einen sehr ein­

fachen analytischen Ausdruck dargestellt, allerdings ergibt 

sieh eine befriedigende Obereinstimmung mit empirischen Er­

gebnissen nur in Teilintervallen von einer ziemlich begrenz­

ten Lange« 

In diesem Artikel (und in seiner Fortsetzung) werden wir 

uns mit bestimmten allgemeineren Ausdrucken befassen, die als 

Spezialfalls auch Formeln enthalten, die den Häufigkeit aver­

lauf verh&tniaaassig gut charakterisieren; andererseits ent­

halten sie als Spezialfalls einige aus der Literatur bekannte 
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Formeln. 

Da« Verlangen, zu einer mathematisch möglichst einfachen 

Gesetzmässigkeit zu gelangen, fuhrt dazu, daes man bei dissen 

Betrachtungen p(x) theoretisch als eine Funktion stetigen 

Argumenta zulaast (oder gar voraussetzt); wir werden auch die 

.Existenz ihrer Ableitungen (insoweit sie gebraucht werden) 

voraussetzen« Sonst wird naturlich 0 < p # p^ < 1 (so das«: 

log p existiert und es gilt log p < 0 ) und 2L p(i) * 1 

vorausgesetzt • Schliesslich muss {p(i)J eine nichtwachsen­

de Folge sein; wir machen die etwas stärkere Voraussetzung 

p'(x) < 0 • 

.Es ist bekannt, dass häufigere Worte im Durchschnitt kur-

ZBT sind* Wenn man eine kunstliche Sprache voraussetzt, für 

die die Wortlange s eine monotone (nichtwachsende) Funktion 

der Häufigkeit p (d.h. eine nichtfallende Funktion des Ran­

ges x ) ist und dabei alle "Buchstaben" - Kombinationen zur 

— « - . - - — >.«., *.« u. i .* «. _-« 
der Worte mit einer Lange .tf s (wo k die Anzahl von ver­

schiedenen "Buchstaben" bedeutet); daraus folgt, dass man den 

Verlauf von s(x) in einem leicht zu erklärenden Sinne durch 

eine Formel s(x) s a log (bx + c) darstellen kann (bei ge­

eigneten Konstanten a, b, c ). (Statt der Ausnutzung aller 

"Buchstaben"-KombinatIonen konnte man offenbar annehmen, dass 

z.B. nur alle Kombinationen benutzt werden, die durch regel­

mässiges Wechseln der "Konsonanten" und "Vokale" entstehen.) 

Wenn wir dabei voraussetzen, dass die Häufigkeitsverteilung 

der Worte in dieser kunstliehen Sprache der Mandelbrotschen 

Formel genügt, dann gilt für genügend grosse x (wo man die 

Koeffizienten n, c vernachlässigen kann) s(x) - a log bx , 
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logpfc) m - jo log mx | so daee e linear von log p abhangt. 

In einer naturliehen Sprache eind die Verhaltniese natür­

lich nicht 80 einfach* Führen wir aber eine Funktion q(x) 

ale die durchschnittliche Lange der Worte, deren Hang eich 

verhältnismässig wenig von x unterscheidet! ein, und betrach­

ten wir die Ableitung ^ - . Hier iet dxf grob gesagt, der 

Zuwache der Anzahl der verschiedenen Worte, wenn die "lokale* 

durchschnittliche Wortlange um dq wachet, aleo iet jg- , 

grob geeagt, ungefähr proportional der Anzahl W der neu 

hinzukommenden verschiedenen Worte. Nach Vorlaufigen empiriech­

en Untersuchungen scheint es, dass die Formel q = a logIlog p| + 

+ b (a > 0 , b konstant) Verhältnismassig gut mit der Wirklich-
»• 

keit übereinstimmt. Dann ist q' » a — ^ , so dass 
P log p 

" g 7°^ ,p der Ableitung - proportional ist. (Man beachte 
p dq 

auch die informationstheoretische Bedeutung des Ausdruckes 

- p log p •) Mit Rücksicht darauf (und auch auf die rein analy­

tische Wichtigkeit des Ausdrucks -&-; für die Beschreibung 
P 

des Verlaufs von p ) werden wir uns zunächst mit dem Ausdruck 

P 19fl P f bzw. mit dem Ausdruck —^7 befassen. 
P P 

Bezeichnen wir 

<f - ( - * 7 ) ' • 
P 

£8 g i l t cf » 1 - -£?£ f JBl s - J M l - cp } f also 
p • p p 

log Ip'l* / * " ^ dp . Ka ist zweckmassig, die Funktion <p 
J P 

a ls Funktion vnn q oder a l s Funktion von log p zu betrach­

ten. Schreiben wir 
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1 - €f » f (log p) . 

Ee eei nun p^ eine Zahl mit 0 -£ p1 --: 1 , und f (log p) 

eine Funktion. Sei M die Menge der Zahlen 2T* £ 0 f 

gr*-c Pi ndt der Eigenschaft, daaa f als Funktion von p 

in C 3f*t Pi > stetig iat. Sei M + ß . Sei f • min *- * 

(so daaa f eine atetige Funktion von p in ( y , p.> ist), 

Bezeichnen wir mit F(z) eine Stainmfunktion zu f(z) (d.h. 

F'(z) * f (z) ). 

Setzen wir voraus, dasa es eine Funktion p(x) gibt, die 

für x c < 1, cT ) , wo 1 < d* & oo , definiert ist, mit dei 

folgenden Eigenschaften: p(l) * p^ ; p(x) -» *y für x —y <f 

in < 1, oT ) exiatiert atetige zweite Ableitung p"(x) ; in 

< 1, cT ) gilt p'(x) < 0 ; p(x) erfüllt die Gleichung 

(X) 7 * -*- f (log p) . 
P P 

Bann i s t log | p ' l * F ( l o g p) • C ( C konstant) , also 

(2) p ' » - k e P ( l o g p ) (k > 0 konstant) , 

(3) .JÜL-. m - J L e -F( log p) 
dp k 

und schliesslich 

5 
(4) x(p) « --• / •"*<--« P} dp • 1 . 

k r 
Wenn umgekehrt x(p) duroh U ) definiert ist und wenn 

<T * 1~ lim / e ~ ? ( 1 ° * p ) dp • 1 t so ist 1 < / | O P ™* 

es gilt (3); x(p) ist eine fallende Funktion in ( f i ?i> 

und für die inverse Funktion p(x) gilt (2), also 
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p. » - k.*<-°* P>
 d ? ( 1 ° g P> L , p'2 t ( l o g P) L , .0 da., 

d log p p p 

(1) erfüllt iet. 

Auf die Funktion f etellen wir noch die folgende Forde­

rung: 

ÖP 

( A ) Sei cT = oo t ,Z! p(i) < oo , c > p, konstant. 
* »*t --

Die Funktion f * =- f flog (c p) J ist stetig für £ ^T < p * 

« C pl ' ea gilt °^s °̂  ' wo ^^ eine analogische 

Bedeutung hinsichtlich f*, £ y , ~ p^ hat wie </* 
hinsichtlich f , 3^ , p^ . 

Wir werden aagen, dase dae Paar < f, gr > den Typ IAJ 

beeltzt oder dase ee einem endlichen Wörterbuch enteprlcht, 

wenn d* < 00 ; daea < f, gr > den Typ (B) beeitzt oder 

einem unendlichen Wörterbuch entepricht, wenn cT » 00 und 
00 

wenn dabei ,21 p(i) konvergiert; daee < f, y > den 
.1» 1 

Typ (C) beeitzt oder einem erzwungen endlichen Wörterbuch ent-

epricht, wenn d~ » 00 und dabei S p(i) * <*> 0 Wir 
.2.» i 

eagen dann auch, d«ee die betreffenden Funktionen p vom Typ 

(A) bzw. (B) bzw. (0) eind uew. 

Wenn < f, y > vom Typ (B) iet und wenn für p(x) die 
CO 

Beziehung X p( i ) Ä c g i l t (00 daee c >> p-̂ ) , eetzen 

wir p* (x) * - ~ p(x) ; die Funktion p * erfüllt dann 

auch noch die Forderung , 5 . p*(i) m 1 • 
x»i 

Die anechauliche Bedeutung iet klar: im Falle dee Typee (A) 

bewegt eich der Bang x in endlichen Grenzen, 00 daea wir ein 

"endllchee Wörterbuch" toraueeetzen (wobei die Wahrecheinlich-

keit p in einer enteprechenden Formel durch eine poeitite 

untere Grenze beechrankt werden kann, oder ee kann auch 0 theo-
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retiach die untere Grenze für p sein); im Falle de© Type« 

(B) setzen wir ein theoretisch "unendliches Wörterbuch" vo­

raus (wobei man, wenn wir eine .Änderung der Zahl p^ zulas­

sen, durch Multiplizieren von p mit einer geeigneten Kon­

stante auch die Forderung X p(i) Ä 1 erfüllen kann); im 

Falle des Types (C) wird p durch die Formel für beliebig 

grosse x definiert, aber die Endlichkeit des Wörterbuches 

wird durch die Divergenz der Reihe IL p(i) erzwungen. 

Im allgemeinen kann man gros et e Chanzen für das Finden 

einer mit empirischen Ergebnissen gut übereinstimmenden For­

mel unter den Fallen vom Typ (A) erwarten, kleinste Chanzen 

unter den Fallen vom Typ (C)« 

Im weiteren werden wir uns mit dem einfachen Falle 

az + b 
f(z) * 

— cz + d 
P * 

befassen, also mit dem Falle, wo ( -7 ) entweder linear 
P 

von log p abhangt oder konstant bleibt, bzw. für kleine D 
1 

fast konstant (mit einer Differenz von der Form 
Cj log p • c2 

bleibt« Diese Formel enthalt als Spezialfälle auch einige 

gelaufig zitierte Formeln* 

Im Falle c **- 0 werden wir voraussetzen, dass gleichzei-

a bc - ad 
tig bc - ad * 0 ; wir setzen dann cc » - — — , ß * *•• 

c c 

Im Falle c = 0 (und natürlich d 4» 0 ) setzen wir 

1 a b 
A » , B » . 

2 d d 
Wenn c + O , — > 0 , bezeichnen wir T a e T (so 

c 

dass 0 log "f • d « 0 ) • 
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Es g i l t : 
d 

I . Se i c * 0 , — > 0 # D a n n l s t < t$ r > v o m T^P ( A ) » 

I I . Se i c = 0 . 

Wenn A > 0 oder wenn A * 0 , B < 1 , dann i e t < f, 0 > vom 

Typ (A). 

Wenn A * 0 , l ^ B < 2 f dann i e t < f f 0 > vom Typ (B) . 

Wenn A * 0 f B $ 2 0 der wenn A < 0 f dann i e t < f f 0 > vom 

Typ (C) . 

I I I . Se i c * 0 . 

Wenn ot > - 1 oder wenn öC=-lf ß< - 1 , dann ist < f t 0 > 

vom Typ (A). 

Wenn ÖC = - 1 f /3 £ - 1 oder wenn - 2 < oc < - 1 oder 

wenn <* = - 2 t /} < - l f dann ist < f, 0 > vom Typ (B). 

Wenn *C * - 2 , /S«|-l oder wenn oc < - 2 f dann ist 

< f f 0 > vom Typ (C). 

Beweie. l) Sei c « 0 , eo dase f = 2 Az + B (aleo cf * 

* (1 - B) - 2 A log p) #Dann iet F(z) * Az
2 • Bz • C (C kon­

stant) f so das* 

log (- p') * A log2p • B log p + C f 

Ä- * - A- t~Alc&- Bk*P ( k > 0) , 
dp k 

1 * 
x * / e - A H > ^ i » dp • 1 . 

I 

Dabei durchlauft p dae Intervall (Ot p-̂  > • 

Aue den bekannten Sätzen über die Konvergenz uneigentlicher 

Integrale folgtt dase lim x(p) < oo genau dann, wenn A * 
p-*o 

s 0 f B < 1 oder A > 0 . Im F a l l e A » 0 , B » 1 i e t p » 
- co 

* m e ~ (m > 0 konetant ) , so dase 21 p ( l ) < oo ; im F a l l e 
m * «• 

A * 0 f B > 1 ist p * ' y t so daee Z. p ( i ) -c oo 
(x + n) VTd * 
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genau dann, wenn B < 2 ; im Falle A < 0 gilt, wie man alch 

leicht überzeugt, 21 p(i) » oo . 

2) Sei c 4* 0 , «o daea P(z) m - <*, % - ß log I os + d I + 

• C , d.h. 

log (- p') * - oo log p - ß log | c log p * d J «• C , 

-**- » - L P * l c log p + dl* 
dp k 

- T 
p* I c log p • d I * dp + 1 

Aus den Sätzen über die Konvergens uneigentlicher Integrale 

folgt nun, daas lim x (p) < oo genau dann, wenn ac > - 1 
p -• o 

oder * C * - i f /S < - 1 . Um im Falle cT» oo (d.h. 

<*C < - 1 oder ö t * - l , /3 5 - 1 ) über die Konvergens 

von 2L p(l) , d.h. zwischen den Typen (B) und (c), zu ent­

scheiden, genügt es (da p eine fallende Punktion ist), die 

Konvergens des Integrals / p(x) dx » / p dp * 

i • ; K \ K 4 p 

* — J x?** / c log p + dl dp zu untersuchen; es konver-
k o 

giert dann und nur dann, wenn oC > - 2 oder <JC * - 2 , 

fl < - 1 . 

3) JSs bleibt noch übrig, festzustellen, dass unsere Punktio­

nen f die Bedingung (A) erfüllen. Es sei zuerst c +• 0 . Es 
a lög(mp) + b a log p • (b • a log m) 

ist f Clog (mp)J » —- —- » . 

c log (mp) + d c log p • (d • c log m) 

Bezeichnen wir f [log (mp)J * t* (log p) , b • a log m a b* , 

d • c log m • d* f * - a* , c « c* , a~r * r* , so ist 

b* c*- a* d* » bc - ad, T*» J- y .Pur t* gelten also 

alle angeführten Konvergenskriterien. Per Fall c * 0 ist tri­

vial, da der Typ (B) nach dem obigen nur bei a = 0 in Präge 
kommt. 
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Beispiele: 

1. Sei e * a > 0 | B > l . Schreiben wir B - 1 • k f so 

erhalten wir 

9» » - k (k > 0) 

und schliesslich 
1 

(5) p * T - ( m > 0 f m • n > 0 ) . 

(mx • n) * 

Das sind die Mandelbrotsehen Formeln, speziell im Falle k * 
3 1 die Zipfsche Formel. Für k < 1 ist die Formel vom, Typ 

(B)f für k £ 1 tom Typ (C). 

2. Sei c = a = 0 , B = l , s o dass 

9» » 0 . 

Dann erhalten wir die Formel 

(6) p » #-A"****> (m > 0f m • n > 0 ) , 

die f r e i l i e h den Typ (B) bes i tz t . 
b 

3. Sei c f 0 , d » 0 , a a c , k « - > - 1 . Dann 
a 

, % az • b .k 
i s t f ( z ) » « 1 - , d.h. 

az z 
k 

Cf * . 

log p 

Da in unserem Falle tu « - 1 , fi * k i s t , erhalten wir p ' • 

» - a* p I log pl 1 d.h. 
(7) -J^- i log p I* • - m* (m* > 0 ) f 

P 
also J log pl*** « - (m* x • n* ) f so dass 

k • 1 
I log p I « (mx • n) Äi t 

(8) p • e (m > 0f m • n > 0 ) • 

£s geht freilich wieder um den Typ (B). 

- 221 -~ 



b 
4. Es sei wieder c - f r O j d - s O j a ^ c , aber k * - — s 

a 
- 1 , so das« 

1 
9 

log p 

In diesem Falle fuhrt (?) zu 

log I log p| » a * x + n* , 

(9) p = e~
€ (m* > 0) 

(praktisch kann man auch hier m* • n* > 0 voraussetzen, da 

man auf Grund von empirischen Daten ruhig p(l) < e voraus­

setzen kann). Es handelt sich offenbar wieder um den Typ (B). 

5« Sei c * O f A > 0 -so dass man den Typ (A) erhält -, 

d.h. 

<f s - 2 A log p * C 

(wo C * 1 - B ). Dann ist 

*** _ , -Altxtzp~ bioer p t . 

» - k e ^ " * r (k > 0 ) • 

dp 

Man findet leicht, dass wir hier den als sog. lognormalle Häu­

figkeitsverteilung bekannten Fall haben (wo die kumulative 

Häufigkeit Verteilungsfunktion einer normalen Verteilung mit 

der Veränderlichen log(np), n > 0 9 ist). Diese lognormalle 

Verteilung kann man nämlich im wesentlichen durch eine Formel 
f n. t 

f p(x) dx * / M e - * r * - a > d*i darstellen, wo N ̂  0, 
X -CO 

*I * log (np), | * lim x(p) . Schreiben wir diese Beziehung 
in der Form / p(x) dx » f jgm-««n* +*<**-** £ d* , 

* f 
erhalten wir durch Differenzieren 

to «. N lo*1 p - fc loq p a » k £• 
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wo k > 0 f R » 2 f N (log n - Q) * 1 J • 

Die Betrachtungen werden manchmal durchsichtiger, wenn man 
p h - p log p 

anstatt des Ausdrucks — den Ausdruck -7 * ; 
P P P 

- p log p • 
untersucht« Es ist y * ( ; ) * 

P 
- p (1 + log p) • ppw log p 

* -j * - (1 • cp log p ) f also 
P 

g * - 1 - if * 9? log p • Es ist dann: 

g Ä - k log p (k > 0) für die Funktionen (5), 

g a 0 für die Funktionen (6), 

g * k (k > - 1) für die Funktionen (8), 

g -* - 1 für die Funktionen (9), 

g * - 2 A log p • C log p (A > 0) für die Funktionen im 

Beispiel 5 . 

In diesem ersten Teile des Artikels werden wir uns etwas 

ausfuhrlicher mit der Formel (8) befassen, die empirisch befrie­

digendere Ergebnisse als die Mandelbrotsche Formel liefert, wo­

bei sie mit ihr den. gemeinsamen Vorteil einer analytisch einfa­

chen expliziten Darstellung von p(x) besitzt, 

Bemerken wir, dass zur Formel id) auch die folgende Betrach­

tung fuhrt. Die Mandeibrotsehen Funktionen sind durch die Bezie­

hung y * - k charakterisiert; die Erfahrung zeigt, dass diese 

Formeln (bei einer geeigneten Wahl des Exponenten - — , der aber 

nicht überall > 1 sein muss) den Häuf igkeiteverlauf gewisser-

massen befriedigend nur in ziemlich beschrankten Intervallen cha­

rakterisieren und dass man mit wachsendem x Immer grossere Ex­

ponent e braucht* Eine einfache Möglichkeit besteht nun 
k 

darin, die Bedingung 5p = - k durch die Bedingung $f * 
k* 

-* _ ,,. „, zu ersetzen« Es muss allerdings gemag^ werden, das» 
flog pi 
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für sehr grosse Werte von z auch die Formel (8) immer noch 

ein noch zu langsamee Sinken von p liefert (waa auch damit 

zusainmenhangt, dass aie vom Typ (B) ist); in einer Fortsetzung 

dleaea Artikels werden wir (8) durch eine Formel vom Typ (A) 

ersetzen, die ala eine verhältnismässig befriedigende Losung 

der Frage der Haufigkeitaverteilung der Worte betrachtet wer­

den kann» 

Von den Haufigkeitastatistiken, an den ich die Formel (8) 

verifizierte, mochte loh hier diejenigen zitieren, wo ich daa 

vollständigste Material zur Verfügung hatte: 

1) Die unter Leitung von J. Jelinek, J.V. Beäka und M. 

Töäitelova* bearbeitete Statistik der Worte ala lexikaler Ein­

heiten! aua Texten mit Gesamt umfang von über 1 600 000 Worten* 

Veröffentlicht in der Arbeit [1] . 

Die Statistiken 2) und 3), die ich weiter zitiere, wurden 

zu stenographischen Zwecken bearbeitet, wie denn überhaupt die 

Häuf igkeitsuntersuchungen ihre älteste Tradition und auch die 

vielseitigste Anwendung bisher auf dem stenographischen Gebie­

te besitzen« Die in diesen Statiatiken verwendeten Begriffe des 

Wortes usw. sind freilich den stenographlachen Zwecken ange-

passt (daa Material wird sozusagen nicht vom Standpunkt des 

Wörterbuches der Sprache, sondern mehr vom Standpunkt des Wör­

terbuches stenographischer Kürzungen bearbeitet)» Der Begriff 

des Wortes wird dabei nur wenig modifiziert, jedoch deckt sich 

z.B. der für stenographische Zwecke verwendete Begriff des 

Wortstammes nur zum Teil mit dem in der Sprachwissenschaft 

üblichen; vom Standpunkt der Untersuchung der quantitativen Ge­

setzmässigkeiten des Häufigkeitsverlaufs spielen aber diese Un­

terschiede keine wesentliche Rolle. 

2) Die unter Leitung von F.W« Kaeding bearbeitete Statistik 
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der einzelnen Wortformen (und mancher anderer sprachlichen 

Erscheinungen) in der deutschen Sprache, aus Texten mit Ge-

samtumfang von fast 11 Millionen Worten. Veröffentlicht in 

der Arbeit lZ\. 

3) Die im Staatlichen stenographischen Institut in Prag, 

(in Zusammenarbeit mit der Mathematisch-physikalischen Fa­

kultät der KU) bearbeitete Statistik aus Texten mit Gesamt­

umfang von 120 000 Worten, geteilt in zwei thematische Grup­

pen A und B zu je 60 000 Worten; es wurde vor allem bearbei­

tet: 

3,1) die Statistik der Worte als lexikaler Einheiten 

(Teil A von K. ttatouöek und M. Matula, Teil B von J. Öap und 

J. Peträsek); 

3f2) die Statistik der einzelnen Wortformen (Teil A von 

K. Matouäek und M. Matula, Teil B von J. 5ap und J. Peträ­

sek); 

3t3) die Statistik der Wortgruppen, vor allem zweiglied­

riger Gruppen von Worten als lexikaler Einheiten (nur im Teil 

A, von K. Matouäek und M. Matula); 

3,4) die Statistik der Wortstamme (einschliesslich Vor­

silben) (Teil A und B , von M. Matula). 

Die Ergebnisse von 3,1), 3%2) wurden veröffentlicht in 

der Arbeit [3 a ] } die Ergebnisse von 3,4) in der Arbeit [3 b)* 

Andere Angaben für 3) habe ich aus meinen handschriftlichen 

Waterialen geschöpft» Alle in diesem Artikel enthaltenen Anga­

ben für 3) beziehen sich nur auf den Teil A • 

Die Konfrontation der Formeln mit empirischem Material 

werde ich hier an zwei Beispielen - der Statistiken l) und 

3,2) - illustrieren« 

Es aei r > 0 . Vorausgesetzt, dass die Formel (5) rieh-
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tig ist, musa das Verhältnis 

p(rx) 

p(x) 

für nicht zu kleine x , wo man die Konatante n nicht mehr 

zu berücksichtigen braucht, konstant sein; demgegenüber muss 

das Verhältnis 

log p (rx) 

log p(x) 

konstant sein, wenn die Formel (8) gilt* Diese Tatsache er­

möglicht eine bequeme Verifikation beider Formeln* 

Ich mochte hier zuerst eine Tafel anführen, die sich auf 

die Häufigkeit der Worte als lexikaler Einheiten bezieht, und 

zwar auf Grund der Statistik von Jel-Cnek-Beöka-Tgäitelovä; es 

wurde r = 2 gewählt und die Zahlen p in der Tafel werden 

natürlich relative Häufigkeiten in der Statistik bedeuten« Um 

wenigstens die gröbsten Falle von zufalligen Schwankungen der 

Häufigkeit zu beschranken, habe ich die Werte von p(x) durch 
p(x - 1) • p(x) + p(x + 1) 

die Durchschnitte für x £ 200 
3 

p(x - 2) • p(x - 1) + p(x) • p(x + 1) + p (x • 2) 
und durch 

5 

für 200 <? x < 1600 ersetzt. Für x £ 1600 , wo in der 

Statistik immer schon mehrere Worte mit derselben Häufigkeit 

vorkommen, habe ich statt p(x) die folgendermassen berechne­

ten Werte genommen: wenn f(x) die absolute Häufigkeit des 

x -ten Wortes in der Statistik bedeutet und wenn f (x) kon­

stant bleibt für x, g x £ Xo , habe ich anstatt f (x) den 
1 1 

durch lineare Interpolation zwischen- den Werten f (x5) - — — , 
x 2 

, , l y X X 

f(xg) • — im Intervall < xx - — f x- • — > erhaltenen 
2 2 fc 2 
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Wert genommen« Die Tafel lautet: 

10 

25 

50 

75 

100 

125 

150 

175 

200 

225 

250 

300 

350 

400 

450 

500 

600 

700 

800 

900 

1000 

1200 

1400 

1600 

1800 

2000 

2 x ) : l o g p (x ) p ( x ) : p ( 2 x ) 

1,082 1,492 

1,127 2 ,010 

1,108 1,946 

1,120 2 ,193 

1,110 2,120. 

1,102 2 ,059 

1,087 1,892 

1,082 1,849 

1,077 1,790 

1,080 1,844 

1,077 1,822 

1,075 1,816 

1,075 1,835 

1,077 1,886 

1,076 1,876 

1,075 1,873 

1,077 1,936 

1,076 1,928 

1,075 1,931 

1,076 1 ,971 

1,079 2 ,033 

1 ,078 2 ,060 

1,080 2,116 

1,082 2 ,179 

1,082 2 ,207 

1,082 2 ,214 
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2400 1,082 2,263 

2800 1,083 2,320 

3200 1,062 2,308 

3600 1,082 2,340 

4000 1,082 2,376 

4800 1,084 2,464 

Zweitens mochte ich eine Tafel anfuhren, die alch auf 

die Häufigkeit der einzelnen Wortformen bezieht, auf Grund der 

Statistik von Matouäek und Matula. .Es wurde wieder r s Z ge­

wählt und die Zahlen p(x) wurden wieder durch ahnlich modi­

fizierte Zahlen ersetzt (die oben beschriebene lineare Inter­

polation wurde hier aber - in Hinsicht auf den kleineren Um­

fang der Statistik - für x 2 300 angewandt)« Die Tafel 

lautet: 

x log 

10 

25 

50 

75 

100 

125 

150 

175 

200 

225 

250 

300 

350 

x h l o g p(x) p (x ) :p (2x) 

1,139 2,007 

1,068 1,489 

1,073 1,583 

1,097 1,882 

1,099 1,947 

1,090 1,868 

1,082 1,800 

1,084 1,843 

1,081 1,828 

1,079 1,816 

1,080 1,836 

1,076 1,800 

1,075 1,8.13 
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4 0 0 1.076 1,846 

4 5 0 1,077 1,863 

5°° 1,077 1,883 

600 1,078 1,926 

700 1,077 1,924 

800 1,077 1,939 

900 1,076 1,947 

1000 1,077 1,968 

1200 1,078 2,025 

1400 1,076 2,003 

1600 1,C?7 2,053 

Da ich hier die empirischen Zahlen nur zu einer informa­

tiven Orientierung anführe, habe ich mich hier nur auf einen 

anschaulichen Vergleich empirischer Werte in den obigen Ta­

feln beschrankt. Das genügt , um einzusehen, dass die Formel 

(8) befriedigende .Ergebnisse in einem wesentlich breiteren 

Intervall liefert. 

Man kann natürlich nicht erwarten, dass eine Formel mit 

eigentlich nur einem wesentlichen Parameter, wie es die For­

mel (8) oder (5) ist (mit dem wesentlichen Parameter k ),den 

Häufigkeitsverlauf in den konkreten Statistiken in allen Ein­

zelheiten treu wiedergibt. Namentlich aber kann man bei kei­

ner Formel eine zu gute allgemeine Übereinstimmung mit empi­

rischen Daten erwarten für die kleinsten Werte von x , d.h. 

für grosste Häufigkeiten, da die empirischen Zahlen für die 

grossten Häufigkeiten stark von der Struktur der Sprache ab­

hangen (vor allem kommen hier die mit den sogenannten forma­

len Worten zusammenhangenden Unregelmässigkeiten in Betracht) 
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und naturlieh auch verschiedene zufällige Momente aufweisen. 
1 

Ich mochte noch einiges über den Wert des Exponenten 
k + 1 

bemerken, wenn man versucht, den Häufigkeit«verlauf einiger 

sprachlichen Einheiten - wie der Wortformen, der Worte als le-

xikaler Einheiten, der Wortgruppen, der Wortstamme u.a. -

durch unsere Formel darzustellen. Bas ist allerdings immer nur 

in einem (praktisch verhältnismässig breiten) Intervall möglich; 

im Gebiete der ,,mittelgro88en,, Häufigkeiten kann man folgende 

ungefähre Zahlen anfuhren : 

Statistik Einheiten - • • 

k + 1 

3.3) zweigliedrige Wortgruppen 

(der Worte als lexikaler 0,06 

Einheiten) 

3,2) einzelne Wortformen 

3,1) Worte als lexikale 

Einheiten * 

3.4) Wortstamme 

1) Worte als lexikale 

Einheiten 

Es scheint, dass der Wert des Exponenten vor allem von der 

durchschnittlichen Lange der verwendeten Einheiten abhängt; 

diese Vermutung wird auch in einer Fortsetzung dieses Artikels 

bestätigt. Man kann diesen Wert auch mit dem Umfang des bearbei­

teten Materials, mit dem Reichtum des in ihm enthaltenen Wörter­

buches und mit dem Grad der Zerlegung des Textes auf verschie­

dene Einheiten in Zusammenhang bringen. Was den letzteren Um­

stand betrifft, so bedenke man, dass man einen Wortstamm in 

einem gewissen Sinne als die Menge der Worte auffassen kann, 

die den Stamm enthalten, dass man ein Wort A (im Sinne einer 
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lexikalen Einheit) als die Menge seiner einzelnen Wortformen 

A^ auffassen kann, und dass die Anzahl zweigliedriger Wort­

gruppen < A, X > und \ X, A > , die das Wort A (im Sinne 

einer lexikalen Einheit) enthalten, offenbar im allgemeinen 

grosser ist als die Anzahl seiner einzelnen Wortformen A* . 

In einem (praktisch ziemlich breiten) Intervall, wo die 

Formel (8) empirisch befriedigende .Ergebnisse liefert, kann 

man wahrscheinlich eine verhältnismässig befriedigende Appro­

ximation des Häufigkeitsverlaufs durch Mandelbrotsehe Funk­

tionen T — in der Nahe von den x erwarten, für 
(mx + n) f 

k k 
die - (*> s , d.h. p » gilt. Andererseits 

log p flog pl 

ist es ersichtlich, dass man grossere, bzw. kleinere Werte 
1 

für den Exponenten -r— bei den Statistiken erwarten kann, 
r 

1 
denen grossere, bzw. kleinere Werte des Exponenten -—•---

k + 1 

entsprechen. 

Im weiteren erwähnen wir noch einige einfache Eigenschaf­

ten der Funktionen (8) (bzw. verwandte .Eigenschaften anderer 

Funktionen). In den Formulationen dieser Eigenschaften werden 

wir die Funktionen p(x) als zulässig bezexhnen, die für 

1 £ x < co definiert sind und stetige zweite Ableitung be­

sitzen und für die 0 < p < 1 , p'(x) < 0 , lim p(x) * 0 , 

& x-yoo 
2£ p(i) < oo gilt (so dass es sich um den Typ (B) mit T = 

= 0 handelt). 

Es sei h = h(x) * - p log p (wo das Symbol log stets 

den natürlichen Logarithmus bedeutet), H » Hfx) -* 2? h t 

P == P(x) = H p ; es sei weiter H* * H* (x) » IE h , 

** » P* (x) =- Z p , h* * h* (x) * - P* log P* . 
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Es ist ereichtlieh, daee man, grob gesagt, die Summen 27 

(bei den Forderungen auf Genauigkeit, die für die quantitative 

Linguistik noch einen praktischen Sinn haben) für nicht zu klei-

ne x durch Integrale f approximieren kann; ich mochte den 

Umfang des Artikels nicht durch eine genauere Präzisierung sol­

cher Umstände belasten« 

1) Die Funktionen (5),(6) werden unter den zulassigen 
0 

Funktionen durch die Eigenschaft charakterisiert, dass ( -&,) 
P 

konstant ist. 
2) Die Funktionen (8) , (9) werden durch die .Ligenschaft 

charakterisiert, dass ( **,) konstant ist« 
P 

Das haben wir schon oben gesehen« 

3) Die Funktionen (5) (bei k < 1 ) und (6) besitzen die 

Eigenschaft 

(10) q H * - h* • c P* , 

wo c konstant ist und q = 1 für Funktionen (6), q a 1 - k 

für Funktionen (5) gilt« 
PP" Es gilt nämlich offenbar q » 1 • 9 » 2 - -75- • Hier-

2 2 M
 p 

p ' P X 
aus folgt ( - , ) * q p und daher —7 * q / p • A (A kon-

P P i 
stant)« Für die Funktionen (6) und die Funktionen (5) (bei 

2 ~ 
k < l ) g i l t ^7 -> 0 für x -> 00 und daher A -» - q f p« 

p , * 
Es gilt also q Ä- » - &- • Durch Integration erhalten wir 

p fP 
q log p * log f p • B (B konstant) • Hieraus folgt 

q p log p - p log f p - p * (B - 1) p ; da - p log f p -

«w «# 0 
m P * ty" p « log /* p ) , erhalten wir durch Integration 
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q y P log p + y p . lo« y P « ( 1 - B> y p • 2> 

* jt * * 

(l> konstant); es gilt offenbar D « 0 . Wenn wir noch .1 - B » 
s c setzen, genügt es, von den Integralen zu den entsprechen­

den Summen zu übergehen, um (10) zu erhalten. 

.Es sei hier nur kurz bemerkt, dass man in der Praxis 

B «r 0 , d.h. c > 1 voraussetzen kann. 

Man sieht leicht, dass umgekehrt die Eigenschaft (10) (ge­

nauer gesagt, die für Integrale geltende Eigenschaft) für die 

Funktionen (5) und (6) charakteristisch ist. 

Man kann diese Eigenschaft (nur ziemlich annähernd) auch 

folgendermassen interpretieren, Es lasat sich feststellen (was 

hier nur bemerkt sei), dasa die Gültigkeit der Beziehung (10) 

auch für die kleinsten Werte von x praktisch nicht zu viel 

gestört wird, so dasa sich q 5E h nicht viel von c z p s 

* c unterscheidet. Daher unterscheidet sich q H(x) • h* (x • 1) 

nicht viel von c P(x) . Für die Punktionen (6), d.h. q s 1 t 

kann man das ungefähr folgendermassen ausdrücken: wenn wir vom 

ganzen Text nur die ersten x häufigsten Worte behalten und 

den Rest durch ein "leeres Symbol" ersetzen, dann ist die Gesamt­

information eines solchen "unvollständigen Textes" dem Umfang 

des "bekannten Teiles" des Textes annähernd proportional. Für 

Mandelbrotsche Funktionen konnte man die Eigenschaft auf eine 

ähnliche Weise interpretieren, wenn man annehmen wollte, dass 

"dem leeren Symbol eine modifizierte Information zugesprochen 

wird, die man aus der "normalen" durch Multiplizieren mit einem 

konstanten Faktor erhalt". 

4) Die Zipfsehen Funktionen besitzen die Eigenschaft, dass 

das Produkt (mx + n) p (bei geeigneten m, n ) konstant 

bleibt. Für die Funktionen (8),(9) gilt demgegenüber 
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(11) H* - (k + 1) P* * ((k + 1) x + q) p (q konstant). 

Für die Funktionen (8) kann man diese Eigenschaft so formulieren, 

dass das Brodukt (mx + n) p (bei geeigneten i, n ) annähernd 

gleich ist der Differenz zwischen der GesamtInformation und der 

Gesamthäufifkeit für die Menge der Worte, die hinter dem x-ten 

Worte liegen; bei einer geeigneten Wahl der Informationseinheit 

ist dann nämlich offenbar 

H* - p* » (x + s) p (s konstant) . 

Für die Funktionen (9) ist k + 1 - 0 , so dass eine Interpre­

tation klar ist. 

Um (11) abzuleiten, gehen wir davon aus, dass nach der Ei­

genschaft 2) 

h p log p 
——. a ; * (k + 1) x + q (q konstant) i s t , also 
lp I P 

p log p * (k + 1) x p' + qp* * ((k + 1) xp)' - (k + 1) p + qp' , 

und daher f p log p + (k + 1) /* p - q p = * ( k + l ) x p + A. 

(A konstant). Für x --> oo ist p —> 0 , so dass 
OC O0 

A * J* P loß p + ( k + l ) / * p . Nun genügt es zu bemerken, 

dass man die Integrale f als Approximationen der Summen 

- H* , bzw. P* betrachten kann, um (ll) zu erhalten. 

Man sieht leicht, dass umgekehrt die Eigenschaft (ll) (ge­

nauer gesagt, die für Integrale geltende Eigenschaft) für die 

Funktionen (8),(9) charakteristisch ist« 
h 

Wir haben oben gesehen, dass der Bruch — ungefähr pro-
P 

portional ist der Anzahl W der neuen verschiedenen Worte, 

wenn die "lokale*1 durchschnittliche Wortlange q(x) um einen 

konstanten Zuwachs dq wachst. Da man offenbar p als die 

durchschnittliche relative Häufigkeit dieser neuen Worte be-
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h 
trachten kann, ist — 7 - p ungefähr proportional dem Zuwachs 

P 

des Textumfanges. Biese Tatsache liefert «ine Interpretation 

für die rechte Seite der Beziehung 

H* - (k + 1) P* » —-- p 
Ipl 

die gemäss 2),4) für die Funktionen (8),(9) gilt. 

&s sei noch eine Bemerkung angeführt, die manchmal nutzlich 
pp" > 

sein kann. Bezeichnen wir wieder log p s z , jg* * * # 

P 
Bezeichnen wir welter 

hh" 

Da h * - p log p 9 errechnet man leicht, das« 

z z 
(12) £ *f . • w 

K 1 • z (1 • * ) * 
und umgekehrt 

1 + z 1 
(13) f =- f. . 

z 1 * z 

Beispiele: 

6« Die Funktionen (6) besitzen, wie man leicht verifiziert,, 

die Eigenschaft, dass für % >- 0 gilt 

p(x) = a ( £ p 8 ) ^ 

wo a - • -» • Daraua folgt trivial, dass die -Sigan-
(1 - e~** ) * 

echaft 

h(x) * a ( f: hÄ) * 

für die Funktionen p gilt, für die h * - p log p * e-
ffW*"t'f* # 

Für diese Funktionen ist f. =* 1 , so dass nach (13) diese 

Funktionen die zu 
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» * • * • ! 1 1 
f * —m m 1 • -

Z • Z Z Z • 1 

gehörenden Losungen sind* 

1. Das vorhergehende Beispiel führt zu der Frage, für 

welche p die Beziehung 

h(x) * q ( Z p 8 ) * 

erfüllt wird; genauer gesagt, die Beziehung h - q {J* p 8 ) * , 
•x 

wo q, s positive Konstanten sind. Durch Differenziation er-

halt man -*Ml • log p) I log p/ * —*- (wir setzen 
P • 

voraus, dass 1 •log p < 0 ); hieraus folgt 

1 s-c-i 1 s Qg  

I log p I - — I log pl » — — X • c 

8 + 1 S 8 

( c konstant) • 

Man verifiziert leicht, dass solche Funktionen p die zu 

z2 - (s - 1) z - (s - 1) s - 1 1 
f * g = 1 -

z • z z z + 1 

gehörenden Losungen sind. Nach (12) errechnet man 

z - (s - 1) $ 
LҺ 

Z • 1 Z + 1 
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